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PREFACE 


A Théorie  des  Lignes  courbés  fait 
une  partie  confidérable  des  Mathé- 
matiques : Elle  commence  où  finif- 
fènt  les  Elémens,  au  delà  defquels 
on  ne  va  point  fans  elle.  On  ne  fau- 
roit  s’en  palfer  dans  les  Sciences 
dont  la  perfection  dépend  de  la  Géo- 
métrie, telles  que  la  Méchanique,  1 Aftronomie , la 
Phyfique.  Les  Syftèmes  modernes  fuppofent  néceE 
fairement  cette  connoilTance. 

Si  l’étude  en  elt  utile,  elle  n’eft  pas  moins  a- 
gréable.  Des  variétés  perpétuelles,  rappellées  conf- 
tamment  à l’unité , offrent  à l’Etprit  un  fpeétacle  dont 
il  ne  fe  lafie  jamais. 

Auffi  les  Courbes  ont  - elles  toujours  fait  un  des 
' • a $ prin- 
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principaux  objets  des  fpéculations  des  Géomètres. 
A peine  la  Géométrie  fortoit  - elle  de  f enfance  , 
qu  elle  s’occupa  des  Seélions  coniques  : bientôt  a- 
près  elle  admira  les  propriétés  de  la  Conchoïde , de 
la  Cififoïde , des  Spirales , ( Courbes  très  differentes 
de  celles  que  nous  défignons  par  ce  nom  , St  qui  font 
les  Hélices  des  Anciens  ) & de  plulieurs  autres  Li- 
gnes , dont  le  nom  &.  la  connoilfance  a péri  avec 
la  plupart  des  monuments  de  l'ancienne  Géométrie. 

Hans  ce  qui  nous  en  refte,  on  voit  que  fi  les  An- 
ciens ont  eu  jutant  d’efprit  St  de  génie  que  les  Mo- 
dernes, ils  leur  cèdent  par  la  Méthode,  par  cet  art 
infiniment  utile  de  déduire  d un  l'eul  Principe  univer- 
jfèl  un  grand  nombre  de  Vérités  , de  les  foumettre 
à des  Règles  générales , de  les  développer  par  des 
conféquences  uniformes , St  de  les  lier  les  unes  aux 
autres  de  la  manière  la  plus  propre  à faire  naître  de 
nouvelles  découvertes. 

Ce  que  les  Anciens  avoient  démontré  fur  les  Cour- 
bes , quelque  important , ciuelque  fubtil  qu'il  fut,  n’é- 
toit  pourtant  qu'un  amas  de  Propofitions  particuliè- 
res , qui  ne  pouvoient  guéres  lèrvir  à en  trouver  d’au- 
tres , qu’ autant  que  ces  Recherches  donnoient  des  é- 
xemples  de  des  modèles , qu'un  Efprit  né  Géomètre 
s’efforçoit  d imiter.  Une  grande  application  St  l’étu- 
de opiniâtre  d'une  Courbe  pouvoit  y faire  voir  des 
propriétés  finguliéres  : L’Inventeur  en  étoit  redeva- 
ble à fon  génie,  St  fouvent  à la  Fortune. 
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Il  en  étoit  à peu  près  de  même  de  toutes  les  bran- 
ches des  Mathématiques , jufquà  l’invention  de  l’Al- 
gèbre ; moyen  ingénieux  de  réduire  les  Problè- 
mes au  Calcul  le  plus  fimple  8c  le  plus  facile  que 
la  Queftion  propofëe  puilfe  admettre.  Cette  clef  uni- 
verlèlle  des  Mathématiques  en  a ouvert  la  porte  à 
plufieurs  Efprits , pour  lelquels  elle  eut  toujours  été 
fermée  fans  ce  fecours  : On  peut  dire  que  cette  dé- 
couverte a produit  une  véritable  révolution  dans  les 
Sciences  qui  dépendent  du  Calcul. 

11  y a donc , ce  femble,  de  l’humeur,  8c  une  for- 
te de  caprice , à méprifer  une  Méthode  fi  utile , 8c 
à faire  gloire  de  n’employer  que  1 Analyfe  géomé- 
trique des  Anciens.  Celle-ci,  je  l’avoue,  a lurl  Al- 
gèbre le  mérite  d’une  évidence  plus  fènfible,  8c  d u- 
ne certaine  élégance  qui  plaît  infiniment  : mais  il 
s’en  faut  beaucoup  qu’elle  foit  aulfi  commode  8c 
aufll  univerfelle.  Donnez  lui  donc , fi  vous  voulez , 
la  préférence;  mais  ne  donnez  point  d’exclufion  à 
Fautre  Mcthode.  Les  Vérités  mathématiques  ne  font 
pas  fi  faciles  à trouver,  qu’on  doive  chercher  du 
mérite  à le  fermer  quelcune  des  routes  qui  peuvent 
y conduire. 

C’eft  fur-tout  dans  la  Théorie  des  Courbes  qu’on 
éprouve  bien  fenfiblement  Futilité  d’une  Mé triode 
auïïi  générale  que  l'eft  celle  de  l’Algèbre.  Des  Car- 
tes, dont  l’elprit  inventeur  ne  brille  pas  moins  dans 
la  Géométrie  que  dans  la  Philolopnie  , n’eut  pas 
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plûtôt  introduit  la  manière  d’exprimer  la  nature  des 
Courbes  par  des  équations  algébriques,  que  cette 
Théorie  changea  de  face.  Les  découvertes  fe  mul- 
tiplièrent avec  une  extraordinaire  facilité:  chaque 
ligne  de  Calcul  enfantoit  de  nouveaux  Théorèmes. 

Par  ce  moyen , l'art  fupplée  au  génie , & le  gé- 
nie aidé  d un  art  fi  fecourable  a eu  des  fuccès  qu  il 
n’auroit  jamais  obtenu  par  fes  propres  forces.  Car 
ce  qu'il  y a d admirable  ici , c’eft  qu’on  ne  fauroit 
découvrir  par  le  moyen  de  l’Algèbre  quelque  pro- 
priéré  dune  Courbe  particulière,  quelle  ne  rafle 
aufli-tôt  connoitre  des  propriétés  femblables , ou  ana- 
logues , dans  une  infinité  d’autres  Courbes. 

Ajoutez  que  l’Algèbre  feule  fournit  le  moyen  de 
diflribuer  les  Courbes  en  Ordres,  Clafles,  Genres 
& Efpéces  : ce  qui , comme  dans  un  Arfenal  où  les 
annes  font  bien  rangées , met  en  état  de  choifir,  fans 
héfiter , celles  qui  peuvent  fervir  dans  la  Rcfolution 
d’un  Problème  propofë. 

C’efl  à 1 IUuftre  Mr.  Newton  que  la  Géométrie 
efl  fur-tout  redevable  de  cette  diflribution.  Son  Enu- 
mération des  Lignes  du  troijiéme  Ordre  eft  un  ex- 
cellent modèle  de  ce  qu’il  faut  faire  en  ce  genre , & 
une  preuve  convaincante  que  ce  grand  Homme  a- 
voit  pénétré  jufqu’au  fonds  de  ce  que  la  Théorie  des 
Courbes  a de  plus  délié  & de  plus  intéreflant. 

11  eft  fâcheux  que  Mr.  New'TON  fe.  foit  contenté 
détaler  fes  découvertes  fans  y joindre  les  Démonf- 

trations , 
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trations , & qu’il  ait  préféré  le  plaifir  de  fe  faire  admi- 
rer à celui  d’inftruire. 

Ce  n’elt  pas  que  dans  une  Ledure  attentive  de 
fon  Traité  on  ne  puilTe  apercevoir  quelques  traces 
de  fa  Méthode  : on  découvre  que  fes  principaux  gui- 
des dans  ces  Recherches  ont  été  la  Dodrine  des  Sé- 
riés infinies,  qui  lui  doit  prefque  tout,  & l'ufage 
du  Parallélogramme  analytique , dont  ileft  l'Inven- 
teur : on  peut  même  entrevoir  qu’en  quelques  en- 
droits il  n’a  pas  fuivi  ces  guides  avec  l’exaditude 
qu’on  admire  dans  fes  autres  ouvrages. 

Ces  légères  inadvertences  n’ont  pas  échappé  à 
Mr.  Stirling,  qui  a développé  les  Principes  & la 
Méthode  de  Mr.  Newton  , dans  l’excellent  Com- 
mentaire qu’il  nous  a donné  fur  Ion  Livre.  On  y 
voit  qu’il  ne  manquoit  prefque  rien  à Mr.  Stirling 
pour  donner  une  Théorie  complette  des  Courbes , 
& qu’il  n’auroit  laifïe  que  peu  de  choies  à dire , s’il 
ne  s’étoit  pas  attaché  avec  trop  de  fcrupule  à ne 
point  s’écarter  de  fon  Auteur. 

Mr.  Nicole  a donné,  dans  les  Mémoires  de  l A- 
cade'mie  Royale  des  Sciences , une  explication  auflî 
nette  qu’exade  des  Principes  que  Mr.  Newton  a pu 
fuivredans  Ion  Enumération  des  Lignes  du  troifi  me 
Ordre  : c’elt  grand  dommage  qu’un  commencement 
lî  heureux  naît  pas  eu  de  fuite.  Que  ne  pouvoit-on 
pas  attendre  du  génie  & du  lavoir  de  Mr.  Nicole? 

On  trouve  dans  le  même  Recueil  quelques  Mé- 

b moires 
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moires  de  Mr.  De  Bragelogne  , relatifs  à une  E- 
numération  des  Lignes  du  quatrième  Ordre , qu’il  a- 
voit  entreprile  à limitation  de  celle  que  Mr.  New- 
ton a donnée  des  Lignes  du  troifiéme  Ordre.  11  y 
a de  très  bonnes  choies  dans  ces  Mémoires  ; mais 
l’Auteur  s’étant  arrêté  au  milieu  de  fa  courfe , on  ne 
voit  pas  fi  fa  Méthode  étoit  la  plus  propre  à le  me- 
ner avec  exactitude  & avec  certitude  à l’Enuméra- 
tion qu’il  avoit  en  vue.  Il  s’étend  alfez  fur  les  Points 
multiples , qui  fervent  de  fondement  à la  fubdivifion 
des  Genres  en  Efpèces , & en  Variétés;  mais  il  ne  dit 
rien , ou  ne  dit  que  peu  de  chofes , des  Branches  in- 
finies , dont  doit  dépendre  la  Divifion  générale  des 
Courbes  de  chaque  Ordre  en  leurs  Claffes  & Genres. 

Voilà  ce  que  j’avois  devant  les  yeux  lorfque  je 
commençai  cet  Ouvrage.  La  longueur  du  tems  qu’il 
a refté  entre  mes  mains  devroit  lui  avoir  donné  un 
degré  de  perfection  , que  je  crains  avec  raifon 
qu  on  n’y  trouve  pas. 

L ’illultre  Mr.  s’  Gravesande  , qui  m’honoroit  de 
fon  amitié  & dont  la  perte  me  fera  toujours  amere , 
m’avoit  communiqué  fes  Recherches  fur  les  Séries, 
& ce  qu’il  avoit  ajouté  aux  decouvertes  de  Mrs  Tay- 
lor & Stirling.  Quelques  obfervations  que  je  fis 
fur  fa  Méthode  parurent  lui  plaire,  & trop  prévenu 
en  ma  faveur,  il  eut  la  bonté  de  me  dire,  qu’ayant 
la  clé  de  la  Théorie  des  Courbes  il  ne  me  feroit  pas 
difficile  d'en  faire  ufage.  Si  j’ai  eu  tort  de  l’en  croi- 
re. 
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re , qu’on  pardonne  cette  erreur  au  refpeél  dont  j e- 
tois  pénétre  pour  ce  grand  Homme. 

Cet  Efl'ai  étoit  à peu  près  fini , quand  Mr.  l'Ab- 
bé De  Gua  fit  paroître  ÏUfage  de  lAnalyfe  de  Des- 
cartes pour  découvrir  les  propriétés  des  Lignes 
géométriques  de  tous  les  Ordres.  La  fubftitution  qu'il 
y fait  du  Triangle  algébrique  au  Parallélogramme 
de  Newton  efi  une  idée  heureufe , dont  j ai  profi- 
té avec  reconnoiffance , auffi  bien  que  de  quelques 
autres  penfées  ingenieufes  de  cet  Auteur  : mais  je 
n’ai  pas  cru  devoir  le  fuivre  dans  la  méprife  où  il 
efi;  tombe  fur  les  Branches  infinies  des  Courbes  & 
. fur  leurs  Points  multiples,  pour  avoir  négligé  l’u- 
fage  des  Séries  infinies , ou  pour  avoir  voulu  juger 
d’une  Série  entière  par  fon  feul  premier  terme. 

J’aurois  tiré  une  grande  utilité  de  l’ Introduction  à 
lAnalyfe  des  infiniment  petits  de  Mr.  Euler,  fi 
ce  Livre  m’avoit  été  plutôt  connu.  Son  objet  étant 
prefque  le  même  que  le  mien , il  n’eft  pas  furpre- 
nant  que  nous  nous  foions  fouvent  rencontré  dans 
les  Conclufions.  Mais  la  différence  des  M thodes  efi 
auffi  grande  quelle  peut  l’être  quand  on  travaille  fur 
un  même  fujet:  ce  que  je  ne  dis  point  pour  préTrer 
la  route  que  j’ai  prife  à celle  qu’à  tenu  Mr.  Euler  ; 
mais  feulement  pour  avertir  le  Leéleur  de  cette  di- 
verfité.  Voici  une  légère  idée  de  l’ordre  que  j’ai  cru 
devoir  fuivre. 

Le  premier  Chapitre  expofe  en  général  la  nature 
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des  Lignes  courbes , & la  manière  de  les  repréfen- 
ter  par  des  Equations.  On  divife  d abord  les  Lignes 
en  régulières  & irrégulières.  Celles-ci  n’ont  ni  Dé- 
finition , ni  Defcription  réglée  & connue.  Celles-là 
font  décrites  par  une  loi  certaine , qui  conftitue  leur 
elTence  ou  leur  nature.  On  divife  enfoite  les  Li- 
gnes régulières , en  celles  qui  peuvent  être  décrites 
fur  une  l'uperficie  plane , & celles  qui  ont  une  dou- 
ble courbure.  Puis  on  expofe  la  manière  d'exprimer 
par  une  Equation  la  nature  des  Lignes  à fimple  cour- 
bure : invention  heureufe  de  Descartes,  qui  ren- 
ferme le  Principe , ou  du  moins  le  Germe , de  tout 
ce  que  les  Modernes  ont  découvert  fur  les  Cour- 
bes. Delà  on  palfe  à la  diffinèfion  des  Lignes  en  al- 
gébriques & méchaniques:  on  définit  les  Courbes 
exponentielles  & les  interlcendantes , qui  tiennent  en 
quelque  forte  le  milieu  entre  les  méchaniques , & les 
algébriques.  On  entre  dans  quelque  détail  fur  la  ma- 
nière dont  une  Courbe  algébrique  eft  repréfontée 
par  fon  Equation  ; On  indique  le  moyen  ae  difeer- 
ner  fi  une  Equation  propofée  exprime  une  feule 
Courbe,  ou  ralfemblage  de  plufieurs.  On  parle  des 
Branches  de  Courbes , finies  ou  infinies , réelles 
ou  imaginaires.  On  fait  voir  en  quel  fens  le  cours 
d’une  Ligne  algébrique  efi:  continu  , quoique  la 
Courbe  puilfe  être  compofée  de  parties  détachées. 
On  montre  enfin  la  manière  de  décrire  une  Courbe 
en  alignant  la  pofition  d'une  infinité  de  fos  points  ; 

non- 
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non-feulement  lorfque  Ton  Equation  peut  être  relb- 
luë , mais  encore  en  plufieurs  autres  cas.  Il  faut  pour- 
tant avouer  qu’il  manque  une  Méthode  generale 
pour  cela  : fi  f Algèbre  pouvoit  la  donner , on  au- 
rait, par  cela  feul,  tout  ce  qui  eft  nécelfaire  pour  la 
connoiiïance  des  Courbes. 

On  indique,  dans  le  fécond  Chapitre,  une  ma- 
nière générale  de  transformer  l'Equation  d’une  Cour- 
be, quand  on  veut  la  raporter  à d’autres  coordon- 
nées que  celles  dont  le  raport  eft  exprimé  par  1 Equa- 
tion  propofee.  On  donne,  pour  faire  ces  transfor- 
mations , dans  les  cas  les  plus  utiles  & les  plus  com- 
muns , des  manières  abrégées , qui  peuvent  être  fu- 
perflues  lorlque  l’Equation  eft  fort  (impie , mais  qui 
deviennent  prelque  nécelTaires,  ou  du  moins  très 
commodes , quand  cette  Equation  eft  d’un  dégré  af- 
fez  élevé , ou  quelle  eft  compofée  d’un  grand  nom- 
bre de  termes. 

Le  troifiéme  Chapitre  développe  la  divifion  des 
Lignes  algébriques  felon  leurs  differents  Ordres.  On 
y voit  les  Equations  générales  de  chacun  de  ces  Or- 
dres , le  nombre  de  leurs  termes , celui  des  Points 
donnés  par  lelquels  on  peut  faire  paflèr  une  Ligne 
d’un  Ordre  donné,  & le  nombre  des  Points  dans 
lelquels  une  Ligne  d’un  Ordre  donné  peut  rencon- 
trer une  Ligne  du  même  Ordre , ou  d’un  autre  Or- 
dre aulfi  donné.  La  Règle  qui  détermine  ce  nom- 
bre eft  très  importante  dans  la  Théorie  des  Cour- 

b 3 bes. 
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bes  , plufieurs  grands  Géomètres  l'ont  fuppofée, 
mais  perfonne,  que  je  fâche,  n'en  a donné  la  Dé- 
monftration.  On  la  prouve  ici,  par  une  manière, 
expliquée  dans  l'Appendice  N°.  2 , de  faire  évanouir 
une  grandeur  indéterminée , au  moyen  de  deux  E- 
quations  dans  lefquelles  elle  entre.  C'eft-là  propre- 
ment un  Problème  de  pure  Algèbre  ; mais  les  Mé- 
thodes connues  ayant  paru  infuffifantes , on  en  a 
cherché  une  autre , qui  rend  la  chofe  facile  au  moyen 
d’une  façon  linguliére  d employer  les  nombres,  ou 
chiffres , pour  exprimer  les  indéterminées  8c  leurs 
fondions.  L’ufage  de  cette  Notation  peut  s’étendre 
à d’autres  Recherches , 8c  en  général  cette  Méthode 
eft  alfez  féconde  en  Corollaires  utiles  dans  1 Al- 
gèbre. 

La  Règle  démontrée  dans  le  Chapitre  précédent 
étant  le  fondement  de  la  Méthode  ufitée  pour  la  conf- 
trudion  des  Egalités , on  en  a pris  occafion  de  faire 
dans  le  Chapitre  quatrième  quelques  Remarques  fur 
cette  conftrudion.  On  en  dévelope  le  Principe  ; on 
en  détermine  f étendue  ; on  en  marque  les  limita- 
tions. On  indique  la  fource  des  difficultés  que  Mr. 
Rolle  a élevées  contre  cette  Méthode  , 8c  les 
moyens  d éviter  furement  les  inconvénients  qu’il  y 
a trouvés.  On  propofe  enfin  une  manière  générale 
de  fixer  le  nombre  8c  la  nature  des  racines  dune 
Egalité , de  difcerncr  les  imaginaires  des  réelles , 8c 
parmi  celles-ci  les  négatives  des  affirmatives.  On 
^ lap- 
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l'applique  aux  Egalités  du  fécond , troifiéme  & qua- 
trième dégré  ; ce  qui  eft  nécelfaire  & fuffifant  pour 
la  fuite  de  cet  Ellai. 

Le  Chapitre  cinquième  démontre  un  Théorème 
fort  général  fur  la  valeur  du  produit  de  toutes  les 
ordonnées  d'une  même  abfcilfe  ; & il  en  fait  l’appli- 
cation aux  Courbes  du  fécond  & du  troifiéme  Or- 
dre. Ce  feul  Théorème  renferme  tout  ce  que  les  An- 
ciens ont  démontré  fur  la  comparaifon  du  quarré  de 
l’ordonnée  avec  le  reétangle  des  portions  du  diamè- 
tre dans  les  Sections  Coniques  : ce  qui  fait  la  plus 

frande  partie  de  ce  qu’ils  ont  connu  de  ces  Cour- 
es. On  l'étend  à a autres  Cas  dont  les  Anciens 
n’ont  pas  fait  mention  j & on  donne  les  propriétés 
analogues  des  Courbes  du  troifiéme  Ordre.  11  n’y  a 
aucune  difficulté  à le  fuivre  dans  les  Courbes  des 
Ordres  fupérieurs. 

Dans  le  Chapitre  fixiéme , on  confidere  d'abord 
deux  Lignes  telles  que  la  fomme  des  ordonnées  de 
l une  eft  égale  à la  fomme  des  ordonnées  de  l’autre , 
ces  ordonnées  ayant  une  même  abfcilfe.  On  fait  voir 
que  l’une  de  ces  Lignes  peut , en  une  infinité  de 
Cas , être  l’alfemblage  de  plufieurs  Droites , & que 
toutes  ces  Droites  peuvent  le  réduire  à une  feule , qui 
eft  alors  le  Diamètre  de  la  Courbe.  On  démontre  que 
chaque  Courbe  a nccelfairement  un  ou  plufieurs  Dia- 
mètres. On  définit  les  Diamètres  curvilignes,  & le  Dia- 
mètre abfolu.  On  prouve  que  dans  les  Lignes  du  fé- 
cond 
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cond  Ordre  tout  Diamètre  eft  un  Diamètre  abfolu , 
mais  qu'il  n’en  eft  pas  de  même  dans  les  Courbes  des 
Ordres  fupérieurs.  On  enleigne  à chercher  les  Diamè- 
tres ablolus  d’une  Courbe.  On  explique  ce  que  c’eft 
qu’un  Contre-Diamètre  & un  Centre  général.  On 
donne  des  Règles  pour  les  trouver. 

Il  s’agit  dans  les  Chapitres  fuivants  de  ce  qu'il  y 
a de  plus  remarquable  dans  le  Cours  d’une  Ligne. 
Ce  font  les  Branches  infinies  & fes  Points  finguliers. 
C’eft  par  les  Branches  infinies  qu’on  divife  les  Cour- 
bes de  chaque  Ordre  en  leurs  Genres , & c’eft  par 
les  Points  finguliers  qu’on  fubdivife  en  Elpèces  les 
Courbes  de  chaque  Genre. 

Pour  déterminer  ces  Branches  & ces  Points,  on 
n’a  point  de  Méthode  plus  Pure  & plus  générale  que 
celle  des  Séries.  C’eft  pour  cela  qu  on  a crû  devoir 
l’expliquer  avec  loin  dans  le  Chapitre  feptiéme;  d au- 
tant mieux  que  cette  Méthode  n'a  été  donnée  jufi- 
qu’ici  que  d’une  manière  imparfaite;  qu’on  a lailfé 
lans  Démonftration  une  partie  du  procédé  qu’il  faut 
fuivre  ; & que  ce  procédé , de  la  façon  qu  il  eft  pro- 
pofé  dans  les  Auteurs,  conduit  fouvent  à des  réful- 
tats  bornés  & par  là  vicieux.  La  vraye  Méthode  des 
Séries  eft  fondée  lur  le  Parallélogramme  de  Mr. New- 
Ton  , invention  excellente , mais  dont  l’Auteur  n’a 
pas  donné  la  Démonftration,  dont  il  femble  même 
n’avoir  pas  fentitout  le  prix.  Après  lui,  Mrs.  Tay- 
lor de  Stirling  en  ont  étendu  l’ufage  ; mais  leurs 

Rè- 
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Règles  nont  ni  la  généralité  ni  l’exaéfitude  nécef 
faires.  Mr.  S’Gravesande  les  a reélifiées  jufqu’à 
un  certain  point.  Cependant  fa  Méthode , qui  n’eft 
qu’un  abrégé  de  la  Méthode  générale , n’en  conl'er- 
ve  pas  toute  l'univerfalité  ; elle  n’a  lieu  que  dans  cer- 
tains Cas,  8c  dans  ces  Cas  elle  n’eft  pas  toujours  au- 
tant abrégée  quelle  pourroit  l’être:  il  en  elt  même, 
où  elle  peut  jetter  dans  l’erreur  d’une  énumération 
imparfaite.  Pour  éviter  ces  inconvéniens , on  a crû 
devoir  remonter  aux  Principes  de  la  Méthode  des 
Séries  8c  en  démontrer  exaélement  le  procédé.  On 
en  donne  même  1 Inveftigation , 8c  on  indique  quel- 
ques moyens  d’abréger  les  calculs  à la 'longueur 
delquels  la  Méthode  générale  elt  fujette:  On  s’eft 
ici  Borné  à ce  qui  elt  nécelTaire  pour  la  Théorie 
des  Courbes.  La  matière  elt  vafte , 8c  on  pour-  • 
roit  en  compofer  des  Volumes  fans  l’épuifer. 

Le  Chapitre  huitième  eft  employé  à déterminer 
le  nombre , la  nature , 8c  la  pofition  des  Branches 
infinies  que  peut  avoir  une  Courbe  dont  l’Equa- 
tion efi:  donnée. 

Ces  Branches  s’éloignent  infiniment  ou  de  l’A- 
xe des  abfcilTes , ou  de  celui  des  ordonnées  , ou  de 
l’un  8c  de  l’autre.  Cela  le  difcerne  ailement,  pref- 

2ue  par  la  feule  infpeétion  de  1 Equation  propofée. 

)n  en  indique  la  manière  i après  quoi  on  explique 
la  différence  des  Branches  hyperboliques  8c  para- 
boliques. On  donne,  pour  cet  effet,  une  idée  des 

c Hyper- 
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Hyperboles  & des  Paraboles  de  tous  les  Ordres  : 
on  expofe  les  varias  du  nombre  Sc  de  la  pofition 
de  leurs  Branches , & on  fait  voir  en  quels  Cas  el- 
les font  réelles  ou  imaginaires.  Enfuite  on  donne 
les  moyens  de  reconnoitre  li  les  Branches  infinies 
qu  indique  1 Equation  d une  Courbe  font  imaginai- 
res ou  rcelles  ; de  d cider , dans  ce  dernier  Cas  , 
fi  elles  lont  hyperboliques  ou  paraboliques , c’eft- 
à-dire , fi  elles  ont  une  Afymptote  droite , ou  fi  el- 
les n’en  ont  point  ; Sc  dans  le  Cas  où  elles  ont  cet- 
te Afymptote,  de  déterminer  fa  pofition;  de  trou- 
ver, dans  tous  les  Cas,  leurs  Afymptotes- cour- 
bes , c’eft-à-dire  la  Courbe  la  plus  fnnple  qui  rè- 
gle la  pofition , & , pour  ai  nu  dire , la  marche 
des  Branches  infinies  de  la  Courbe  propofée.  Ces 
Règles  font  éclaircies  par  un  grand  nombre  d Ex- 
emples choifis.  Et  ce  Chapitre  eft  termine  par 
quelques  Théorèmes  généraux  fur  le  nombre  de 
Branches  infinies  & d Afymptotes  droites , que  peu- 
vent ou  ne  peuvent  pas  avoir  les  Courbes  des  dif- 
ferents Ordres. 

Dans  le  Chapitre  neuvième,  on  établit  les  Di- 
vifions  g n. raies  des  Lignes  Courbes,  fondées  fur 
le  nombre , la  nature , Sc  la  pofition  de  leurs  Bran- 
ches infinies.  On  fait  voir  quil  ny  a que  trois 
Courbes  du  fécond  Ordre  ; 1 Ellipfe  , lous  laquelle 
eft  comprife  le  Cercle  ; l Hyperbole  ; Sc  la  Para- 
bole : ce  qui  donne , en  peu  de  mots , ce  qu’on  apu 

pelle 
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pelle  là  Conftruélion  des  Lieux  Géométriques. 
On  réduit  les  Courbes  du  troifiéme  Ordre  à qua- 
tre Clafles , qui  fe  fubdivifent  en  quatorze  Genres  , 
confonncment  à ce  que  Mr.  Newton  a établi  dans 
fon  Enumération  des  Lignes  du  troifiéme  Ordre , 
dont  cet  article  peut  être  regardé  comme  un  petit 
Commentaire.  Il  y a neuf  Clafles  des  Courbes  du 
quatrième  Ordre,  & chacune  fe  fubdivife  en  di- 
vers Genres  ; mais  l’énumération  en  eft  comme  im- 
poiïible.  Il  a donc  fallu  le  borner  à donner  les 
Principes  ncceflaires  pour  réduire  à fa  Clafle  & à 
Ion  Genre  toute  Courbe  donnée  de  cet  Ordre.  On 
indique  feulement  que  celles  du  cinquième  Ordre 
ont  onze  Clafles , & l’on  propofe  une  Règle  géné- 
rale fur  le  nombre  des  Branches  hyperboliques  de 
paraboliques , que  peuvent  avoir  les  Courbes  d’un 
Ordre  quelconque. 

Les  Chapitres  fuivants  font  deftinés  à l’examen 
des  Points  fmguliers  d’une  Courbe.  Ces  Points 
font  ou  Points  multiples  , ou  Points  d Inflexion. 
Les  Points  multiples  font  ou  doubles,  ou  triples, 
ou  quadruples  &c.  Les  Points  d’inflexion  ont  une 
Inflexion  ou  Ample , ou  double  , ou  triple , &c.  Les 
Inflexions  d’un  degré  impair  font  viliblesi  celles 
d’un  degré  pair  font  invinbles  , & ne  le  manifes- 
tent que  par  le  Calcul:  on  les  nomme  Serpente- 

ments. 
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On  indique  au  Chapitre  dixiéme  la  manière  de 
connoitre  fi  un  Point  alfigné  d’une  Courbe  donnée 
eft  fimple  ou  multiple  ; & dans  ce  dernier  Cas , 
quel  elt  le  degré  de  fa  multiplicité;  de  chercher  fi 
une  Courbe  d Equation  donnée  a des  Points  mul- 
tiples , où  ils  font , & quels  ils  font  ; de  marquer 
les  conditions  qui  peuvent  donner  des  Points  mul- 
tiples à une  Courbe  dont  l’Equation  ou  la  Conftruc- 
tion  eft  donnée.  Enfin  on  indique  quel  eft  le  nom- 
bre de  Points  multiples  que  peuvent  avoir  les  Cour- 
bes des  difiérens  Ordres,  & quel  peut  être  le  degré 
de  leur  multiplicité.  On  montre , par  exemple , que 
les  Courbes  au  cinquième  Ordre  ne  peuvent  avoir 
qu’un  Point  quadruple,  & qu’alors  elles  ne  peu- 
vent avoir  aucun  autre  Point  multiple:  quelle  ne 
peuvent  avoir  qu’un  feul  Point  triple,  mais  qu’a- 
vec celui-là  elles  peuvent  avoir  trois  Points  dou- 
bles; enfin  qu  elles  peuvent  avoir  jufqua  fix  Points 
doubles , quand  elles  n’ont  aucun  autre  Point  mul- 
tiple. 

Le  Chapitre  onzième  donne  les  moyens  de  difcer- 
ner  les  differentes  efpèces  des  Points  Amples  ou  mul- 
tiples , par  le  nomore  & la  pofition  de  leurs  Tan- 

f entes.  On  y explique  la  manière  de  mener  les 
angentes  dun  Point  quelconque.  Cette  maniè- 
re, qui  revient  dans  le  fonds  aux  Méthodes  con- 
nues & en  particulier  à celle  des  Infiniment  petits , 

eft 
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eft  démontrée  ici  par  cette  feule  confidération,  que  la 
Sécante  d'une  Courbe  devient  fa  Tangente  lorfque 
les  deux  Points  de  fe&ion  fe  réunilfent  en  un  feul. 
La  folution  du  Problème  des  Tangentes  mène  trop 
naturellement  à celui  de  Maximis  & Minimis , 
pour  qu  i!  fut  permis  de  n’en  rien  dire.  La  Métho- 
de qu’on  propofe  revient  encore  aux  Méthodes  con- 
nues; mais  on  y a joint  quelques  Remarques  qui, 
fans  être  abfolument  nouvelles  , ne  font  pas  com- 
munes. Elles  fervent  à difcemer  un  Maximum  d'un 
Minimum , & à dillinguer  les  uns  & les  autres  de» 
Points  multiples  & des  Points  d Inflexion,  avec  lef- 
quels  il  eff  aile  de  les  confondre.  On  tire  de  celte 
Méthode  quelques  ufages  pour  déterminer  le  cours 
des  Lignes  Courbes , & on  finit  par  la  manière  de 
trouver  les  Points  d’inflexion  fimple  ou  multiple, 
que  peut  avoir  une  Courbe  d’ Equation  donnée. 

On  entre  au  Chapitre  douzième  dans  un  plus 
grand  détail  fur  la  courbure  des  Lignes  Courbes 
en  leurs  différents  Points.  Elle  fè  mefure  par  la  cour- 
bure du  Cercle , qui  étant  uniforme  dans  tout  le 
contour  d’un  même  Cercle , varie  félon  que  le  Cer- 
cle eft  plus  grand  ou  plus  petit.  On  enfeigne  à trou- 
ver , pour  chaque  Point  d’une  Courbe  don- 
née, le  Cercle  de  même  courbure.  La  méthode 
qu’on  donne  pour  cela , & qui  n’eft  qu’une  fui- 
te des  principes  établis  dans  le  Chapitre  précé- 

c 3 dent. 
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dent,  réfoud  facilement  ces  Problèmes:  Trouver 

en  quels  Points  de  Ion  cours  une  Courbe  a une 
courbure  donnée  , une  courbure  infinie  , une 
courbure  infiniment  petite,  fa  plus  grande  ou  fa 

{)lus  petite  courbure  , &c.  On  compare  entr’elles 
es  courbures  infinies , & auffi  les  courbures  infini- 
ment petites i & on  en  affigne  les  degrés,  en  indi- 
quant pour  chaque  Point , dont  la  courbure  n’eft 
pas  finie , la  Parabole  de  meme  courbure  ; car  ici 
le  Cercle  eft  inutile , puifque  tout  Cercle  a une 
courbure  finie.  Cette  coinparaifon  laiffe  entrevoir 
une  variété  infinie  dans  les  Points  fing-uliers  des  Cour- 
bes. On  n’en  fauroit  épuifèr  le  detail.  C’efl  aflez 
d’en  énumérer  les  efpèces  les  plus  fimples,  celles 
qui  peuvent  convenir  aux  Courbes  des  prémiers 
Ordres , autour  defquelles  roulent  nos  fpéculations. 
On  a taché  de  le  faire , dans  le  treiziéme  & dernier 
Chapitre , pour  tous  les  Points  multiples  dont  font 
fufceptibles  les  Lignes  des  prémiers  Ordres. 

L’Appendice  contient  trois  Démonftrations  qui 
auraient  trop  interrompu  la  fuite  du  Difcours  fi  on 
les  avoit  inférées  où  elles  font  citées.  Il  n’y  a pro- 

{)rement  que  celle  du  N°.  2.  qui  foit  nécefiaire.  El- 
e eft  extraite  d’un  plus  long  Mémoire  fur  ce  même 
lequel  devrait  faire  partie  d un  Traité  d’Al- 

eft  le  Plan  que  je  me  fuis  propofé  dans  cet 

Eflai. 
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ElTai.  C'eft  à mes  Leéïeurs  à juger  fi  je  l’ai  rempli. 
J’ai  tant  de  grâces  à leur  demander  , (|ue  je  ne  leur 
ferai  point  d excufes , ni  fur  le  ftyle , où  je  n’ai  cher- 
ché que  la  clarté j ni  fur  certains  détails,  que  j’ai 
crû  néceflaires  aux  jeunes  Géomètres  en  faveur  def- 
quels  j’écris , ni  fur  la  longueur  de  cet  Ouvrage , 
dont  je  fuis  moi -même  lùrpris.  Elle  vient  principa- 
lement du  nombre  d Exemples  que  j’aporte  pour  il- 
lustrer les  Règles  que  je  donne.  Je  lens  fort  bien 
que  les  Savans  en  voudroient  moins , mais  en  échan- 
ge les  Commençans  en  délireraient  peut-être  davan- 
tage. Je  puis  dire  aux  uns , que  je  ne  crois  pas  a- 
voir  placé  un  lèul  Exemple  fans  quelque  railon  par- 
ticulière ; & j’ofe  alfurer  les  autres  que  je  ne  penle 
pas  qu'ils  trouvent  dans  les  Règles  aucune  difficul- 
té qui  ne  foit  éclaircie  par  quelque  Exemple. 
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L ANALYSE 


DES 


LIGNES  COURBES  ALGEBRIQUES. 


CHAPITRE  I. 


De  la  Nature  des  Lignes  Courbes  en 
& de  leurs  Equations. 


O U T E Ligne  cft  Régulière  ou  Irréguliè- 
re. Les  Lignes  irrégulières  font  celles  qui 
(ont  décrites  lâns  aucune  régie  certaine  , 
ou  conuuë.  Tel  eft  le  trait  que  forme  au 
hazard  un  Ecrivain.  Ces  Lignes  ne  font 
point  l’objet  de  la  Géométrie  : elles  ne  lui  donnent 
aucune  prife.  Car  un  Géomètre,  pour  chercher  & dé- 

A mon- 
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2 DE  LA  NATURE  DES  LIGNES,  COURBES 

montrer  les  propriétés  d’une  Ligne  , doit  partir  de  fa  Chaf.  i. 
Définition  , ou , ce  qui  eft  la  meme  choie , de  la  manié-  *• 
rc  dont  cette  Ligne  peut  être  conftruite  ou  décrite.  Mais 
les  Lignes  irrégulières  n’ont  aucune  Définition  ou  Delcrip- 
tion  réglée  & connue  > qui  les  diftingue  de  toute  autre  Li- 
gne* 

2.  Les  Lignes  régulières  font,  au  contraire,  celles  qui 
font  décrites  luivant  une  Loi  confiante  qui  détermine  la  po- 
rtion de  tous  leurs  points.  Il  y a quelque  propriété  unifor- 
me qui  convient  également  à tous  les  points  d’une  même 
Ligne  régulière , & qui  ne  convient  qu’à  eux  feuls.  Cette 
propriété  conftituë  la  'Sature  ou  XEfencc  de  cette  Ligne. 

Ainfi  la  nature  du  Cercle  confifte  dans  l’égalité  de  lès  ra'ions. 

C’eft  cette  égalité  des  raïons  qui  difiingue  la  circonférence 
d’un  Cercle  de  toute  autre  Ligne  courbe , & qui  détermine 
la  pofnion  de  tous  les  points  de  la  Ligne  circulaire , en  les 
fixant  tous  à une  même  difiance  du  centre. 

j.  Cette  Définition  des  Lignes  régulières  convient  avec 
celle  des  Lieux  géométriques.  Les  anciens  Géomètres  don- 
noient  ce  nom  aux  Lignes  , Droites  ou  Courbes , dont  cha- 
que point  étoit  également  propre  à réfoudre  un  Problème 
géométrique  indéterminé. 

Si  l’on  propolè,  par  exemple  , de  décrire,  lur  une  Li-  . 
gne  droite  donnée  AB , un  Triangle  d’une  grandeur  don- 
née : ce  Problème  eft  indéterminé  ; parce  que  fur  la  Droite 
AB  on  peut  décrire  une  infinité  de  Triangles  égaux  , qui 
feront  tous  de  la  grandeur  donnée , & qui  donneront  ainfi 
une  infinité  de  Solutions.  Comme  tous  ces  Triangles  égaux 
AcB  , AC  B , ArB  &c.  ont  leurs  Ibmmets  c , C,  c , &c. 
fur  une  même  Droite  cCr  parallèle  à A B [ Eucl.  i . $ 7 ] , 
cette  Droite  cCr  eft  ce  qu’on  appelle  le  Lieu  des  fommets 
de  tous  les  Triangles  égaux  à ACB  décrits  fur  la  balè  AB. 

De 
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Chap.  i.  De  même,  fi  l’on  demande  de  décrire  un  Triangl*  re-  Planc.  I. 

3 ‘ étangle  fur  l’hypothenulè  donnée  DE  ; on  propolè  Ln  Pro-  *• 
blême  indéterminé.  Car  la  circonférence  DFE  , décrite  fur  le 
diamètre  DE,  a cette  propriété  [ Eucl.  111.  $ 1 ] que  fi  d’un 
de  lès  points  quelconque  F on  tire  deux  Droites  F D , F E 
aux  deux  extrémités  du  diamètre  DE  , ces  deux  Droites  fe- 
ront avec  le  diamètre  un  Triangle  reCtangle.  La  circonféren- 
ce DFE  clt  donc  le  Lieu  des  Ibmmets  de  tous  les  Triangles 
rectangles  qui  le  peuvent  décrire  fur  l’hypothcnulè  don- 
née DE. 

4.  Les  Lignes  (è  divilènt  encore  en  celles  qui  peuvent  être 
tracées  lur  une  furface  plane  , & celles  qu’on  ne  peut  décrire 
que  fur  une  furface  courbe.  Un  grand  Cieométre  moderne  % 
qui  a confidcré  ces  dernières,  les  appelle  Courbes  à double 
courbure.  On  conçoit  qu’en  général  elles  font  plus  compli- 
quées que  les  Courbes  a ftmple  courbure , qui  peuvent  être 
décrites  fur  un  plan.  Dans  cette  Introduction  nous  nous 
bornerons  à celles  - ci  , dont  les  propriétés  fervent  de  fon- 
dement aux  recherches  qu’on  peut  faire  for  les  autres. 

5.  Des  Cartes  f eltle  premier,  je  penfè,  qui  ait  . 
entrepris  d’exprimer  la  nature  des  Lignes  par  des  Equations 
algébriques.  Voici  comment  il  s’y  elt  pris.  Dans  le  plan , 

fur  lequel  une  Ligne  comme  M M cit  tracée , on  choilit  à v\g.  3. 
volonté  un  Point  fixe  , qu’on  nomme  I Origine , par  lequel 
on  mène  à dilcrétion  deux  Droites  AB,  AD.  De  chaque 
point  M de  la  Ligne  MA/  on  mène  des  Droites  MP,  MQ^ 
parallèles  aux  Droites  AB,  AC  , & qui  y font  tcrrr.i.  ées  ré- 
ciproquement. L’une,  comme  MP  ou  fon  égale  AQ,  fc 
nomme  l’ Ordonnée  ou  X Appliquée.  L’autre , comme  MQ  ou 

A 2 fon 

* Mr.  Clàiraut  , Recherche  fur  les  Courbes  à double  courbure. 

40.  Paris  1731. 

•f  Géométrie,  Livre  I.  & II. 
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PiiNc.  I.  fon  égale  AP  , fè  nomme  la  Coupée  ou  I '‘Abfcife.  C’eft  pour.  Chap.  i: 

3uoi  la  Droite  AB  s’apelle  la  Ligne  ou  l 'Axe  des  abfcijes  ou  5* 
es  coupées  , & la  Droite  A D la  Ligne  ou  Y Axe  des  ordon- 
nées ou  des  appliquées.  Et  l’on  (è  lért  du  mot  de  coordon- 
nées pour  exprimer  en  commun  l’ablcifïè  & l’ordonne'e  d’un 
meme  point.  MP  & M Q^,  ou  M P & PA , ou  enfin  M 
& QA  font  les  coordonnées  du  point  M. 

6.  Chaque  point  d’une  Ligne  régulière  ayant  une  pro- 
priété commune  [§.  2 ],  qui  caradérilé  cette  Ligne  & di- 
lhngue  les  points  qui  lui  apartiennent  de  ceux  qui  ne  lui 
aparticnncnt  pas  ; cette  propriété  le  réduit  ordinairement  à 
un  certain  raport  entre  les  coordonnées,  lequel  fe  peut. fou- 
vent  exprimer  par  une  Equation  algébrique  indéterminée. 

C’éft  cette  Equation  qu’on  apcllc  l’ Equation  de  la  Ligne 
dont  elle  exprime  la  nature. 

ffr-  4-  Soit  par  ex.  le  Cercle  mMum  Af,  décrit  du  centre  C 
avec  le  raion  donné  CM:  On  demande  l’Equation  qui  ex- 
prime la  nature  de  fa  circonférence.  Qu’on  prenne  à vo- 
lonté le  Point  A'pour  l’Origine,  AB  pour  la  Ligne  des  ab- 
cifTes , & AD  perpendiculaire  à AB  pour  la  Ligne  des  or- 
données. Si  d’un  point  M , pris  à volonté  fur  la  circonfé- 
rence, on  mène  MP,  MQ^ parallèles  à AD,  AB;  elles  fe- 
ront les  coordonnées  du  point  M.  On  cherche  donc  l’é- 
quation indéterminée  qui  exprime  leur  raport  d’une  maniè- 
re générale,  c’eft-à-dire,  qui  exprime,  non  le  raport  par- 
ticulier des  Droites  MP , MQjracées  dans  la  Figure , mais 
le  raport  général  de  l’ablcilTe  & de  l’ordonnée  d’un  point 
quelconque  de  la  circonférence.  Cette  équation  doit  le  dé- 
duire de  la  propriété  commune  à tous  les  points  de  la  cir- 
conférence MwA/,  qui  confille  en  ce  que  chacun  d’eux 
eft  à une  même  diltancc  donnée  C M du  centre  C.  Cette 
propriété  dépend  donc  & de  la  grandeur  donnée  du  raion 
CM , Si  de  la  pofition  donnée  du  centre  C.  La  pofition 
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Ch*p.  l.  du  centre  C par  raport  aux  Droites  AB , AD , auxquelles 
S-  6‘  tout  fe  doit  raporter  , eft  fixée  en  menant  les  Droites  CF  , 
CE  parallèles  à AB,  AD.  Car , le  centre  C & les  Droites 
AB  , AD  étant  donnés  de  pofition , la  grandeur  des  Droites 
CF  , C E eft  donnée;  & réciproquement  les  Droites  CE  , 
CF  étant  données  de  pofition,  la  pofition  du  centre  C eft 
fixée.  Défignons  ces  Droites  données  par  des  lettres  , en 
nommant  CE , a\  CF  , b\  & le  raion  CM,  r.  Les  lettres 
a , b , r , marquent  donc  des  grandeurs  confiantes , qui  re- 
ftent  toujours  les  memes , en  quelque  endroit  de  la  circon- 
férence qu’on  prenne  le  point  M;  parce  que  leur  grandeur 
eft  indépendante  du  choix  de  ce  point  M.  Mais  fi  on  dé- 
figne  l’abfciflè  AP , ou  MQ^  par  la  lettre  x , & l’ordonnée 
MP , ou  AQ^,  par  la  lettre  y ; ces  deux  lettres  x & y ex- 
primeront des  grandeurs  variables.  Car , comme  on  cher- 
che une  équation  qui  convienne  également  à tous  les  points 
de  la  circonférence  , une  équation  qui  exprime  également 
le  raport  des  coordonnées  AP  , PM  du  point  M , & des 
coordonnées  At,  tt p de  tout  autre  point  /a  de  la  circon- 
férence ; la  lettre  x doit  défigner  indiféremment  l’ablciftc 
A P & l’abfciflè  A ir , & en  général  une  abfcifTe  quelcon- 
que ; & la  lettre  y doit  marquer  également  l’ordonnée  PM 
& l’ordonnée  Vf* , & en  général  une  ordonnée  quelcon- 
que : obfèrvant  (èulcment  que,  dans  l'équation,  x & y ex- 
priment les  coordonnées  d’un  même  point , mais  quelcon- 
que. Pour  fixer  les  idées , attachons  nous  au  point  M.  Si 
fon  ordonnée  MP  coupe  la  droite  CF  en  G , on  aura  GM 
= MP  — P G = M P — CE=jy  — 4,  & CG  = CF 
— FG  = CF  — AP  = ^ — x.  Mais  le  triangle  CGM 
étant  reclangle , les  quarrés  de  GM  & de  CG  enlemble  (ont 
égaux  £u  quarré  de  l’hypothenufc  CM.  Donc  ( y — a y 

~F  ( b x Y =rr  j ou  yy 2ay  + aa  + bb ibx-\-xx 

; — -.rr.  Cette  équation  n’eft  pas  particulière  au  noint 
M : elle  convient  auffi  bien  à tout  autre  point  de  .'a  cir- 

A j confc- 
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Plamc.1.  conférence,  par  ex.  au  point  **.  Car,  à ce  point**,  on  a Ch*p.  l 
#*>  = « it  — — C E =7 — -*  , & C y = F y *’ 

— F C = A •* — F C = at — b.  De  plus  -CM 
= r.  Donc  l’équation  (iy'~  -f-  Cy1  = C , que  donne  le 
triangle  rectangle  C>f*  , exprimée  analytiquement  , cft 
Cy — ay Cx — &y  =rr,  ou  y y — 2ay  + aa+xx 

— îbx  + bb  =rr , qui  efi  précifément  la  meme  que  cel- 
le du  point  M. 

Ainfi  cette  équation  exprime  analytiquement  la  nature 
du  Cercle.  Elle  elt  du  genre  de  celles  que  les  Analyltes 
nomment  indéterminées  , parce  quelles  contiennent  deux 
inconuës  , ou  plutôt  deux  variables , qui  ont  chacune 
une  infinité  de  valeurs , mais  qui  font  tellement  enchaînées 
l’une  à l’autre  par  le  lien  de  l’équation , que  la  détermina- 
tion d’une  de  ces  variables  emporte  la  détermination  de 
l'autre.  Dans  cette  équation  yy  — 2ay  aa-\-  xx  — ibx 
4-  bb  = rr , fi  l’on  veut  que  la  variable  x réprélènte  l’ab- 
Icifiè  déterminée  AP,  que  je  nommerai  c,  l’équation  indé- 
terminée le  change  en  cette  égalité  déterminée  yy  — 2 a y 
4 -aa  + cc  — 2 bc  -J-  b b rr , où  y , qui  n’elt  plus  une  va- 

riable mais  feulement  une  inconnue  , exprime  la  valeur  de 
l’ordonnée  déterminée  PM.  Et  fi  l'on  donne  à x la  valeur 
d , que  je  fuppolè  être  celle  de  l’ablciflè  A 7r , l’équation 
indéterminée  le  transforme  en  cette  égalité  déterminée  yy 

— 2ay  -\-an-\-dd  — 2 bd-\-  bb  — rr , où  y maintenant  dé- 
terminée exprime  l’ordonnée  tr  /*. 

7.  On  auroit  trouvé  une  équation  plus  fimple  pour  ex- 
primer la  nature  du  Cercle  , en  choifillànt  mieux  la  pofi- 
tion  de  l’origine.  Si  on  l’avoit  prilê  au  centre  , taillant  toû- 
_ jours  les  coordonnées  perpendiculaires  l’une  à l’autre , l’ab- 
Icifiè  x auroit  été  CP,  & l’ordonnée  y auroit  été  PM  ; & 
le  triangle  rc&angle  CPM  faifant  voir  que  les  quarrés  des 
deux  coordonnées  font  cnlcmble  égaux  au  quarre  du  rayon, 

on 
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Chaf.  i.  on  auroit  eu  , pour  l'équation  du  Cercle,  xx  + yy  — tr.  Piahc.1. 

§•  Une  même  Ligne  peut  donc  être  défignéc  par  des  Equa- 

tions differentes , qui  la  repréfentent  chacune,  pourainfi  di- 
re , fous  fon  point  de  vue.  Et  PAnalyfe  des  Courbes  con- 
filie  en  partie  à déterminer  la  pofition  des  Axes , de  telle  ma- 
nière qu’il  en  réfulte , pour  exprimer  une  Courbe , l’équa- 
tion la  plus  fimplc  ou  la  plus  convenable  au  but  qu’on  le 
propofe. 

8.  Mais,  avant  que  d’aller  plus  loin  , il  cft  à propos 
de  remarquer  ici , qu’il  y a des  Courbes  régulières  dont 
on  ne  peut  pourtant  exprimer  la  nature  par  aucune  équa- 
tion analytique. 

Si  on  décrit , par  ex.  fur  le  diamètre  A B , un  Cercle  Kg-  f. 
AD  B,  & qu’abaillànt  de  chaque  point  D de  la  circonfé- 
rence une  perpendiculaire  DP  fur  le  diamètre  AB,  on  la 
prolonge  en  M julqu’à-ce  que  PM  foit  égale  à l’arc  corrct 
pondmt  AD  : la  Courbe  A1V1C,  qui  palïè  par  tous  ces 
points  M , fera  régulière , étant  décrite  fuivant  une  loi  uni- 
forme. On  ne  fauroit  pourtant'  la  repréfenter  par  aucune 
équation  algébrique  , parce  que  prenant  les  Sinus  verlès 
A P pour  les  abfcidcs , on  n’a  aucune  manière  algébrique 
d'exprimer  leur  raport  aux  arcs  AD  , ou  aux  ordonnées 
P M qui  font  égales  à ces  arcs. 

Ces  (ortes  de  Courbes  Ibnt  apellées  tranf  endantes  , mé- 
chaniques , ou  trrationcllcs  ; pour  les  dillingucr  de  celles 
qu’on  peut  repréfenter  par  des  équations  algébriques  , & 
qu’à  caulè  de  cela  on  nomme  Courbes  algébriques  , géomé- 
triques , ou  rationel/es.  C’eft  lurtout  pour  les  Courbes 
tranfeendantes  qu’on  a beloin  du  Calcul  des  infiniment  pe- 
tits , qui  fournit  des  équations  propres  à exprimer  la  na- 
ture de  ces  Courbes. 

. 9.  Entre 
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cj.  Entre  ces  deux  genres  de  Courbes , les  algébriques  Cha*.  ï. 
& les  tranlcendantes , on  peut  placer  le  genre  des  Courbes  »•  t 
exponentielles.  C’eft  le  nom  qu’on  donne  aux  Courbes  dont 
la  nature  s’exprime  par  des  équations , où  il  n’entre  , à la 
vérité , aucune  grandeur  infinie  ou  infiniment  petite , mais 
qu’on  ne  peut  pourtant  pas  raporter  aux  équations  algé- 
briques ordinaires,  parce. qu’elles  renferment  des  termes 
qui  ont  des  expofants  variables. 

Une  des  plus  fimples  Courbes  en  ce  genre  eft  la  Loga- 
rithmique , repréfentée  par  l’équation  y = ba  . Sa  nature 
confitte  en  ce  que , les  abfriffes  étant  prîtes  en  progreffion 
arithmétique  , les  ordonnées  font  en  progreffion  géométri- 
que Si  on  défigne  par  l’unité  la  différence  qui  régne  dans 
la  progreffion  des  abfciffes , & par  i : <*  la  radon  qui  ré- 
gne dans  la  progreffion  des  ordonnées  , on  verra  que  fi 
^ordonnée  à l’origine  eft  b,  les  abeilles 

o I , 2 , s , 4 , 5 > ofc- 

oui  font  en  progreffion  arithmétique  , auront  les  ordonnées 
y^zba°  , ba^ba'  , ba1  , ba'  , ba * , ba  , &c.  , 

en  progreffion  géométrique.  Donc  en  général  à l’abfciffie  * 

répond  l’ordonnée  ba*'  Ainfi , nommant  cette  ordonnée 

y l’équation  de  la  Logarithmique  fera  y — ba  ' 

On  peut  rapporter  à ce  genre  , ou  plutôt  à un  genre 
intermédiaire  entre  les  Courbes  exponentielles  & les  algé- 
briques , celles  que  Mr.  Leibnitz  nomme  tnterjeendentes. 

Ce  font  celles  dans  l’équation  defquellcs  on  trouve  quelques 
termes  avec  des  expolànts  irrationels:  comme  dans  1 équa- 
tion y^  2 +y  = *• 

io.  Nôtre  deffiein  n’eft  point  de  parler  ici  de  toutes  ces 
fortes  de  Courbes.  Les  algébriques  nous  offrent  allez  de 
fingularités  & de  variétés.  Elles  font  ou  finies,  ou  infimes. 
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Ch  if.  r.  ou  mixtes.  Une  Courbe  elt  infinie , quand  elle  a des  bran-  Flanc.  I. 

5'  l*m  chcs  qui  vont  à l’infini  , comme  les  Courbes  A , B , C , ^ ? 

D,  E,  F.  Une  Courbe  eft  finie , quand , renfermée  dans  un 
efpace  borné , elle  retourne  fur  elle  - même  ; foit  qu’elle  ne 
fade  qu’un  fimple  tour , comme  le  Cercle , ou  l’Ovale  G , 
foit  qu’elle  fe  noue  & renoüe  plufieurs  fois  , comme  un 
Huit-dc- chiffre  , ou  un  Las-d’amour  , &c.  H , 1,  K,  L,  fÿ- *• 

M.  Enfin , elle  elt  mixte , quand  après  avoir  fait  quelques 
tours  & détours  dans  un  elpace  fini  où  elle  repalle  fur 
elle -même,  elle  jette  enfin  des  branches  à l’infini,  comme 

N , O , P , Q.  La  partie  finie  d’une  Courbe  qui  renferme  9‘ 
un  elpace  s’apeile  une  Feuille  , & le  Point  où  la  Courbe 

le  coupe  elle- même  le  nomme  un  Nœud. 

11.  Toutes  ces  indexions  & ces  courbures,  & en 
général  toutes  les  fingularités  des  Courbes  algébriques  , 
dont  le  §.  précédent  n’indique  qu’une  partie  , lont  fi  fidè- 
lement exprimées  par  l’équation  qui  en  marque  la  nature, 
que  la  Courbe  tracée  fur  le  papier  ne  prélente  rien  aux 
yeux  qu’on  ne  puilïè  lire  dans  Ion  équation  , quand  on 
entend  ce  langage.  Il  arrive  même  fouvent  que  l’Analylê 
trouve  dans  une  Courbe  , par  le  calcul  de  fon  équation  , 
des  fingularités  que  les  Sens  ne  pourroient  jamais  décou- 
vrir. 

Pour  le  faire  une  idée  de  la  manière  dont  une  équa- 
tion repréfente  le  contour  d’une  Ligne , il  faut  concevoir 
que  l’abfcilïè , qui  elt  zéro  à l’Origine  , va  en  croidànt 
par  tous  les  degrés  imaginables  jufqu’à  l’infini , tant  négatif 
que  pofitiC  La  lettre  x , qui  déligne  Pabfcidè  , prend  donc 
fucccflivement  une  infinité  de  valeurs  différentes , pofitives 
& négatives.  Ces  valeurs  , fubltùuées  l’une  après  l’autre 
dans  l’équation  indéterminée  de  la  Courbe,  la  transforme- 
roient  civautant  d’égalités  déterminées , où  l’on  ne  verroit 
plus  d’inconnues  que  y , dont  les  valeurs  font  les  racines 
Introd.  à P Analyfie  des  Lignes  Courbes.  B de 
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de  ces  égalités.  Ces  valeurs  , ou  ces  racines , expriment 
les  ordonnées  qui  répondent  à chaque  abfciflè.  Ainfi  cha- 
que abfciflè  porte  à Ton  extrémité  une  ou  plufieurs  ordon- 
nées , fuivant  qu’il  y a une  ou  plufieurs  racines  de  l’égali- 
té en  laquelle  le  transforme  l’éauation  de  la  Courbe , quand 
on  fubflituë  à x la  grandeur  de  l’abfciflè.  La  Ligne , par- 
lant par  toutes  les  extrémités  de  ces  ordonnées  , aura  au- 
tant de  branches  qu’^  a de  valeurs  différentes  dans  l’é- 
quation. Et  quand  l’Algèbre  peut  donner  ces  valeurs  , 
leur  examen  fait  connoitre  fi  les  branches  auxquelles  clics 
fè  raportent  font  finies  ou  infinies  , quel  elt  leur  cours  , 
& leur  pofition  ; en  un  mot , tout  ce  qu’elles  ont  de  re- 
marquable. 

Âinfidans  l’équation  du  Cercle,  qui  a été  donnée  au  § 

6 , yy 2 ay  + aa  •+•  bb 2 bx  + xx  — rr , ou  yy 2ay 

-i-aa  — rr bb-\-  2b x xx , foit  (y — /*)’  — rr bb 

+ 2 bx  — xx  y y a deux  racines  ou  valeurs  différentes  , 
fçavoir  a+\/(rr — bb  + zbx — xx ),  & a — v/(,r — ^ 
+ 2bx  — x.v).  C’eft  pourquoi  chaque  abfciflè  A P [.*]  a 
deux  ordonnées  [y]  PM  & PM.  La  Courbe  a donc 
deux  branches , qui  font  les  deux  demi  - circonférences , la 
fupérieure  m M w , & l’inférieure  mA/;».  La  première  pafé 
fè  par  les  fbmmets  de  toutes  les  ordonnées  PM  [^>]  égales 
à a->r\]{rr — bb-\-zbx — xx  ) , & la  féconde  par  les 
extrémités  de  toutes  les  ordonnées  PM  [y  ] égales  à a — 
( rr  — bb-\-  ibx  — xx  ). 

Mais  dans  cette  autre  équation  indéterminée  xx-j-  6 ax 

1+  5 aa — 6ay  = o>y  n’a  qu’une  feule  valeur  — -f-x  + grf. 

Chaque  abfciflè  de  la  Courbe , que  cette  équation  repré- 
fente,  n’a  donc  qu’une  feule  ordonnée.  A proprement 
parler  , la  Courbe  n’a  qu’une  feule  branche  : mais  cette 
tranche  eft  quelquefois  comptée  pour  deux  ; parce  qu’elle 
s’étend  à l’infini  du  côté  pofitif  & du  côté  négatif. 

12.N011- 


Chaf.  I. 
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12.  Non-lculement  l’équation  d’une  Courbe  indique  le  Planc.  i. 
nombre  de  les  branches , elle  marque  encore  leur  portion. 

Les  valeurs  pofitives  de  x marquent  des  abfciftes  pofitives , 

& les  valeurs  négatives  de  x délignent  des  abfciftes  négati- 
ves. De  même  les  ordonnées  pofitives  font  indiquées  par 
les  valeurs  pofitives  de  y , & les  ordonnées  négatives , par 
les  valeurs  négatives  de  y.  L’ulàgc  , mais  arbitraire  & li- 
bre , eft  de  prendre  les  ablcitTcs  pofitives  à la  droite  , les 
négatives  à la  gauche;  les  ordonnées  pofitives  au  defius  de 
l’Axe  des  abfcitlès  , les  négatives  au  deflbus.  De  là  les 
noms  donnés  aux  quatre  angles  que  font  entr’eux  les  deux 
Axes.  L’angle  B A D le  nomme  l 'Angle  des  abficifies  & des  FiS-  i- 
ordonnées  pofitives  , ou  l’ Angle  des  coordonnées  pofitives , par- 
ce que  tout  point  de  la  Courbe  qui  le  trouve  dans  cet  an- 
gle a fon  ablcifiè  & fon  ordonnée  pofitive.  Par  une  raifon 
lemblable,  B Ad  eft  Y Angle  dos  ab fit  fie  s pofitives  & des  or- 
données négatives  , D A b Y Angle  des  abficifies  négatives  & 
des  ordonnées  pofitives  , & enfin  dAb  le  nomme  Y Angle  des 
abficifies  & des  ordonnées  négatives , ou  Y Angle  des  coordon- 
nées négatives.  Les  deux  angles  oppofés  DAB,  dAb  s’a- 
pellcnt , d’un  nom  commun , les  Angles  des  coordonnées  de 
même  figne , & les  angles  oppofés  ÇAd , bAD  font  les  An- 
gles des  coordonnées  de  dijfirens  figne*.  BAD,  B A d font 
les  Angles  des  abficifies  pofitives  , DAb , dAb  les  Angles  des 
abficifies  négatives  ; B A D , D A b les  Angles  des  ordonnées 
pofitives  , B A d , b A d les  Angles  des  ordonnées  négatives. 

ij.  Quand  PAnalylê  peut  réfoudre  l’équation  d’une  li- 
gne ; lès  racines  font  connoître  la  pofition  des  branches  de 
cette  Courbe,  elles  indiquent  dans  quel  angle,  ou  dans 
quels  angles , tombent  ces  branches.  Lorfque , dans  une  ra- 
cine , les  x étant  pofitives  les  y le  font  aulfi  , la  branche 
que  rcprélènte  cette  racine  eft  dans  l’angle  des  coordon- 
nées pofitives  : mais  fi  les  x pofitives  donnent  des  y né- 

B 2 gatives,. 
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Px-  n.  gativcs , la  branche  efl  dans  l’angle  des  abfciflès  pofitives  Cmr.  l. 
& des  ordonnées  négatives.  Que  fi  les  x négatives  rendent  S-  *3- 
les  y pofitives , la  branche  tombe  dans  l’angle  des  ablcifi- 
fes  négatives  & des  ordonnées  pofitives  : mais  fi  aux  x né- 
gatives répondent  des  y auifi  négatives,  la  branche  tombe 
dans  l’angle  des  coordonnées  négatives. 

Ainfi  dans  la  Courbe  que  repréfente  l’éq  : xx+  6 ax 

XX 

+ 544  — 6ay  — O , ou  y—~  + *+'<*  [§•«'],  l’é- 
quation fait  voir  qu’à  l’Origine , où  * efl  zéro , la  valeur  de 
10.  y eft  l a.  A a = l a eil  donc  la  grandeur  de  la  première 
ordonnée.  Suppolânt  enfuiic  x pofitive  , on  voit  qu’à  me- 

XX 

fure  qu’elle  augmente , les  termes  — & x augmentent  auifi, 
fans  que  le  terme  confiant  * a diminue  ; ce  qui  prouve  que 

XX 

Fabfcifle  x croiflant , l’ordonnée  y [ = — • + x + [ 4 1 , qui 

efl  pofitive , croit  auifi.  Donc  du  côté  des  abfcifies  pofi- 
tives, la  Courbe  n’a  qu’une  branche  ad  , qui  tombe  toute 
entière  dans  l’angle  des  coordonnées  pofitives , & qui , par- 
tant de  l’extrémité  a, de  la  pi  émiére  ordonnée  Aa,  s’éloigne 
à l’infini  & de  l’Axe  jfes  ablcifics  & de  l’Axe  des  ordon- 
nées. 1 / 

Pour  connoître  le  cours  de  cette  Ligne  du  côté  des 
abfciflès  négatives  , on  fera  x négative , ce  qui  change  l’éq. 

y = — + x + sa  eu  jy  = x+\a.  Ou  lcn  voit 

J 6a  6a 


que  x étant  moindre  que  6a,  — ell  moindre  que  x , de 
1 6a 

façon  que  le  terme  confiant  [ a cil  moins  augmenté  par  le 

terme  pofitif  — que  diminué  par  le  terme  négatif  — x. 

6 a 

L’ordonnée  y va  donc  d’abord  en  décroiiïant , à mefure 

que 


/ 
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Chap.  i.  que  x négative  augmente , fi  bien  que  y , qui  étoit  à PO-  Pl.  ii. 
**■  rigine  la,  diminue  jufqu’à  devenir  zéro,  quand  x eft  de- 

venue  a.  Car  alors  y eft  — — a -f-  \ a = o.  Si  donc  on 

prend  l’abfcifie  négative  AE  égale  à a , l’ordonnée  de  cet- 
te abfciftè  fera  zéro , c’eft-à-dire , que  la  Courbe  aE  palTe- 
ra  par  le  point  E de  l’Axe  des  abfcilfcs.  L’a  b Ici  (Te  x con- 
tinuant à croître  du  côté  négatif,  les  ordonnées  devien- 
nent négatives , & relient  négatives  jufqu’à  - ce  que  x (oit 
devenue  5 4 = Al.  Alors  l’ordonnée  cil  de  nouveau  éga- 
le à zéro  [y—  — 5 a+l  a = o],  La  Courbe, 

après  s’ctre  enfoncée  au  dcflous  de  l’Axe  des  ablcifles  jufi. 
qu’à  un  certain  terme,  remonte  & coupe  de  nouveau  cet 
Axe  au  point  I , éloigne  de  l’Origine  A de  la  dillance  5 a. 
L’abfcifte  x continuant  à croître  , toujours  du  côté  négatif, 
l’ordonnée  y redevient  pofitive  , & (è  trouve  égale  à la 
première  ordonnée  A a [ | a]  quand  x vaut  6 a.  Après 

quoi  x croilfant  toûjours  , le  terme  pofitif  — l’emporte 

toûjours  fur  le  terme  négatif  — x , & l’ordonnée  y va 
toûjours  en  augmentant  à mefure  que  i’abfciUè  augmente, 
ce  qui  donne  la  branche  infinie  I m , qui  s’éloigne  à l’infini 
de  l’un  & de  l’autre  Axe. 

On  faifira  parfaitement  ce  détail  , & on  verra  fenfiblc- 
ment  quel  eft  le  cours  de  la  Ligne , fi  on  fubftituë  fucceffi- 

vement,  dans  l’éq:  -f-  x+  la,  différentes  valeurs 

auJieu  de  x,  comme  3 a,  2a,  a,  o,  — a,  — 2a,  — 3 a , 

— — 5a  » — 6a  t — 7 a , dre.  & l’on  trouvera  qu’à 

ces  abfcilfes  répondent  les  ordonnées  sl,a  , 3 \a,  2a  ,\a, 

0 > » a j — 7 a > — ia,  o,  h*  y 2 a , dre.  Ce  calcul 

fait , onpourra  décrire  par  points  cette  portion  de  la  Cour- 

• . B 3 be 
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be  qui  s’étend  depuis  l’ablciflè  $4  julqu'à  l’abfcille  — 7 4,  chai.  r. 
c’clt-à-dire , qu’on  pourra  alfigner  onze  points  de  la  Cour-  §■  •}■ 
be  , affez  près  les  uns  des  autres  , pour  qu’il  foit  aifé  de 
la  décrire  avec  quelque  exa&itudc  en  traçant  d’une  main 
hardie  une  Ligne  courbe  par  ces  onze  points.  Pour  cec 
effet , ayant  mené  deux  Droites  AP , AQ^,  qui  fe  croilènt , 
à angles  droits  fi  l’on  veut , au  point  A choifi  pour  l’Ori- 
gine , on  prendra  (ur  l’Axe  des  ablciiles  AP,  du  côté 
droit , trois  parties  AB , BC  , CD  égales  à la  Droite  don- 
née 4 , pour  avoir  les  trois  abfciffes  pofitives  A B = 4 , 
AC=24  & AD  = j 4 , & du  côté  gauche  fept  parties 
aulîi  ‘égales  à a , pour  avoir  les  fept  abfciffes  négatives  AE 
= — 4,  AF= — 24,  AG  = — $4 , AH  — — 44  , 

AI= — 54,  AL  = — 6a,  AM= — 7 a.  Par  les  points 
D , C , B , E , F , G , H , 1 , L,  M , on  mènera  des  paral- 
lèles à AQ^,  qui  (cront  les  ordonnées  de  ces  ablcilTès , & 
on  leur  donnera  les  longueurs  convenables-,  en  faifant  Dd 
— 5}  4,  Ce  Bbr=  24,  A a = ’a,  Ft  = — ia  , 

Gg  = — \a,  Hh= — 14,  Ll  = |4,  Mmrr  24.  Les 
points  d,c,  b, a,  E,  f,  g,  h,  1,  l,  m,  ainfi  déterminés 
lont  tout  autant  de  points  de  la  Courbe  que  reprélèntc 


Péq  : y = J-  x+  |4  ou  xx  + 6ax  + 544  — 6ay~c: 

& comme  ils  font  affez  près  les  uns  des  autres  , fi  la  Droi- 
te 4 eft  fort  petite , on  le  reprélcntera  allez  bien  la  forme 
de  cette  Courbe , en  traçant  une  Ligne  par  tous  ces  points. 

Autre  Exemple,  si  on  examine  de  même  la  Courbe 
reprélcntéc  par  Péq  ; xxy  -+•  2axy  — axx  + aay  = o , ou 

y ax.~ — q( — - — y , on  verra  que  xî=o 

J xx +2  ax  + aa  a + x 

donne  aufTî  y — ■ o , ce  qui  montre  que  la  Courbe  pâlie 
par  l’Origine  A.  Prenant  enfuite  fucceflivement  diverfes  ab- 
foiffes , toutes  pofitives  & toûjours  plus  grandes , c’cft-à- 
dire  x augmentant  toûjours , le  numérateur  & le  dénomi- 
nateur 
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natcur  de  la  fraction 


a + x 


augmentent  auflî  ; mais  le  nu- 


PL.  u. 


mérateur  augmente  plus  à proportion  que  le  dénominateur. 


Ainfi  la  fraétion 


a + x 


& la  valeur  a ( — ■ — Y de  l’ordon- 
œ-j~  x 


née  y vont  en  croiflant , de  forte  que  la  branche  A B , qui 
eft  du  côté  des  abfciftès  pofitives , eft  toute  entière  au  défi, 
fus  de  la  Ligne  des  abfcilTes  , & s’en  éloigne  de  plus  en 
plus.  Elle  ne  s’en  éloigne  pourtant  pas  à l’infini , mais  feu- 
lement d’une  diltance  égale  à la  Droite  donnée  a.  Car 
quand  x feroit  infinie , elle  feroit  cenfée  égale  à a 4-  x , & 

y qui  eft  toujours  * ( ^ )*  feroit  égale  à *(— )’  — a. 

Du  côté  des  abfeilles  négatives , le  cours  de  cette  Cour- 
be eft  plus  fmgulier.  Pour  le  reconnoître  , on  fera  x né- 
gative dans  l’éq  : xxy  + zaxy  — axx  + aay  = o de  la 
Courbe,  ce  qui  la  transforme  en  xxy  — taxy — axx  + 

x x 

aay=  o,  qui  fe  réduit  à/  — a Q- -)*  ou  *(- 

fuivant  que  x eft  plus  grande  ou  plus  petite  qu’*.  Voïons 
d’abord  quelles  ordonnées  répondent  aux  abfeiftès  plus  pe- 
tites qu’rf.  Il  eft  clair  que  plus  x augmente , plus  le  nu- 

mérateur.  de  la  fraction  augmente , & plus  le  déno- 

minateur diminué.  L’augmentation  de  l’un  & la  diminution 
de  l’autre  concourent  à faire  augmenter  la  fraction.  Ainfi 


l’ordonnée  y [ = a(-^  * - )*  ] augmente  avec  l’abfciflê  , 

mais  fi  rapidement  qu’elle  devient  infinie  quand  l’abfciflè  x 
[AC]  eft  devenue  égale  à a.  Car  alors  /[CD]  eft 

a a 3 

= a ( V = — . Or  une  grandeur  finie  a * divifee 

a — a 00  0 

par  le  zéro  repréfente  l’infini  , parce  que  le  fini  contient 

une 


{ 
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Fl.  il.  une  infinité  de  fois  le  zéro  ou  plûtôt  Pinfinimcnt  petit.  Cha*.  i. 
Apres  cela  Pabfciflè  x étant  plus  grande  qu 'a  , l’ordonnée  S-  «I* 

g 

y—a(  - ~y  eft  d’abord  cxceffivcment  grande,  parce 

que  le  dénominateur  x — a eft  exceflîvemcnt  petit.  Mais 
à melùre  que  x augmente  , le  dénominateur  augmente  & 
meme  dans  une  plus  grande  proportion  que  le  numérateur, 
de  lorte  que  la  fraélion  diminue  & avec  elle  l’ordonnée  y. 
Cependant  cette  diminution  a les  bornes  : car  quand  Pab- 
fcillc  eft  infinie  , le  dénominateur  x — a eft  cenlé  égal  au 
numérateur  x , puifqu’il  n’en  diffère  que  de  la  grandeur  fi- 
nie a qui  n’cft  rien  auprès  de  l’infinie  x.  Alors  donc  y 

eft  a Y a.  Cette  branche  EF  de  la  Courbe , qui  rc- 

pond  aux  ahfcillcs  négatives  plus  grandes  qu\* , vient  donc 
de  l'infini  en  s’aprochant  de  l’Axe  des  abfcillès  : mais  elle 
n’en  aprochc  point  plus  que  de  la  diftancc  a.  Et  tout  le 
cours  de  la  Ligne  eft  à peu  près  tel  que  le  reprélènte 
BADE  F dans  la  Fig.  1 1 , qui  a été  tracée  par  points , fui- 
vant  le  calcul  des  ordonnées , dont  voici  le  rél'ultat. 

x = inf,  J a,  2a,  a,  O,  — \a,  — \a,  — \a,  — a,— i J a, — 2 a, — J 4,— in/. 
y = » > ><0 , | a , a , 94  , inf. , 94  , \a  , J 4 , 4. 

14.  De  ces  deux  Exemples,  quoique  particuliers  , on 
peut  tirer  deux  Conclurions  , qu’on  verra  fans  peine  être 
générales. 

La  prémiérc  , c’eft  qu’une  Ligne  algébrique  paflc  par 
l’Origine  , quand  Ion  équation  eft  telle  que  x étant  fuppo- 
fée  égale  à zéro , y = o en  eft  une  des  racines  ; ou  , fi 
l’on  aime  mieux  , quand  y étant  fuppofée  égale  à zéro  , 
x = o en  eft  une  des  racines. 

Ainfi , dans  le  fécond  Exemple  [ §.  prie.  ] , fi  Pon  fait 
x = ç>,  Péq  : xxy  4-  2axy  — axx  + aay  — o fe  réduit  à 

aay=.  o. 
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aay  — o , dont^>~o  eft  la  feule  racine.  Donc  à l’ablciflè  Pl.  ir. 
zéro  , c’efi-à-dire  à l’Origine  , l’ordonnée  eft  zc'ro.  La  pré- 
miére  ordonnée  eft  donc  fans  longueur  , elle  (è  réduit  A 
un  point , & la  Courbe  , qui  patfe  eflcntiellement  par  le 
fommet  de  toute  ordonnée , patlè  par  l’Origine. 

Or  x = o donne  y = o , toutes  les  fois  que  dans 
l'équation  d’une  Ligne  il  n’y  a aucun  terme  tout  confiant, 
aucun  terme  qui  ne  renferme  ni  x ni^.  Car,  dans  cette 
équation  là  , fi  l’on  fait  xr^o,  tous  les  termes  où  il  y a 
quelque  x s’évanouifiènt  , & tous  les  termes  qui  reftent 
font  multipliés  parjy , puisqu’il  n’y  avoit  aucun  terme  qui 
n’eut  ou  x ou  y.  Ces  termes  refians  s’évanouiroient 
donc  par  la  fuppofition  dc^  = o.  Il  font  donc  entr’eux 
une  équation  dont  y — o efi  une  racine.  Ainfi  à l’a  b fc  if- 
le  x=:o  répond  au  moins  une  ordonnée  y — o.  Donc 
Ja  Ligne , dans  l’équation  de  laquelle  il  n’y  a aucun  terme 
tout  confiant,  patlè  par  l’Origine. 

» \ 

1 5.  La  fécondé  Conclufion  , c’eft  qu’on  trouvera  en 
quels  points  une  Ligne  algébrique  coupe  l’Axe  des  ordon- 
nées , en  faifànt  x = o dans  l’équation  de  cette  Ligne. 

Ces  valeurs  de  y dans  l’équation  transformée  détermine- 
ront les  points  où  la  Ligne  rencontre  l’Axe  des  ordon- 
nées. 

Ainfi  dans  le  premier  Exemple  du  §.  préc.  en  faifint 

x = o dans  l’éq:  y — — + x-f -\a  , on  la  réduit  à r = 

l C’efi  pourquoi  la  Courbe  ne  patlè  pas  par  l’Origine 
A , parce  que  x=:o  ne  donne  pas  y~o  : mais  elle  pafic  F'o* t0- 
par  le  point  a de  la  Ligne  des  ordonnées  , qui  efi  à la 
difiance  Aa=;<*  de  l’Origine,  parce  que  x = o donne 
y=\a. 

De  même , on  aura  les  points  où  une  Ligne  algébri- 
que coupe  l’Axe  des  abfcifics , en  cherchant  les  valeurs  de 
Introd.  à l 'Analyfe  des  Lignes  Courbes.  C x dans 


r 
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Pt.il.  X dans  liquation  transformée  par  la  fubftitution  de  zéro  Cha».  i. 
au  lieu  de  y. 

XX 

Dans  la  même  équation  , y = — -j-x-f-  [ a ou  xx-f- 

6ax  + 5 aa  — 6 ay  = o , fi  l’on  fait  y = o , on  aura  xx 
-f-û/*x+  n a.x  -=o  , qui  a deux  racines  x — — a , & 
x — — < a.  Ce  qui  montre  que  la  Courbe  rencontre 
l’Axe  des  abiciflês  en  deux  points  E , l ; Iqavoir , aux  ex- 
trémités des  abiciflês  AE  [ — a J & Al  [ — J. 

1 6.  C’est  donc  les  abiciflês  & les  ordonnées,  qui, 
fuivant  qu’elles  font  pofuives  ou  négatives , déterminent 
la  pofition  des  branches  d’une  Ligne  algébrique , & qui 
font  connoitre  dans  lequel  des  quatre  angles  des  coor- 
données elles  fe  trouvent.  Ces  ordonnées  méritent  enco- 
re plus  d’ètrc  confidérées  quand  l’équation  les  donne  ima- 
ginaires *,  quand  elle  les  détermine  à cctl'er  d’etre  polfibles. 

Alors  la  Courbe  manque  dans  toute  l’étcnduë  où  les  or- 
données lont  imaginaires.  Elle  manque  tout-à-fait  , ou  , 
pour  mieux  dire,  l’équation  ne  rcprélènte  aucune  Cour- 
be, lorlquc  les  racines  font  toujours  imaginaires. 

Telle  ell  l’équation  yy  -J-  xx  4-rr  = o,  dont  les  raci- 
nes y — V'C  — rr  — **)  — o,  \K — rr — xx)=o 

font  eflèntiellcmcnt  imaginaires  , quelque  valeur  qu’on 
donne  à x. 

Mais  il  arrive  plus  fouvent  que  la  Courbe  ne  manque 
qu’en  partie.  Cela  a lieu  quand  les  racines  qui  expriment 
les  ordonnées  lont  réelles  dans  une  certaine  étendue  , & 
imaginaires  dans  une  autre  étendue.  Soit  que  la  Courbe 
rentèrmée,  comme  le  Cercle,  dans  un  ccttain  elpace  ne 
.s’étende  point  au  - delà , ni  d’un  coté  ni  de  l’autre.  Soit 
qu’allant  à l’infini  d’un  coté  clic  ne  pafle  point  certaines 

bornes 

* Hijl~  de  F Acad.  1725.  pag.  qi. 
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Chap.I.  bornes  de  l’autre.  Soit  qu’ëtenduë  à l’infini  de  part  & pi.il. 
t6'  d'autre  elle  lailîe  dans  le  milieu  un  ou  pluficurs  efpaces 
où  les  ordonnées  font  imaginaires.  Alors  il  y a dans  ce 
milieu  des  vuides  qui  réparent  les  parties  de  la  Coutbe. 

Soit  propofée  l’équation  y*  — - $6yy — x4  4-  iooxx 
= o , qui  , réloluë  par  la  méthode  ordinaire  pour  les 
équations  du  lècond  degré,  fe  trouve  avoir  ces  quatre  ra- 
cines , 

,f  = + ^(48+  lOCXX-f-  2?o4)) 

y=  -f  ^(48  — V(.x* — iocxx-H  2 3 04  ) ) 
y=  — ( 48  -h  C — iocxx+2304)) 
y = — ^(58  — V(.x* — 1 oexx  4-  2 $ °4 ) ) 

Où  l’on  voit  1 °.  Qu’en  général  à chaque  ablcifie  x ré- 
pondent quatre  ordonnées  y , hors  les  cas  où  quelques- 
unes  , ou  bien  les  quatre , deviennent  imaginaires. 

20.  Que  les  deux  prémiéres  racines  , étant  pofitives , in- 
diquent des  branches  qui  (ont  au  defiùs  de  la  Ligne  des 
abicilïcs  , au  lieu  que  les  branches  rcprélcntécs  par  les  deux 
dernières  racines , qui  (ont  négatives , tombent  au  delTous 
de  la  Ligne  des  ablcifies  (§.  1 3 ). 

3*.  Que  la  première  & troisième  racine  étant  précifé- 
ment  les  mêmes  , fi  ce  n’efi  que  la  prémiére  cfi  pofitive 
& la  troifiéme  négative;  la  branche  que  reprélènte  la  pré- 
miére clt  lèmblable  à celle  que  défigne  la  troifiéme  , mais 
• dans  une  pofition  renverfée , l’une  étant  au  delTus  & l’au- 
tre au  deifous  de  l’Axe  des  ablcifies.  Ce  qui  ayant  auffi 
lieu  pour  la  féconde  & quatrième  racine , il  fuit  que  l’A- 
xe des  ablcifies  partage  la  Courbe  en  deux  parties  qui  le 
rclfemblent  ; & même , fi  les  ordonnées  font  perpendicu- 
laires aux  ablcifies , en  deux  parties  exactement  égales  & 
lêmblables  , & qui  le  regardent  mutuellement  , de  forte 
que  l’une  efi , pour  ainfi  dire , l’image  ou  la  contr’éprcu- 
vc  de  l’autre, 

C z 4*-  Qi?c 
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Fi~  ir.  40.  Que  dans  ces  quatre  racines , comme  il  n’y  a que 
des  puifiances  paires  de  x,  Içavoir , x:  & x4  , qui  font 
également  puiflatîces  de  x & de  — x;  chaque  abfciiTe  né- 
gative a les  mènes  ordonnées  que  l’ablcifie  pofitive  éga- 
ie : de  forte  que  Le  côté  gauche  de  la  Courbe  eft  tout 
pareil  à fon  côté  droit  ; ou , ce  qui  eft  la  meme  choie  , 
que  l’Axe  des  ordonnées  partage  , comme  celui  des  ab- 
feiftès,  la  Courbe  en  deux  parties  fèmblables. 

Il  futlîra  donc  d’examiner  les  ordonnées  pofuives  qui 
répondent  aux  abfcilTès  pofuives , de  voir  ce  que  donne 
x pofuive  dans  les  deux  prémiércs  racines  de  l’équation. 
Car  quand  on  aura  les  branches  de  la  Courbe  dans  l’an- 
gle des  coordonnées  pofuives , on  aura  le  cours  entier  de 
cette  Ligne  , puifqu’ii  eft  exactement  le  même  dans  les 
trois  autres  angles. 

Voyons  donc  d’abord  quelles  branches  fournit  la  pre- 
mière racine  y~  y/  ( 48  -f-  y/  ( x* — 100  x x 4-  2 $04  )). 
Cette  racine  fera  réelle , tant  qu’on  donnera  à x une  valeur 
qui  rende  x4  — iooxx-|-  2304  pofuive.  Car  cette  gran- 
deur étant  pofuive  , (à  racine  quarrée  précédée  du  ligne 
4-  cfl  réelle  & pofitive  , laquelle  avec  48  fait  une  fomme 
pofitive  , dont  la  racine  quarrcc  \/  ( 48  4-  \/  ( *4 — iooxx 
+ 2504  ))  eft  réelle.  Si  au  contraire  on  donne  à x une 
grandeur  qui  rende  x’ — iooxx + 2 5 04  négative,  la  raci- 
ne quarrée  de  cette  grandeur  négative  eft  imaginaire , Se 
jr,dont  l’expreflion  v/(484-V/(x4 — iooxx  4-2304  )]>• 
renferme  cette  racine  quarrée , eft  imaginaire.  L’exiftence 
ou  non-exiltence  des  branches  reprélentécs  par  cette  raci- 
ne, dépend  donc  de  ce  que  la  grandeur  x+ — iooxx-f- 
2504  eft  pofitive  ou  négative.  Pour  déterminer  ce  qu’elle 
eft  , on  cherchera  les  racines  xx  — 5 6 = o & xx  — 64 
= 0 de  l’éq:  x4 — iooxx  -J-  2 504  = o , afin  de  rédui- 
re cette  grandeur  en  fes  deux  fadeurs  ( .vx  — 56  ) x ( xx 
1 — 64).  On  réduira  de  meme  xx  — 3 6 en  lès  deux 

fadeurs. 


Chat.  Il 
§.  ifi. 
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Chap.  i.  faveurs  ( x — 6 ) x (*  4 6 ) & xx  — 6\  en  Tes  deux  fa-  Pl.  I* 
S-  Qcurs  ( x — 8)x(x48).  Ainfi  la  grandeur  x 4 — tocxx 
42304  eft  réduite  en  lès  quatre  facteurs  (*4<5)  x(* 

— 6 ) x (x4  3 )x(* — 8).  Elle  fera  donc  pofitive , fi 
ces  quatre  fadeurs  font  pofitifs , ou  s’il  y en  a deux  (cule- 
încnt  : mais  elle  (cra  négative , fi  un  (cul  de  fes  fadeurs  , 
ou  trois  , font  pofitifs.  Comme  on  fuppofe  x pofitive , 
les  deux  fadeurs  x-\-6  & x+ 8 font  cficntiellement  po- 
fitifs. Donc  x4 — iooxx  42304  eft  une  grandeur  pofiti- 
ve, quand  x — 6 & x — 8 font  tous  deux  pofitifs  ou 
tous  deux  négatifs  : elle  cil  négative , quand  x tombant 
entre  6 & 8 rend  x — 6 pofitif  & x — 8 négatif 

La  racine  y = 4 ( 48  4 y/  ( **  — 1 ooxx  4 3 3 04  ) ) 

donne  donc  deux  branches  féparées  par  l’intervalle  qui 
tombe  entre  les  ablciiïès  x = 6 & x = 8.  Examinons 
ces  deux  branches  l’une  après  l’autre. 

D’abord,  fi  x—o,  on  aura  y = \/(  48  4 v/2304  ) 

= ^(48+48)=^  96.  C’ell  la  grandeur  de  la  pre- 
mière ordonnée  de  cette  branche.  Enfuitc  , x prenant 
quelque  grandeur,  — 100 xx  retranche  plus  de  2304 que 
x+  ne  lui  ajoute  : enforte  que  l’ordonnée  va  en  décroiflànt 
à mefure  que  i’abfcillè  augmente  , jufqu’a-cc  que  x=  6 
faifant  x4 — iooxx  4-2504  égal  à zéro  réduifè  y à \Z4&- 
La  prémiérc  branche  CB  va  donc  en  s’aprochant  de  la  fig-  »*i 
lègue  des  abfciilcs  , dès  le  point  C extrémité  de  la  pre- 
mière ordonnée  AC  = \/  96  jufqu’au  point  B extrémité 
de  l’ordonnée  PB=  v/48  , qui  répond  à l’abfciflê  AP 
.==  6. 

L’autre  branche,  que  défigne  la  meme  racine^— ^(48 
4 V C x+  — 1 ooxx  4 2 5 04  ) ) commence  à l ablcilTe  x 3= 

8 =r  A Cette  valeur  de  x rendant  x4 — 100XX423C4 
égal  à zéro,  donne  y QD  — V 48.  Dès  lors  x croilÉant 
augmente  la  grandeur  x4 — 1 ooxx  4 2504  & par  confé- 
quent  l'ordonnée^  [4^(48  4 \/(  x4 — icoxx-f-  2304))  J 

C 3 Cette. 
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Fl.  il.  Cette  racine  marque  donc  une  branche  D E , qui  part  du  Dur.  i. 
point  D & va  en  s'éloignant  à l’infini  de  l’Axe  des  ablcif-  §•  * *• 
les  & de  celui  des  ordonnées. 

Voyons  à prélent  quelles  branches  donne  la  fécondé 
racine  jy  = V C 4**  — V (*4 — iooxv  + 2504)). 

On  voit  d’abord  que  cette  racine  eft  imaginaire , com- 
me la  précédente,  tant  que  yj (x4 — roexx-f-  2304  ) eft 
imaginaire  ; c'eft-à-dire  , dans  tout  l’intervalle  compris  en- 
tre les  ablcifiês  x = 6 Si  x=:8  , où  la  Courbe  n’a  ni 
ordonnée  ni  branche. 

Outre  cela  , cette  fécondé  racine  eft  imaginaire  quand 
Vf*4 — 1 00  xx  2 3 04)  furpatTè  48  , parce  qu’alors 
48  — (x+  — 1 ooxx  + 2304  ) elt  négative  , & la  raci- 

ne quarréc  , qui  eft  la  valeur  de  y , imaginaire.  Or 
vo4—  1 ooxx -f- 2 3 04  ) furpaftê  48,  quand  (on  quarre 
x4 — 100XX  + 23C4  furpaftê  le  quarré  de  48  , qui  eft 
2304,  quand  x4 — iooxx>  o,  ou  x+ > 1 ooxx , quand 
xx  > 1 00  , ou  x > 1 o. 

La  racine  y — y/  (48  — (x4  — iooxx  -f-  2304  ) ) eft 
donc  imaginaire  , 1°.  quand  x tombe  entre  6 Si  8 , & 2°. 
quand  x (ùrpafté  1 o.  Elle  eft  au  contraire  réelle  , 1 °. 
quand  x eft  moindre  que  6 , Si  2®.  quand  x tombe  entre 
8 & 10.  Elle  indique  donc  , comme  la  précédente,  deux 
branches,  unis  dans  une  pofition  bien  différente.  Confi- 
dérons-lcs  l’une  après  l'autre. 

Si  on  fait  x~o,  on  aura  y — ^(48 — ^2304  ) — 

\J  (48 — 4S)=  o.  La  première  branche  pafte  donc  par 
l’Origine.  Enduite  x croilTant , x4 — iooxx -|- 2304  dé- 
troit , & par  conlèquent  y/  ( 48  — y/  ( x+  — 1 00  x x + 
2304)),  ou  y , augmente,  julqu’à-ce  que  x devenue  éga- 
le à <S  = AP,  donne  x+ — 1 ooxx -j-  2304  = 0 , & y — 
y/  48  PB.  Cette  racine  exprime  donc  la  branche  A B , 
qui , partant  de  l’Origine  A , va  fe  joindre  à l’extrémitc  B 
de  la  première  branche  CB  indiquée  par  l’autre  racine. 

On 
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Cha».  i.  On  a déjà  dit  que  toutes  les  abfcifles  entre  A P — 6 , Pt.  IL 
ji.  16.  & £ q^—  g n’ont  que  des  ordonnées  imaginaires.  Mais 
x=  AQ==  8 rend  x* — iooxx+23C4  égal  à zéro,  & 
donne  y = sf  (48  • — o)  = y/  48  = QD.  Enfuite  x aug- 
mentant , x4 — 1COXX+25C4  augmente  ^(48 — 

V'fx4 — 100 xx + 2304))  diminue  , jufqu’à-ce  que  x 
= 10  rende  y/  ( x4 — iooxx-f- 2304 ) égale  à yj  2034 
= 48  &^=V(48 — 48)  = o.  La  Courbe  pafle  par 
l'extrémité  de  TabicifTè  x=  10  = AF.  Donc  la  fécondé 
branche  qu’indique  la  racine  jy=  V (48 — y/  ( x4  — 
locxx-f-  2304))  eft  la  branche  D F,  qui , partant  de  l’ex- 
trémité D de  la  branche  D E indiquée  par  la  prémiére  ra-t 
cine , vient  (e  terminer  au  point  F de  l’Axe  des  abfcifles. 

On  voit  par  tout  ce  détail  que  dans  l'angle  CAF  des 
coordonnées  pofitives  , la  Courbe  pouflè  les  branches 
ABC,  F D E ; auxquelles  joignant  de  lèmblables  branches 
dans  les  trois  autres  angles  des  coordonnées,  on  aura  la 
Courbe  entière  formée  d’un  Huit-dc-chifrc , qui  le  noué  à 
l’Origine , & de  deux  autres  parties  féparées  , qui , après 
avoir  lérpenté  à droite  & à gauche,  mais  à quelque  diflan- 
ce  du  Huit  - de- chifre , jettent  quatre  branches  à l’infini, 
une  dans  chacun  des  quatre  angles  des  coordonnées. 

On  remarquera  lènfiblcment  tous  ces  détours  en  tra- 
çant la  Courbe  par  points,  luivant  le  Calcul  ci -joint,  où  fiÿ-  ra- 
ies grandeurs  radicales  ont  été  réduites  à des  approxima- 
tions en  fiaétions  décimales. 


Soit 


♦ 
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2.  . . . 

3.  . . , 

4.  . . . 

• 

Pc.  II. 

Soit  xs  0,1a  1 c.y  fera  = V 484V  2 3°  4)  =9.798— ,&  la  a*,  y =^(48-5/2304)— 

1 v/(4ÿ+-v/2205)  =9.7444-  • • 9— 

v'C4«+v/«92o;==9-î8a4-  * . ^(48-/1920)= 
V/.4i>-K/«48y)=9-3°2-H  • • vr(4liV14«;)  = 
y/, 4b  4 y 960  ) = 8-887  -j-  • • vV48—  j6o  j — 1 

5  V/(4^  •+*  v429  ) = 8.289  4 . . v/(4«"V'429): 

6  ^(48  -+-  0 ) = 6.928  -4-  . . Vf  48  —09  = 

7-  . • • .^(48 +-V-i9S)=im*K-  • • • V(&W-*9Sk 

8  Vf  48  4”  o J 6.928  4~  . . Vf48"'‘  o 9 = 

9  Vf 48-H  V7^S  >)  = 8698  4 - • Vt4«-  V7('5')  - 

10.  . . . Vf4s4V2304;=9-7984-  • • V(4S-V23°4)  = 

11.  . . . V(484-\/484ï)=i°-84ï-+-  • • V(48-V484f)= 

12.  . . . ^(484-^8640)  =1*8564-  V(48-V8540)~ 

Ùc.  Ûc.  àc. 


Chap.  L 
»•  16. 

O 

=i.02I-f. 
=2.045— 
=3.0764. 
-4-  *254- 
=3.224— 
:6.92b  4. 
= imagin. 

■.6.926  4. 

=44104. 

= O 
: UMg. 

: imag. 


1 7.  On  peut  remarquer  dans  cetfc  Courbe  , & la 
même  choie  a lieu  dans  toute  autre  qui  a des  ordonnées 
imaginaires  , qu’une  prémiére  ou  dernière  ordonnée  réelle, 
celle  qui  1ère  de  limite  aux  ordonnées  réelles  & aux  imagi- 
naires , elï  proprement  une  double  ordonnée  , ou  , fi  l’on 
veut , deux  ordonnées  égales  réuuies  & confondues  en  une 
feule. 

Fig.  ii.  Telles  font  les  ordonnées  P B & QD  qui  répondent 
aux  abfcilTes  A P =6  & A 0^=8  , & aux  Commets  B , 
D defquclles  le  terminent  les  branches  CB,  AB  & ED,FD. 
Si  l’on  fait  x = 6,  ou  x~8  , la  grandeur  radicale  \/ (x* 
•=—  1 oexv 42  3 04  ) devient  zéro,  & les  deux  racines  4V(48 

4/(x+ 1 OCX*  4 2304)  ) & 4VC48 V(* 4 IOOXX 

4 2304)  ) le  réduifent  l’une  Si  l’autre  à V 48  , & devien- 
nent égales.  Donc  , au  lieu  qu’en  général  , dans  cette 
Courbe , chaque  ablcilTê  a deux  ordonnées  politives , les 
ablcilîès  AP  — 6 & AQj=  8 n’ont  qu’une  lêule  ordonnée 
pofuive  PB , QD , ou , fi  l’on  veut  , elles  en  ont  deux  , 
mais  égales  & réunies.  Plus  l’abfcilTe  A 1 r aproche  de  de- 
venir égale  à A P , plus  tt  s’aproche  de  P , plus  aulli  les 
/ommets  £ & / 3 des  ordonnées  %ë  , 7T) 3 s’aprochcnt  l’un 
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Cha*.  I.  de  l’autre,  jufqu’à  -ce  que  At  devenant  AP  , le  point  v Pt. II. 
'?•  tombant  lût  P , les  (bmmets  0 &i  € tombent  l’un  lur  l’au- 
tre 8c  tous  deux  enfcmble  fur  B. 

Telles  font  auffi  les  ordonnées  que  repréfèntent  les  raci- 
nes + \/(  48  — ( x4  — iooxx  + 2304)  ) 8c  — \J  (48 

— V^O4 — iooxx  + 2304)) , lorfqu’on  fait  x—  10=  AF. 

Cette  fuppofition  rend  ces  deux  racines  égales  à zéro , 8c 
par  conféqucnt  égales  entr’cllcs.  Ici  donc  , deux  ordon- 
nées, une  pofitivc  & une  négative,  deviennent  égales  8c  le 
réunifient  en  une  feule  ordonnée  égale  à zéro.  Ht  cette 
ordonnée , ou  plutôt  ce  point  F , elt  une  limite  qui  fépa- 
re  les  ordonnées  réelles  des  imaginaires  , une  borne  où 
viennent  fc  terminer  les  deux  branches  DF,  d F. 

1 8.  Ceci  a généralement  lieu  dans  toutes  les  Lignes  al- 
gébriques , qui  ont  des  ordonnées  imaginaires  , 8c  luit  né- 
ceilairement  de  ce  que  l’Algèbre  cnfèigne  fur  les  racines 
imaginaires  , qu’elles  l'ont  toûjours  en  nombre  pair  dans 
une  équation , 8c  qu’elles  vont , pour  ainfi  dire  , deux  à 
deux  : en  forte  qu’ayant  été  réelles  jufqu’à  un  certain 
point,  fi  elles  deviennent  imaginaires  au-delà,  elles  font 
égales  en  ce  point  , foit  qu’elles  y ayent  une  grandeur  fi- 
nie, foit  qu’elles  y deviennent  infinies  , foit  qu’elles  s’a- 
néantillènt  8c  fe  réduifent  à zéro.  Car  une  racine  ne  paf- 
fe  du  réel  à l’imaginaire  , * que  parce  que  dans  fon  cx- 
prelïion  il  entre,  fous  un  ligne  radical  d’un  expofânt  pair, 
quelque  grandeur , qui  de  politive  devient  négative  : ce 
qui  ne  fe  peut  faire  fans  qu’elle  pafle  par  le  zéro.  Mais 
l’équation  aura  toujours  une  autre  racine  exprimée  de  la 
même  maniéré  que  la  précédente,  fi  ce  n’eft  que  la  gran- 
deur radicale  a un  figne  contraire.  Dont  la  raifon  eil  que 
Inlrod.  à P Jlnalyfe  des  Lignes  Courbes.  D cha- 

* Ufage  de  T Arudyfc  de  D E S Cartes,  Ce.  par  Mr.  l'ALLé 
' D e G u A.  pag.  423. 


Digitized  by  Google 


2<S  DE  LA  NATURE  DES  LIGNES  COURBES 

Pi.  il  chaque  racine  d'un  expofant  pair  eft  également  pofitive  Ch.  ir. 
& négative  , & par  conléquent  double.  Lors  donc  que  5-  **• 
cette  grandeur  radicale  pafl'c  par  le  zéro  ; les  expreffions 
de  ces  deux  racines  ne  différent  plus  l’une  de  l’autre  , les 
ordonnées  qu’elles  repréientent  font  égales. 

ab-\-  a sJ  ( xx aa  ) 


Si , par  ex.  y = 


cft  la  racine 


, >/(  **x — xx') 

d’une  équation  indéterminée  ; cette  équation  aura  auffi  ces 

ab  + a y/  (x  x a a) 

y= / . : mrr  > y = 


trois  autres  racines 


& y = 


- C2  ax  — xx ) 

ab  — a y^Ç  xx  — aa  ) 


Car 


ab — a \J(xx  — aa  ) 

yj  (2ax — xx)  * 01  * — \j{2ax xx) 

fi  l’on  veut  débarafler  de  lignes  radicaux  l’équation  y = 

^ XX ~ y on  aura  d’abord  yyj(^2ax — xx) 

yj  {2  ax XX  ) 

: — ab  + ayj(xx  — aa)  , & quarrant yy  ( 2ax  — xx  ) = 
a1  b1  + 2aab  y/(xx  — aa)  + aa(xx  — aa  ) ; enfuite  tranf- 
pofant  yy  ( 2ax  — xx  ) — a a b b — a a (x  x — a a)  = 
zaabyj  (xx  — aa) , & quarrant  derechef  {yy{2ax  — xx) 

. — aabb  — aa  ( xx  — aa))1  — ■ 4 a'bb  ( x x a a ).  Or 

cette  équation , ainfi  dégagée  de  l’irrationalité  > a les  qua- 
tre racines  indiquées  ci  - deflus.  Car , fi  l’on  en  tire  la  ra- 
cine quarrée,  on  aura  également  yy{2ax — xx)  — aabb 
— aa  (xx — aa)  =+  2aabyJ  (xx — aa)  , &yy(2ax 
■ — xx)  — aabb  — aa  ( xx  — aa  ) = — 2aab  y/  ( xx 
aa)  y parce  que  la  racine  quarrée  de  xx — aa  a égale- 
ment le  figne  4-  & le  figne  — . Ces  deux  équations 
étant  mifes  fous  cette  forme  y y 


✓ ✓ . 

aabb  4-  2aabyJ(xx  — aa  ) + aa  ( xx  — aa  ) 

( * ax  — x x) 

aabb  — • 2 aab  y]  ( xx  — aa  ) 4-  aa  ( xx  — aa  ) 


& yy  = 


2 ax  — xx) 
tire  la  racine  quarrée  , la  prémiére  donne  y == 


fi  l’on  en 


ab  4-; 
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ab-\- a y/  (xx aa  ) 


„ ab+ay/  (xx aa)  Pl,  U, 

& jy  = / — •_  — ; & 


ab 


( lax — xx  ) 
*yj(xx — as) 

> « y =3 


( 2 <*X XX) 

parce  que  la  racine  quarréc  de 


y \z  ax  — xx  ) 
la  fécondé  donne  y= 
ab a y/  ( xx a g) 

y /(24X XX) 

iax  • — xx  peut  prendre  également  le  figne  -f-  & le  figne 
— . Ainfi  l’équation  rationellc  ( yy(zax — xx) — aabb 
— aa(xx — aa  )y  = ^a*bb  (xx — aa)  a ces  quatre 
racines,  qu’on  reprélcntc,  au  moyen  du  figne  ambigu  rfc, 

ab  =i=  a y/  ( xx  — aa) 

par  cette  feule  exprdïïon  y— — - — t-t— — . 

r et:  y f 2 ax xx  ) 

SI  Ton  fait  x = a , ce  qui  rend  xx  — («— o,  la  pre- 
mière & la  troifiéme  racine  deviennent  Tune  & l’autre  éga- 
les à + ^==~f-b  , la  féconde  & la  quatrième  à — b. 

Ces  racines  devenant  égales  confèrvent  une  grandeur  finie, 
à moins  que  b ne  foit  = o ; en  quel  cas  elles  deviennent 
nulles  toutes  les  deux.  Mais  fi  l’on  fait  x~  2 a , ce  qut 
rend  zax~ :xx  = o,  les  quatre  racines  deviennent  infinies, 
étant  égales  au  fini  abzizs  y/  30s  divifé  par  le  zéro. 


1 9.  Par  confequent , toute  branche  de  Courbe  , ou  a 
un  cours  infini , ou  vient  fe  rejoindre  à une  autre  branche 
de  Courbe  * . Car  fi  une  branche  fe  terminoit  brulque- 
ment , & pafloit  de  I être  au  non-être , fans-  aboutir  à au- 
cune autre  branche  , la  racine  qui  reprélcntc  les  ordon- 
nées de  cette  branche  paflêroit  du  réel  à l’imaginaire  fans 
devenir  égale  à une  autre  racine „•  ce  qui  cil  impoffible  [ §. 
prêcid.  ].  ( 

C’elt  ce  qu’on  veut  dire  quand  on  allure  que  le  cours 

D 2 d'une 

4 

* LJage  de  lAnalyfe  (U  D £ s C À a T E * , tfV.  pag.  $24. 
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.IL  d’une  Ligne  alge'brique  eft  continu  *.  Car  du  refie  une  Chaf.  r.- 
Courbe  peut  avoir  des  parties  détachées  , qui  paroiflent  §-,?* 
jettées  çà  & là  : ce  qui  n’empêche  pas  qu’on  ne  la  regarde 
comme  une  (èulc  Courbe  , parce  que  fes  parties  féparées 
conlcrvent  une  continuité  lècrete  par  le  lien  de  l’cquation. 

Mais  ceci  demande  un  édaircincmcnt. 

20.  Une  (èule  équation  peut  repréfènter  l’affemblage 
ou  le  (vilénie  de  plufieurs  Lignes  tracées  fur  un  plan.  C’eft 
lorfque  cette  équation  elt  le  produit  de  plufieurs  équations 
rationelles , qui  repréfentent  diverlcs  Lignes  raportées  à une 
même  Origine  & aux  mêmes  Axes.  Car  fi  l’on  difpofe 
plufieurs  équations  de  manière  que  leur  (ccond  membre 
îoit  le  zéro , & qu’on  les  multiplie  les  unes  par  les  autres  ; 
leur  produit  cil  une  équation  qui  a pour  (es  racines  tou- 
tes les  racines  des  équations  dont  elle  e(l  formée.  Donc , 
puifque  chaque  racine  d’une  équation  indéterminée  expri- 
me une  branche  de  la  Ligne  que  cette  équation  repréfente 
[ §.  i r ] , le  produit  de  plufieurs  équations  défigne  la  Cour- 
be qui  a toutes  les  branches  des  Lignes  particulières  dont 
les  équations  ont  concouru  à former  ce  produit.  Elle  rc- 
prélcnte  donc  le  (ÿflême  de  toutes  ces  Lignes, 
ij.  Par  ex.  fi  deux  Cercles  égaux  font  tracés  fur  un  même 

Îilan , & qu’on  prenne  pour  l'Origine  le  centre  A de  l’un , 
es  coordonnées  é:ant  à angles  droits , on  aura , pour  rc- 
préfenter  les  deux  circonférences  r M K M , q m Qw , l’c- 
quation  compofée  de  celles  des  § §.  6 & 7 , 

(yy 2tiy  -f  aa-\-bb z£x-f-xx rr)  X ( r y +xx rr)  = o 

* Stirling,  Line*  leriii ordinit  Newtonianæ  &c.  8 °.Oxon.  1717. 

Psg-  * 


ou 
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• ou  y*  — 2ay'  + 2xzyz — zax'y  4-x+  — r. 

2bxyz  + 2arzy 2bxl 

+ aay1  + aaxz 

+ bbyx  4.  bbx1 

zrry ' 2rrxz 

4-  ïbr'x 

aarr 

bbrr 

+ r' 

Car  cette  équation  eft  équivalente  à celle-  ci,  (y — a 

y/Çrr bb+zbx xx  ) ) x (y a + x/(rr bb 

4-  2bx  — xx ) ')x(y—V(rr  — xx))x(y+x/(rr—xx)') 
= o , où  fes  quatre  racines  font  léparées.  Donc  à cha- 
que valeur  de  x répondent  quatre  valeurs  de  y , chaque 
abfciflè  AP  a quatre  ordonnées  PM,  P m,  PA/,  P m,  fi 
ce  n’cft  lorfqu’elles  deviennent  imaginaires.  La  racine 
y — < i — y/  ( rr  — bb-\-  2 bx  — xx  ) = o repréfènte  le 
demi  - cercle  rMR  : La  racine  y — a 4-  ^ ( rr — bb+  2foc 
— xx)=:o  marque  le  demi  - cercle  RA/r  ; La  racine 
y — — xx  ) = o défigne  le  demi  - cercle  q m O : 

Et  la  racine  y + V(rr — xx)=o  exprime  le  demi -cer- 
cle Qw  q.  L’équation  qui  a ces  quatre  racines  repréfènte 
donc  les  deux  circonférences  rMR  A/,  q m Qm. 

21 . Par  conféquent , lorfqu’une  équation  peut  être  di- 
vifée  en  d’autres  équations  rationelles , la  Ligne  qu’elle  re- 
présente eft  le  fyfléme  de  différentes  Lignes.  Mais  lors 
qu’une  équation  elt  irréduâible  , lorfqu’eilc  n’a  point  de 
divilèurs  rationels , la  Ligne  qu’elle  exprime  doit  être  ccn- 
fée  une  feule  Ligne,  encore  qu’elle  ait  des  branches  déta- 
chées les  unes  des  autres. 

L’équation^  — y/(rr—xx)  =ro  exprime  le. (cul  de- 

E>  s mi-cercle 


Fl.  II. 
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Pl.  il.  mi-ccrcle  qmQ^Mais  fi  Ton  veut  ôter  l’irrationalité  [en  Our.I: 
failant  y — V(rr — xx),  & quarrant  l’un  & l’autre  mem-  **• 
bre],  on  aura^  + xx — rr=o,  qui,  avec  la  racine 
y — -y/  ( rr  — xx)  = o,  renferme  encore  la  racine  y 4- 
•v/(rr  — xx)==o,  qui  exprime  le  demi-cercle  q»Q. 

On  ne  fàuroit  donc  repréfenter  le  demi-cercle  q m Q_par 
une  équation  rationclle  , fans  qu’elle  exprime  en  même 
tems  le  demi-cercle  qwQ;  Ces  deux  demi-cercles  appar- 
tiennent donc  à une  meme  Courbe. 

Et  l’on  voit  généralement  qu’on  ne  peut  donner  une 
équation  rationclle  d’une  Courbe  mélée  , ou  compoléc  de 
portions  de  différentes  L'gnes  : parce  que  cette  équation 
ratiouelle  exprimera  aulfi  les  autres  portions  de  ces  Lignes , 
qu’on  ne  voudroit  pas  exprimer.  Ainfi  l’équation  de  l’O- 
vale compofée  de  quatre  arcs  de  Cercle,  reprélente,  fi  elle 
cft  rationclle  , non  feulement  ces  quatre  arcs  , mais  les 
quatre  circonférences  entières. 

Il  faut  feulement  remarquer  que  les  équations  , dans 
lelqudles  une  autre  peut  le  décompofèr  , lont  cenfées  ra- 
tionclies , quand  l’irrationalité  n’affeifie  point  les  variables  x 
& y , mais  feulement  leurs  coëfficiens  ou  les  confiantes. 

Ainfi  Téq  : y 4 ibbyy abxx  + &4— o fc  pouvant 

divifer  en  ces  deux  - ci , yy  • — •x.y/ab — bb  — o & y y -f- 
x y/ab  — bb  = o , elle  ne  fera  pas  cenfée  repréfenter  une 
feule  Courbe  , mais  Paffemblage  de  deux  Courbes  , dont  la 
nature  s’exprime  par  les  deux  équations  qui  compofènt  la 
Propofëe. 

22.  Avant  de  finir  ce  Chapitre  , ajoutons  un  mot 
fur  la  manière  de  décrire  une  Courbe  par  points  , qui  a 
été  indiquée  aux  §§.  13  & 1 6.  Dans  cette  recherche  de 
plufieurs  points  d’une  Ligne  algébrique  dont  l’équation  eft 
donnée  , nous  avons  pris  des  fuites  d’abfciffes  en  pro- 
greflion  arithmétique  ; & c’eft  fans  doute  ce  qu’il  y a de 

mieux, 
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Ch»f.  i.  mieux  , quand  on  n’a  pas  des  raîfons  particulières  pour 
,s'  **'  faire  fon  calcul  autrement.  Il  n’y  avoit  point  de  pareilles  rai— 
fons  dans  les  Exemples  du  §.  i Mais  dans  celui  du  §.  1 6 , ce 
choix  des  ablciflcs  a jette  dans  des  extradions  de  racines 
quarrées , qui  ont  obligé  à le  contenter  d’avoir  les  valeurs  des 
ordonnées  limplcmcnt  par  approximation.  On  peut  fou- 
vent  éviter  cet  embarras , en  cherchant  uniquement  les  ab- 
fciflès  & les  ordonnées  qui  (ont  rationelles  * , & en  em- 
ployant dans  cette  vue  les  méthodes  de  Diophante, 
& autres  (èmblables , qui  fervent  à éviter  les  nombres  irra*. 
tionels. 

Un  "Exemple  affés  fimplc  fera  comprendre  cet  ufàge. 
Soit  propoiée  l’éq  : x’y* — iox\y  +6o=:o,  dont  les 


5+^25  — t) 


5—^25—^) 


racines  font  y= — & y= 

y X X 

Si  on  fuppofe  fucceflivcment  x=o  , 1 , 2 , $ , 4,  &c.  ü 

arrivera  fort  fouvent  que  y'C  25 ) , & par  confé- 

quent  y fera  une  grandeur  irrationelle  ; ce  qui  engageroit  à 
des  calculs  pénibles  & ne  permettroit  pas  une  entière  exa- 
ôitude.  Mais  fi  au  lieu  de  prendre  les  x en  progreflïon 
arithmétique , on  choifit  celles  qui  donnent  des  y rationel- 
les, le  calcul  fera  plus  facile,  & néanmoins  aulfi  propre  à 
donner  une  idée  de  la  Courbe. 

D’abord , il  eft  clair  que  l'abfciflè  x étant  pofitive  & 

60 

5 — V'C  25  — - ) 

petite,  l’ordonnée  y[=a — ■ ■ -*  ] fera  imagi- 

X 

, . <îo  „ 10  tfo 

parce  que  s étant  petite,  — eft  grande,  «25 

X 54 

négative. 

* Hifl.  de  tAc»d,  1712.  pag.  JJ; 


narre  1 
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Pt*H*  négative.  Donc  \/  ( a 5 — )>  & par  conféqucnt  y eft 

imaginaire , tant  que  3 5 eft  plus  petit  que  ^ , tant  que 

255c  < 60 , ou  que  x •<  ï“  =2  ÿ.  Mais  auffi  tôt  que  x eft 
égalé  à 2 \ , y commence  à être  réelle  , & comme  en  ce 

point  2 5 — — eft  ze'ro , à Pabfciflè  ~z  \ répondent  deux 


2_5 

12  12* 


ordonnées  pofitives  égales  chacune  à 

2 1 

Pour  avoir , apres  cela  , une  fuite  d’abfcifies  & d’or- 
données rationcllcs,  on  fera  fuccclfivemcnt  ^(25 


60. 

x y 


égal  à 1,  2,  j , 4 , &c.  & on  trouvera  que 

( 25 — ) 1 donne  x=  2J  ,1a  l'.jy  =2j,  & la  2e. y = ij. 

■ 2 ••  • - ■ — 2f  m • * • • - I Î5 

= J • • = ?4  • • = 2ïi 

= 4 • 


= *ï 


. j_ 
■ xo 


Si  l’on  fait  enfuite  ^(25  — — )=5,  on  trouvera  ~ 

X ^ 

. . <1  S— \/2  5 10  ou  o 

==o,  ce  qui  donne  x infinie,  &c  jr= — — — = “ » 

qui  eft  le  zéro , ou  l’infiniment  petit.  Continuant  à lüp- 

pofer  V&5  — Ç)  égale  à 6, 7,  8,  &c.  on  aura  x négative 

,,  60, 


!)  = (>  . x— — Sîî 

. I'.^=—  2/;  . 

_e  — 1 1 

2 ..y  — «s 

= 7 . = — 2j 

• • = — 4» 

• 4 

• • * — Y 

= 8 . - =— Ii7ï 

. . =—  8é 

. . =iï§ 

= 9 . =—  ‘i 

. • =— 

. . = gsi 

■*> 

1 

II 

0 

1 

. . =—185 

. . =6i 

&c.  &tK 

&c. 

On 

Chap.  I. 

§.  a». 
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On  trouvera  peut-être  trop  de  vuide  entre  I’abfcflè  Pt.  n. 
6 ï & l’abfcifre  infinie  poficive , qui  réfultent  des  fuppofi- 

tions  ,V(2 $ — — 4 & C 2 5 — <^)  = S , comme 

aufli  entre  l’ablciflc  infinie  négative  & l’abiciflfe  — 5 ^ que 

donnent  les  fuppofitions  v/(2  5 — ^?)r=:5,  &^/(2j. — — ) 

= 6.  Pour  remplir  ces  vuides,  on  peut  fuppofer  v^C25 

— ^ ) égale  à quelcun  des  nombres  rompus  , qui  le 

trouvent  entre  4 & s & entre  5 & 6.  Par  exemple , 

V(25— Ç)  = 4î  donne [a  i'.yz=*&  & la  2'.y—gi 


• 

II 

, = r 8iî  . 

_ ifi 

• =rj?*  • 

• 19 

IÏH 

• • • ■ 

• ■ 

I 

1 

l 

1 

1 

> 1 

• • 
« • 

1 

1 

1 

= 5î  * 

• — 1 7 i*  • • 

— JCi  * 

I«TO  * 

• =ÏST5 

= 5 1 . 

• 

-e 

00 

1 

If 

» 

If#ï  * 

(4  % 

• — — 79$ 

Prenant  donc  toutes  les  ablciflcs  qui  font  ici  mar- 
quées , & leur  donnant  à chacune  les  deux  ordonnées  qui 
font  calculées , on  aura  plufieurs  points  de  la  Courbe , par 
lefquels  on  reconnoit  que  fon  cours  cil  à peu  près  tel  que 
le  reprélènte  la  F/g-.  14. 

Cet  Exemple  luffit  pour  donner  une  idée  de  cette  mé- 
thode, & pour  faire  juger  des  facilités  qu’elle  apoite  dans 
le  Calcul.  Il  eft  feulement  fâcheux  qu’elle  ne  foit  pas  gé- 
nérale , & que  les  artifices  de  Diophante  l'oient  fi  bor- 
nés. On  peut  quelquefois  trouver  d’autres  tours  qui  réufc. 
filTent  dans  des  cas , où  ces  moyens  ne  fuiïiroient  pas. 

2 g.  Il  eft,  par  exemple,  très  fouvent  utile  de  prendre 
une  troifiéme  indéterminée , dont  les  raports  à x & ky  peu- 
Introd,  4 l'/bsalyfc  des  Lignes  Courbes,  E vent 


Digitized  by  Google 


I 


34  DE  LA  NATURE  DES  LIGNES  COURBES 


Tl.  U. 


vent  être  beaucoup  plus  (impies  que  celui  de  y à x.  Car  Cha*  I.' 
il  peut  arriver  que  1 équation  en  se  St  y (oit  fort  compofée  5lî- 
& qu’on  puifïè  trouver  une  variable  z qui  aura  des  ra- 
ports  allez  (impies  avec  x & avec  y.  Alors  , au  moyen 
de  cette  indéterminée  z , on  trouvera  tant  de  points  qu’on 
voudra  de  la  Ligne  algébrique  dont  x & y (ont  les  coor- 
données. 

Ainfi , fi  l’on  propofè  la  Courbe  dont  la  nature  eft 
exprimée  par  l’éq  : y*  + x'y1  + ay* — x‘ =o  , il  (croit 
difficile  d’en  tirer  la  valeur  d'y  ou  d’x  , puifqu’il  faudroit 
rélbudre  pour  l’une  une  équation  du  troifiéme  , & pour 
l’autre  , une  équation  du  quatrième  degré.  Mais  fi  l’on 
fuppofê  x=yzt  on  transformera  l’équation  propofée  en 
y*-i-y*zl-+2y'  — yiz*  = o , qui , divifée  par  y* , (c  réduit 

Z* 2 

à y +yzl  + 2 — z’  = o , ou  à y = ~_r  . On  a donc 

2»  “T~  l 


x,  qui  eft  =yz , égal  à 


2Z 


Et,  au  moyen  de  ces 


zz+ 1 

deux  équations.,  donnant  fucceflivement  à z différentes 
valeurs  , on  aura  les  valeurs  correlpondantes  de  y & de 
x,  (ans  être  obligé  à extraire  aucune  racine. 


Si 
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Si  l'on  fait  z =■ 


4 , on  aura  y = — 3#  & x=  15/,  pt.il 


— — 2 . • ~ o 


= + TÏ  • • 

=+8 

==+  >?  ♦ • 

=+*} 

= + 2î  . . 

—+7i 

=+3îf  • • 

=+t4TT 

&c. 

&C. 

On  prendra  donc  les  ordonnées  y qui  font  ici  calcu- 
lées , & on  leur  donnera  les  abfciflès  x déterminées  par 
le  Calcul,  & on  aura  affez  de  points  de  la  Courbe  pour 
en  tracer  une  partie  qui  donnera  quelque  idée  de  fon 
cours.  Voyez  Fig.  1 5. 

SÎutlfC  Exempt C.  Si  l’on  propofè  l’éq  : 2 y'  — 
ioxy'-j-  155e’  = o,  dont  on  ne  pourroit  avoir  le  racines 
y ou  X , que  par  la  réfolution  d’une  équation  du  cinquiè- 
me ou  du  troifiéme  degré  ; on  pourra  faire  y ■=  ixz,  ce 
qui  transformera  l'équation  propofée  en  celle-ci  ùxsz'  — 
|x4z'+ 1 jx*  “o  , ou,  divifànt  par  iVx*  , en  xlz’  — 
aoxz’  4-  240  = o , qui  par  raport  à x n’eft  que  du  fè- 

■ t - 60 

io±2V  (25 y 

çond  degré,  & a pour  racines  x=s  ■—  * % 

IL  * * 

E 2 d’où 
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d’où  l’on  tire  y [=  { xz  ] = 


60 

5 — V (2  5 — -) 


Or  c’cft  ici 
<Sos 


Ch  a*.  I. 

$•  »j. 


l’cquation  du  §.22.  Faiftnt  donc  fucceffivement  VX25 — — ) 

égal  à o , 1 , 2 , 3 , &c.  on  aura  des  valeurs  rationelles  de 
z 8c  y,  par  lcfquelles  on  trouvera  celles  de  x , en  prenant 

x=2-^.  Voici  le  rcfultat  du  Calcul. 

z ■ ‘ 


*0. 


Ï/(2J--)=0,Z  =2* , i'.y  sa.'j  , l'.X  S=IÎ";  , 2'  jv  -2',  , 2f.X 


_ .io5 
— *144 


I >» 

:'ïr 


:l 


,JL  

• ïo  • 1 1 *0" 

, i -,  * 1 V- 

1«  • 'il* 

61  , T *1 

I • — I zo  • — îôô  • 

I - JL  — I _j_ il  IL 

5 . — infini  .—inf  pet  — ïnf petit —irj\ pet. 

=5s  • — — l 


•»s 

1 

IV 

1 

îïï 

“740 


â(S  • ^7  î • * 


=8  *. 

=9  • 
= 10 
drr. 


=—2Ï 


&C. 


14’ 

■ — .4  1 

163  * 

6400  * 

-!S 

II 

» » 1 * 

î>oo  • 

4 i • 

, il 

— ?**  • 

8 ’ 

— io,?’ 

v-.o* 

1 '-'ioo 

160 
. I 1 

“ iô 


= 'TÎ 

— 1 il 
“îôô 

<•4 

=iîf 

9 

:Ioo 

if» 

-titoo 

ni 

6400 

1 1 «_ 

— xîôo 


, »9 
1 


’ * 

L°_l 


— * Îtt*=24 nv  • — îf? 

=— i8i.=65{  . =5|.= 

* cfc  &c. 


. /1  » t 

Oiî 


m 

-21Ï 

cfr-. 


On  pourra  ainfi  décrire  cette  Courbe  par  points.  Mais 
fi  l’on  aime  mieux  une  Conltruttion  géométrique  , on 
pourra  s’y  prendre  de  cette  manière.  Qu’on  décrive  la 
Courbe  Mm  , dont  AP  [z]  & PM  [jy  ] lont  les  coor- 

5=tV(2s— 

données , & dont  l’équation  eft  y = — — : 


ou 


z'yy 
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jChap.l  V?yy — iozzjy+<So=o  [§.  prcc.  ],  & qu’on  mène  BN,  Pt.  U 
>•»!•  paralclle  à l’Axe  des  ordonnées  AQ.,  par  le  point  B dont 
la  diftance  à l’Origine  cil  A B = 2.  Puis  tirant  , comme 
on  voudra , par  l’Origine  -A  , une  Droite  qui  coupe  B N 
au  point  N , & la  Couibe  M m aux  points  M,tn,m,  on 
abaidera  de  ces  points  les  ordonnées  MP,  mp,  mp , & 

f>renant  à part  [»*.  2 J /3y  = BN  pour  une  ablciflè  , on 
ui  donnera  les  ordonnées  » n , »9r , v*v  égales  à MP,  m p, 
on  aura  les  points  II , tt  , <0  de  la  Courbe  dont 
l’équation  eft  2y'  — 1 oxy'  4- 1 5X'  = o. 

Car  le  raport  des  PM  [y]  aux  AP  [a],  dans  la  Cour- 
be Mm,  s’exprime  par  l’éq:  z'yy — ioz^  + 6o=o.  Et 
le  raport  des  AP  [z]  aux  BN  ou  fiv  [x]  s’exprime  par 

2 y 

l’éq  : z = — , puifque  les  triangles  fèmblables  ABN , APM 
donnent  cette  proportion,  AP  [z]:  PM  [jy]  = AB[2]: 

BN  [se].  Donc  en  fubftituant  pour  z dans  l’éq:  z'yy 

— ioz^+^o^Oj  on  aura  l’éq:  ^7  — + <So  = o . 

y 1 x*  XX 

ou  2 y'  — 10  se/  + 1 S x*  = o pour  exprimer  le  raport 
des  PM  ou  n»  [y]  aux  BN  ou  /3t>  f x]  dans  la  Cour- 
be _ 

Mais  ces  artifices  algébriques  ne  s’étendent  pas  à tous 
Jes  cas  potïibles.  Et  on  ne  peut  guércs  fe  flatter  que 
l’Algèbre  donne  un  jour  une  Solution  complette  & géné- 
rale des  équations  de  degrés  quelconques.  Il  faut  donc 
chercher  d’autres  routes  qui  nous  mènent  à la  connoifi- 
fance  des  Lignes  Courbes , qui  eft  le  but  de  ce  Traité. 


E 3 CHAPi- 
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CHAPITRE  IL 

Des  transformations  que  fubit  l Equation 
dune  Courbe , quand  on  la  raporte, 
à d'autres  coordonnées . 

24.  T A position  de  l’Origine  & de  la  Ligne  des 
I j ablciilès  & des  ordonnées  étant  arbitraire  ( §.  5 ), 
on  peut  la  changer  à volonté'  : ce  qui  fait  naître  diverfès 
équations  (§.  7.)  qui  toutes  repréfentent  la  même  Cour- 
be. Il  crt  important  pour  l’Analyfe  de  (avoir  transformer 
l’équation  qui  exprime  le  raport  des  coordonnées  d’une 
Ligne  en  une  autre  éouation  qui  exprime  le  raport  d’au- 
tres coordonnées  quelconques  de  la  même  Ligne. 

Pour  le  faire  d’une  manière  générale  ; foit  MN  une 
Ligne  algébrique  , dont  la  nature  cft  exprimée  par  une 
équation  quelconque , qui  marque  le  raport  des  coordon- 
nées AP  [at]  & PM  [_y  ].  On  demande  lequation  qui 
donne  le  raport  d’autres  coordonnées,  telles  que  BQ^[z] 
& QM  [«].  On  fuppolc  donc  que  les  Origines  A & B 
font  données  de  polîtion  , auffi  bien  que  les  Axes  A P , 
A H ; B Qj  B I.  Par  les  points  B & Q y extrémités  de 
l’abfcifle  B Q^,  foient  menées  les  Droites  BC  , QE  parallè- 
les à A H , & terminées  à AP,  & les  Droites  BD , Qj7 
parallèles  à AP,  & terminées  à PM.  Nommons  AC,  »/ 
& B C , ».  De  plus  , comme  tous  les  angles  des  trian- 
gles B QG  , & M Qj7  (ont  donnés  , la  raifon  de  leurs 
côtés  cftdonnéc.  Que  celle  de  B QJi  B G (oit  exprimée 
par  la  raifon  de  1 à p.  Donc  B G = pz  : car  1 : p = 
BG[/>z],  Que  la  raifon  de  BQ  à QG  foit 
déùgnée  par  1 : q , 8c  QCi  fera  = q s.  De  même , fi  l’on 

exprime 


g.»* 
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Chap.tt.  exprime  la  railon  de  QM  à QF  par  1 :r,  & celle  de  QM  Pl.hi. 
f.  m»  à M F par  1 : / , QF  fera  = ru  , Si  MF  = su.  Donc , 
puilque  AP  [x]  = AC+CE+EP  = AC[w]  + BG 
[pz  ] + Q_F  [ ru\  > & puifque  P M [_y]  = PD  + DF  -f- 
FM  = BC[«]  +QG  [^s]-ÊMF  [su  j , on  aura  x = m 
+pz  + ru,  Si  y=.n’\- su.  Où  il  arrive  que,  fui— 
vant  la  pofition  des  Origines  A , B , & des  Axes  AP  , AH'; 

BQ_,  B1 , quelques-unes  des  grandeurs  exprimées  par  les 
Lettres  m , n \ p > q ; r,  s peuvent  ctre  négatives.  Mais 

auoiqu’il  en.  foit , fi  dans  l’équation  qui  exprime  le  raport 
es  coordonnées  x Si  y , on  fubflituc  m+pz-\-rn  à x, 

& n-\-q z + su  à y > la  transformée  exprimera  le  raport 
des  coordonnées  z Si  « *. 

25.  S o d s cette  formule  générale  font  compris  tous 
les  cas  particuliers. 

I*.  Si  l’on  veut  , par  ex.  conlèrver  l’Origine  , mais 
changer  les  Axes , on  fuppofèra  que  le  point'  B tombe  fur 
A : ce  qui  rend  AC  [ m j Si  BC[wJ  égales  à zéro.  Donc  F‘g.  »*• 
x=p  z+  r u , Si  y = qz  + su. 

11°.  Si  l’on  veut  comèrver  l’Origine  & la  Ligne  des 
abfcillès , mais  changer  la  pofition  des  ordonnées  , en  les 
fàifànt  parallèles  à Al , au  lieu  qu’elles  l’étoient  à AH  : non- 
lèulcment  ACfw]  & BC[«]  l’ont  égales  à zéro,  mais 
encore  le  triangle  B QG  le  réduit  à la  droite  B Q , B G 
[pz]  devient  BQjz]  & QG  [^z]  devient  zéro.  Donc 
. x = z + r»,  Si  yz=.stt. 

111°.  Si  l’on  veut  changer  lèulcment  la  pofition  de  la 
Ligne  des  abeilles  , làns  toucher  à la  pofition  des  ordon- 
nées;  alors  BC[«]  & QF  [r«]  font  égales  à zéro,  Si  * 
FM[/«  ] le  confond  avec  QM  [u  1 Donc  x = m+pz , 

• Si  y z=zqx+  u.  Ou  , fi  la  nouvelle  Ligne  des  abfcillès 

BQ, 

* Ufdge  de  HAtldlyfe,  &c.  png.  338.  & fuiv. 
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BQjîaflè  par  l’Origine  primitive  A , xz=pz  & y = çz  + Chàp.it. 
« , parce  qu’alors  AC  [ m j cft  aulïi  nulle. 

1 V°.  Si  , lâns  changer  la  pofuion  des  coordonnées  , 
on  veut  Amplement  tranfportcr  l’Origine  de  A en  B ; les 
triangles  B G Q^,  M F C^difparoilTènt  ; B G [pz]  devient 
B Q_[  si , & M F [ su]  devient  M Q^[«  J , mais  CG[ra] 

& FQ^fÿ'z]  font  égales  à zéro.  Donc  x = «±ï  & y 

— n =±:  tt. 

V®.  Si  l’Origine  c(l  tranlportée  fur  un  autre  point  de 
la  Ligne  des  abfcillès  ; comme  les  ordonnées  ne  changent 
pas,  il  foflît  de  faire  x=w±  z.  Et  fi  l’on  tranlportc 
l’Origine  fur  un  autre  point  de  la  Ligne  des  ordonnées  , 
comme  cela  ne  change  rien  aux  abfcillès  , on  fera  Ample- 
ment y = » =1=  n. 

V 1®.  Je  ne  dis  rien  de  deux  autres  changeniens  moins 
confidérablcs  *,  dont  l’un  confifle  à changer  + x en  — x; 
ce  qui  cft  prendre  les  abfcillès  pofitives  pour  les  négatives , 

& réciproquement;  c’cft-à-dire  , renverfer  la  figure  de 
droite  à gauche  : ou  à changer  +y  en  — y ; ce  qui  eft  re- 
garder comme  négatives  les  ordonnées  qu’on  avoir  prifês  pour 
pofitives , ou  renverlcr  la  figure  de  haut  en  bas  : Et  dont 
l’autre  confifte  à changer  x en  y & y en  x : ce  qui  rc-  • 
vient  à prendre  les  ablciflès  pour  ordonnées  & les  ordon- 
nées pour  abfcillès , à faire  faire  à la  Courbe  un  quart  de 
converfion. 

26.  Ces  transformations  font  d’un  grand  ulâgc  pour 
PAnalyfe  des  Courbes.  Il  eft  donc  à propos  d’indiquer 
ici  quelques  voyes  abrégées  pour  les  exécuter  plus  com- 
modément. 

Elles  font  fondées  fur  ce  Principe,  que  fubftituer  à x 
un  binôme  w + z,  dans  une  puiflànce  quelconque  de  x , 
comme  dans  la  cinquième,  c’eft  écrire  au  lieu  de  x1  , la 
cinquième  puiflancç  de  »-fz  , qui  cft  m*  + 5«4z  + 

lo/wV-E; 
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Chap.ti.  iom'%1  + to»V  + 5W3+  + s‘ , dont  les  termes  ont  cou-  Pt.  nr. 

5- 16 ‘ tes  les  puifiànccs  fuccefïives  de  z , depuis  l’unité  , qui  eft 
z° , jufqu’à  z*.  Les  coefficients  , 5>w+,  îow'  , iow‘, 

5»*,  1 , fe  calculent  ainfi.  On  pofe  d’abord  «*5 , c’crt-à- 
dire , une  puillânce  de  m qui  a le  meme  expofànt  que 
celle  de  x ; on  multiplie  ce  terme  m'  par  fon  expofant  [5], 

& on  le  divife  par  m , ce  qui  donne  le  fécond  coefficient 
5 m*.  On  multiplie  ce  fécond  coefficient  par  [2]  la  moi- 
tié de  fon  expofànt  [4]  , & on  le  divife  toûjours  par  m. 

Cette  opération  donne  le  troifiéme  coefficient  10m' , qu’on 
multiplie  par  [1]  le  tiers  de  fon  expofant  [3]  , & qu’on 
divife  par  m , pour  avoir  le  quatrième  coefficient  iozw\ 
Celui-ci  doit  être  multiplié  par  [î]  le  quart  de  fbn  expo- 
fànt [2] , & divifè  toûjours  par  m.  Par  ce  moyen  on  a 
le  cinquième  coefficient  5»*,  qu’il  faut  multiplier  par  [|] 
la  cinquième  partie  de  fon  expofànt  [ 1 ] , & divifer  par 
m,  pour  avoir  le  fixiéme  & dernier  coefficient  1.  Alors 
l’opération  eft  finie  , parce  que  ce  terme  ne  contient  plus 
de  m. 

On  opérera  de  la  même  manière , fi  au  lieu  d’une  fim- 
plc  puifiânee  de  x , on  a une  de  fes  fondions  rationelles 
entières  a foc  cx!  4-  dx'  -f-  ex*  crc.  compofèe  de  conf- 
tantes  & de  puiflànces  de  x. 

Ainfi 

puifque  a d 

au  lieu  de  bx, écrivant  b(m- f-ï.)  — : bm  -f-  bz 
ex1  . . 

dx'  . . d\m-\-x)ii===Ajn,-\-^dm"z-{~^dmzi-\~dzy 

àc.  é’t.  Ûc. 

on  aura  a-\-bx+cx1-lrdx'+ex*  &c.  = Ai*  + M'r,  + A/V 
+ M"'û  + A/*vz+  &c.  dont  les  coefficients  Af , M' , 

Ai"  j Ai"' , Ai' v , &c.  fè  calculent  comme  on  vient  de 
dire. 

Introd.  à i Analyfe  des  Lignes  Courbes.  F Le 
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Le  premier  AC  e'ft  la  fonftion  même  a + bx  + c x'  + CHAf.li. 
dx*  + ex*  , &c.  transformée  par  la  lubllitution  de  m à x.  i6‘ 
AC  lé  change  en  AC , fi  on  multiplie  chaque  terme  de 
Al°  où  le  trouve  quelque  puillance  de  m , par  l’expofant 
de  cette  pui (lance , & qu’on  divile  le  produit  par  m.  De 
AC  on  forme  Aï* , en  multipliant  chaque  terme  de  A.* 
par  la  moitié'  de  l’cxpolànt  de  m & le  divilant  par  m.  L n 
multipliant  chaque  terme  de  Al"  par  le  tieis  de  i’expolânc 
de  m & divilant  toujours  par  m , on  aura  AC".  Et  on 
continuera  de  meme , ji:!qu’a-ce  qu’on  vienne  à une  gran- 
deur, où  il  ne  relie  plus  de  m. 


a+bm  + cm 1 -f-  dm ’ + cm*  &c  = A 1° 

o\2  ? 4 ; 

b -f  2cm  + idrn 1 + ,\cm'  &c  Af 

O r i i 

c + idm  6 eml  &c  = AC'ê 

_ 1 1 , 

O J T 

d +4  cm  &c  z=z  AC" 


e &c  = A fiy 


On  peut  aullî , & dans  l’application  il  efl  plus  commo- 
de, ne  changer  x en  m qu’apres  toute  l’opération.  On  fe- 
ra donc  fur  x ce  qu’on  vient  de  dire  qu’il  falloit  faire  (ùr 
m,  & après  le  calcul  on  changera  dans  AC  , AC  , Af ", 
&c.  tous  les  x en  m. 


Ainfi 
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Ainfi  * = *» 

i ' 

4_|_ fcx  + fxI+^,+<f5«4  &C  — \P  — a-\-bm-\-  cm1-\-dmi-\~em“r  &i 
0 12  g 4 

2fx+^x*+4<fx’  drc^zAf'  — b -\-2cm-\~ïdmi-{-^em>  &c 
A » 1 » 

O J x ï 

r -Fj^x  + éex’  1 + idm+6eml&c 

o î ! 


4-  4^x  drc—M"'— 


d -f-  4?/w  d"f 


O 


4 

e 


e &e 


27.  Par  ces  principes  on  peut  exécuter  avec  facilité 
les  transformations  indiquées  au  25.  Veut -on  tranfpor- 
tcr  l’Origine  fur  un  point  donné  de  l’Axe  des  abfciiTês  ou 
des  ordonnées;  ce  qui  le  fait  en  fubihtuant  »+z  à x,  ou 
» + « à y.  Qu’on  propofe,  dis -je,  de  fubltitucr  m + z 
à x. 

On  écrira  l’équation  fur  une  ligne  : on  en  multipliera 
chaque  terme  qui  contient  quelque  puillance  de  x par  l’ex- 
polant  de  cette  puillance , 8c  dans  chacun  de  ces  termes 
on  changera  un  x en  z.  Le  produit  s’écrira  fur  une  fécon- 
de ligne , dont  on  multipliera  chaque  terme  où  le  trouve 
quelque  puillance  de  x par  la  moitié  de  Ion  expolânt , 8c 
on  changera  de  nouveau  un  x en  z.  Le  produit  fera  la 
troifiéme  ligne,  dont  on  multipliera  chaque  terme  qui  con- 
tient quelque  puifTàncc  de  x par  le  tiers  de  Ion  expofànt  , 
8c  on  changera  toujours  un  x en  z.  Cette  opération  don- 
nera la  quatrième  ligne , 8c  on  continuera  de  même , juf- 

3u’à  - ce  qu’on  (bit  parvenu  à une  ligne  où  il  n’y  ait  plus 
’x.  Alors , changeant  tous  les  xen  w,  on  réünira  tous  les 
termes  de  toutes  ces  lignes,  8c  on  aura  la  transformée  *. ‘ 

F 2 Exemple. 

* Ufdge  rf<r  l And.  &c.  pag.  308  & fuir. 
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Exemple.  On  propofe  l’équation  A. 

A . x4 — 2x:y~{-  8<*x' — 54X)':4-4c'^ — 8/îfvy+9/i:f!=o 

4 2 3 i i o o 

H~4*  * z — 4*7 1 z+2  4^x : z — 5 47 1 z+4^9'Z 

I ï ï O O 

4-tfxV* — 27lz‘+24«xzI 

4 ° 4 

;+4xz*  +84Z*  * 


Chap.  IL 
§»7* 


;4-z4. 


Changeant  x en  m , & réunifiant  tous  ces  termes , on 
trouvera  que  la  transformée  de  l’éq  : A efi  w’  + 4w'2  4- 

6mmzz  +4«*z’  +z4 2mly1 /ymy'z 2y'zL  +8  am* 

4-  + 24<rw>z‘  + 8az' 5 amy'  ^ay'Z-\-  /^ccmy 

4-  4 ctyz 8 acyy  4-  9a V = o. 

Que  fi  l’on  veut  fubftituer  »4-«  à y,  on  opérera  fur 
les  y comme  on  vient  de  faire  fur  les  x , en  changeant  de 
ligne  en  ligne  un  y en  u. 


28.  Dans  l’application  de  cette  Méthode,  le  calcul  de- 
vient plus  commode,  quand  pour  fubfiitucr  m-\-z  à x, 
on  commence  par  ordonner  l’équation  lelon  les  dimenfions 
à'y  ; & quand  pour  fubftituer  » 4-  « à y , on  prépare  l’é- 
quation en  l’ordonnant  par  x.  L’Exemple  luivant  fera 
voir  l’avantage  de  cette  préparation. 

On  propolè  de  fubftituer  d’abord  z+2/1  à x , & en- 

fuite  n a à y dans  l’éq  : x' 2x'y  + xyl y ’ — 2ax\ 

4-4/*xy  4-  ay1  + ** y — 2a‘x  = o. 

Pour  faire  la  première  fubftitution , on  ordonnera  l’é- 
quation par  y. 

a . ~ / 
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4c  Ch.  I h 
§.  18. 


—y  +(-z*,+Jlax+a*b'  4-  *,-2xxî-24 

O I O 2 I O ; 2 t 


■’1 


(Z  )/+  (— 4X+  4À)Ly+^xl^ax-2aa)z  ! 

in  lin  ' ' 


ï ï 


( — 2)zzy  +(?* — 2<î)zz 

o ï ° 

+ (02* 


La  transformée  eft  donc  — y' +zyl — 2%ly  + z’ -f- 
^ayl — 4 «z  y + 4<*zz  + + 2a1  z — 4 4*. 

Pour  fubfticucr  u — /*  à ) on  ordonnera  l’cquation 
* par  x. 


y — — a 

*’+(— ty—  24)  *’+(  yy  -H<t>-24:)  *y'-+  «y 

0 10  210-321 

-K— 2)ux'+(2y+^)ux+(riyy+2ay+al)u 
o k o i I o 

+ (i>1x  4(  — J>4-*)««  Jj  + ^x  + ^a* 

2 i 2 I 

1 . — CO"*  J l — 

Ainfi  la  transformée  eft  x’ — 2«x*  4-«*x  — u*  + 2a*x. 
'+4 ***  — s<*'x  — 4«î«  + 4>. 


*’  * — 54  X+  ^ 
-2«xl4-2«wx — 4>»'a 


2p.  S 1 l’on  veut  exécuter  en  meme  tems  les  deux  fub- 
ftitutions  de  tn-\-z  a x & de  n 4 u à y,  ce  qui  fort  à 
tranfporter  I Origine  (ur  un  point  quelconque  qui  auroit 
m pour  abfcifle  & n pour  ordonnée , [ § 2 5.  1 V ] , ou 
opérera  comme  on  vient  de  le  dire  dans  le  §.  préced.  mais 
lur  les  x & les  y en  même  tems. 

Soit , par  ex.  l’éq  : a 4 — 4 a' y 4-  ça’x  — a' y1 

la'xy  + 1 s* V — ax'y  4-  <5*x>  + x*  = o , le  Calcul  (è 

F i ta  a 
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P l.  m.  fera  comme  on  le  voit  ici , ce  qui , après  le  §.  prcc.  expli-  Ch.  il 
que  mieux  la  chofè  qu’on  ne  pourroit  le  faire  par  un  long  »*• 
difcours.  Il  fuÆt  de  remarquer  que  des  deux  nombres 
placés  fous  chaque  terme,  le  premier  eft  relatif  aux  dimen- 
fions  de  y & le  fécond  à celles  de  x , & que  les  termes 
lies  par  une  accolade  > doivent  être  réünis  en  un 

même  terme  qui  elt  leur  fomme.  Ainfi  au  lieu  de  — \auzz 
& — \auz z , on  fuppolè  — a tizz. 


a1  —^it,y-\~cfA,x~aayy  $4ayx  -f- 12 aaxx  ayxx  -f-  6ax ! 4- 

O.O.  1.0  O.t  2.0  I.  I 0.2  1.2  O.  J 0.4 


^A'u-^A^-lAayit-jAAXU-^A^Z  -\-24aUXZ-AXXU  — 2*yxz  -f-i  ÜAX'Z 
O O ï.O  O.  | ï.O  O.ï  O.ï  ï.  î O.i  . 0.1 


— aauit  —iaz 


)aZ14Z.-Ia-UZ-\-  12aAZZ~AXUZ—AXUZ 


O OO O Q.\  -ï.O  O.i  o.* 

— jAUZZ  64?.'  4~  4x1» 


Ainfi , réüniflant  enfemblc  les  termes  qui  ont  les  mêmes 
puiflànccs  de  h & de  z,  & écrivant  m pour  x & n pourj», 
la  transformée  fera  a? — 4 a'n+^a'm — aann — ialmn  41 

12 aamm  — ammn  ►f'  6am'  4*  4*  ( 4 a'  — sa1» 

$alm amm  ) u 4*  ( 9 <*’ $ a 1n  4 24  aam zamn  4* 

1 8 amm  4 4 m'  ) z aauu  4*  ( *am  ) uz  4 ( 1 2aa 

- — an  4 1 8 am  4*  6mm  ) ZZ  — auzz  4*  ( 6 a 4*  4m  ) Z1  4* 
Z+  = o. 

Cette  reünion  s’exécutera  commodément , fi  dès  la  fé- 
conde ligne  on  fépare  les  termes  qui  font  multipliés  par  u 
de  ceux  qui  font  multipliés  par  z.  Pour  cela  , on  multi- 
pliera dans  la  prémiére  ligne  chaque  terme  qui  contient 
quelque  puilTancc  d’_y  par  l’expofant  de  cette  puiflànce  , & 

on 
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Cnir.li.  on  le  divilèra  par  y.  La  fomme  de  ces  termes  eft  le  coëf-  Pu  ni. 

S-  *?•  ficient  de  «.  Puis  , on  multipliera  chaque  terme  de  la 
première  ligne  qui  contient  quelque  puillànce  de  x par 
l’cxpofant  de  cette  puillànce  & on  le  divilera  par  x.  La 
fomme  de  tous  ces  termes  eit  le  coefficient  d’«.  C’elt  ain- 
fi  qu’on  aura  calculé  la  féconde  ligne. 

On  viendra  enfuitc  à la  troifiéme  qui  cil  compofée  des 
termes  «» , «z  & zz.  Le  coefficient  d’«  lcrvira  à former 
celui  d ’««  & la  première  moitié  de  celui  d’«z,  fejav.  i°. 
le  coefficient  d ’««,  en  multipliant  chaque  terme  du  coeffi- 
cient d ’«,  où  le  trouve  quelque  puillànce  d’^,  par  la  moi- 
tié de  Ibn  expofant , & le  divilànt  par  v : 20.  la  prémiérc 
moitié  du  coefficient  d’«z  , en  multipliant  chaque  terme 
du  même  coefficient  d'n , où  le  trouve  quelque  puillànce 
d’x,  par  la  moitié  de  fon  expolànt  & le  divifant  par  x. 

Le  coefficient  de  z fervira  à former  1°.  l’autre  moitié 
du  coefficient  de  n z,  en  multipliant  ceux  de  lès  termes 
qui  contiennent  quelque  puillànce  d’jr  par  la  moitié  de 
leurs  expolants,  & les  divilànt  par  y:  z°.  le  coefficient  de 
z z , en  multipliant  par  la  moitié  de  Pcxpolànt  d’x , & di- 
vilànt par  x , tous  les  termes  du  coefficient  de  z , où  le 
trouve  quelque  puillànce  de  x. 

La  quatrième  ligne  a quatre  termes  «’ , «lz  , «a1  , z* , 
qui  le  forment  par  les  coefficients  de  un , uz  & zz , de  la 
même  manière  que  ceux  - ci  ont  été  formés  par  les  coeffi- 
cients de  u , & de  z , fi  ce  n’eft  qu’au  lieu  de  multiplier 
chaque  terme  par  la  moitié  des  expolants  des  puillànces  de 
x & de  y qu’il  renferme  , on  le  multiplie  par  le  tiers  de 
ces  expofants.  Le  relie  de  l’opération  ell  femblable  à celle 
qui  a donné  la  troifiéme  ligne.  Le  coefficient  de  uu  for- 
me celui  de  «’  > & la  première  moitié  de  celui  de  u uz: 

Le  coefficient  de  « z forme  la  lècondc  moitié  de  celui  de 
««z,  & la  prémiére  moitié  de  celui  de  «zz  : Et  le  coeffi- 
cient de  zz  forme  la  fécondé  moitié  du  coefficient  de  «zz, 

& tout 
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Tl.  ni.  & tout  celui  de  z\  C’eft  dans  ces  coefficients  formes  par  Chap.II.' 

moitié  qu’on  peut  trouver  des  termes  féparés  qu’il  faut  S-  ** 

< réünir. 

On  formera  de  la  meme  manière  la  cinquième  ligne, 
par  le  moyen  de  la  quatrième , en  multipliant  par  le  quart 
des  expofants  d'y  & d’ x , & c.  Et  on  continuera  de  mê- 
me, julqu’à-ce  qu’on  foit  parvenu  à une  ligne  , où  il  ne 
relie  plus  ni  x ni  y.  Toutes  ces  lignes  enfèmble , en  y 
fubftituant  m à x & « à y , font  la  transformée  complette. 

Exemple  , fur  la  même  équation  que  ci-deffus. 

4+ jfa'y^ 9«’x  — aayy — ;aaxy>^  1 2a.ixx  — axxy  >T>  6ax'  +x4 

0.0  I .O  O.I  2.0  I.t  0.2 K2_0J__014_ 

^(^â'-2aay-Jâax  -axx)u  — iaay^2^aax—2axy-\‘  i 84x'  +4*')3 

o.o  î-o  Q-t  Q-l o.o  {.o  o-  4 1-4  °«  î °#  J. 

— ad)  un  + C HZ  + (t  zaa — ^y+i8«x+<Jxx)  zz 

0.0 o.o  o.j ££ \-o  °-î  °-f 

*(o)*‘  + (o)««z  + ( _|4)»ZZ  +(<5'i  + 4«)z' 

0.0  O.  O O.  î 

“ + C O 

Autre  Exemple.  On  veut  fubffituer  Z'kk.a  à x 
& « 4*  a à y dans  l’éq  : y*  Hb  — 2 ax ' 2 aaxJf 

3 aaxx  = o 


y 

i 
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Pl.IIL 


^♦4~  *4 — 24X> — 2 A'*y-\-  j4’*1 
4.0  0.4  0.3  I.I  0.2 

i.o  O.ï  04  O.ï  j.O  O.i 


4-(%)  UU+C*  xx-6*x-{~]aa)z.K. 


v° 


-4‘ 

0.0  O.f  O.i  0.0 

+r  4y  ’ 4"  (°  jw«*.4-(°  /)«ü4-?  4X-24 

i.o  O.Ç.O.O 

4-(i)“4+(o)'<,2--Ho),‘,î-l-Ho)'<i,+(0t+ 


-++i*-4— i'4— »4-K*4 

+(4X>  -4*)  «+(  J4>  -Î4J-24J-B4,> 
4>(l544)M«-(244)Mi*i-(]44-3  444.3  4 a)?.?. 

: : : .4.(24—24)?.’ 

L4~«+  . . . . ; : +1* 


La  transformée  eft  donc  &a*+  3 a'  u 4-  6aaa  u — 

2 a*uz  4*  i uazz  4-  4 <*«’  ■+- «4  + z*  = o. 

30.  S’agit-ii.  de  changer  la  pofition  d’un  des  deux 
Axes  (ans  changer  l’Origine  ; de  fubftituer  [ §.  24.  Il  & 111  ] 
pz  à jc  , & qz  4-  u à y , ou  ru  4-z  à x , & su  à y ; on  le 
pourra  faire  d’une  manière  analogue  à celle  qui  a été  pra- 
tiquée dans  le  §.  28,  pour  fubftituer  w4-zàx,ou»4- 
» à y. 

Car  fi , dans  un  terme  quelconque , comme  ax  y , on 
écrit  p s pour  x Sc  qz  + u pour  y , ce  terme  fera  cha.igé 

b b,  t b h , / / , . /— 1 /—i  . 

en  ap  z (fZ4-«  ) z=zap  z (q  z + /q  z «Hh 

L'zrJf'-V-V  + /./— v-.f/-?g,/— î o, 
J’2  blb  + l hl-il+l- 

&c.}  — ap  ij  % +lap  q Z 

h l — 2 k+l — 2 , /./ — i./ — 2 ^ /—J  'b+i—l  , 

^ z « 4-  — a p q z « 

I • 2 • j 

d'c.  Or  la  fuite  de  ces  termes  fe  calcule  par  une  Régie 
femblable  à celle  du  §.26,  & qui  le  peut  énoncer  ainfi. 

bttrod.  0 CAnalyfe  des  Lignes  Courbes,  G On 
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ni.  On  écrit  en  première  ligne  l’équation  propofée,  après  Chap.it. 
avoir  changé  x en  pz  & y en  qz>  c’eft-  à -dire,  après  10* 
avoir  écrit  p pour  x & q pour  y , & après  avoir  multiplié 
chaque  terme  par  une  puiffance  de  z dont  l’expolànt  l'oit 
égal  à la  Comme  des  expolânts  de  x & de;y  dans  ce  terme. 

On  forme  la  fécondé  ligne , en  multipliant  chaque  terme 
qui  renferme  quelque  puillance  de  q par  l’expofant  de  cet- 
te puiflancc , en  le  divilànt  par  q , & changeant  un  z en 
un  ».  La  troifiéme  ligne  le  formera,  en  multipliant  chaque 
•erme  de  la  fécondé  , qui  contient  quelque  puiffance  de  q , 
par  la  moitié  de  l’expofant  de  cette  puilTàncc,  divilànt  par 
q , & changeant  un  z en  un  » , &c.  Scc. 

Ainfi,  dans  ax^ , écrivant  pz  pour  x,  & qz  pour 

y , on  aura  ap^ q^ z^~^,  premier  terme  ou  prémiére  li- 
gne. Ce  terme  multiplié  par  / cxpolànt  de  q , divifé  par 

q , & par  le  changement  d’un  z en  »,  devient  lap^ q~~x 
zh  + / 1 « , lècond  terme  ou  lêconde  ligne  : qu’on  mul- 

tipliera par  — — i,  moitié  de  l’expofant  de  q , qu’on  divi- 

lèra  par  q , & où  on  changera  un  z en  »,  pour  avoir  le 

/./ — i h 1-2  h-\-l-2 
ne ap  q z » , 

i.  2 r 7 * 

& on  continuera  de  même  jufqu’à-ce  qu’on  vienne  à des 
termes  qui  ne  renferment  plus  la  lettre  q. 

Exemple.  On  propolè  de  lubftituer  pz  à x,  & qz  4* 

* à y dans  l’éq  : a'  q*  b'  x 4«  aby  4-  3 ax ''  4<  4 axy  4-  8 byy 
— o.  Cette  équation , en  changeant  x en  pz  & y en  qz , eit 


troifiéme  terme  ou  la  troifiéme  lig 
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*'  + blpz  4 abqz  + ? ap'z1  4 4 apqz1  >4»  8 bqxz % 
o o 1 o 1 2 

établi  + 4 stpuz  >{*  \6bquz 


4 % bu u 


PL.  IDi 


La  transformée  eft  donc  a 5 4 ( £'/>4  abq)z*{*abu 
+ ( 3 aPP  + â/tp] 4-  %bqq)zz  + (4 ap  4 1 6bq)  uz  + 8 buu—  o. 

De  meme  s’il  faut  fubditucr  su  k y , & r w 4 z à x , 
on  pofêra  en  première  ligne  l’équation  propofec  , après 
avoir  changé  x en  ru  & y en  /»  , & on  opérera  fur  r 
comme  on  vient  d’opérer  fur  q , en  changeant  de  ligne 
en  ligne  un  u en  un  z,  8cc. 

Voici  le  procédé  du  Calcul  (ur  le  même  "Exemple . 

+(bir>i*  abs  ) » 4 ( $arr  4 4 ars  4 8 bss)  uu 

o 1 o 210 

4*  bx  z 4 (6ar  4 \as  ~)uz 
o 5 o 

4 3 a z Z 

Ainfi  la  transformée  eft  a'  4.  (b'r  4 abs)  u + ( 3 arr  4 
4 4rs  + Sirr  ) 4 b'z  4 ( 4 4<*-f  )»z  4 l^izz  — o. 

On  pourroit  de  même  fübftituer  tout  à la  fois  />  z4 
ru  à x , & yz4-r»àj')  ce  qui  change  la  pofition  des 
deux  Axes  fans  changer  l’Origine.  Mais  cette  transforma- 
tion a un  peu  plus  d’embarras  & un  peu  moins  d’utilité 
que  les  précédentes.  Nous  la  laiderons  donc  pour  venir 
à quelque  chofè  dc^  plus  eflèntiel. 
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CHAPITRE  III. 

Des  différents  Ordres  des  Lignes  algébriques. 

[.  S1*  T Lignes  alcebriq.ües  confidérées  ana-  §. jt. 

I j lyriquement  le  divifcnt  en  differents  Ordres  , fé- 
lon les  degrés  de  leurs  équations.  Ces  degrés  s’eliiment , 
comme  dans  les  Egalités  déterminées  , par  le  dégré  du 
plus  haut  terme  de  l’équation.  Mais  , puifque  dans  les 
équations  des  Lignes  algébriques  il  y a deux  indétermi- 
nées x 8c y,  le  dégré  de  chaque  terme  s’cflime  par  la  Com- 
me des  expofànts  des  puiffànccs  de  x & de^.  Les  termes 
qui  n’ont  que  des  confiantes , dans  lcfquels  il  n’y  a ni  x 
ni  y , font  du  dégré  zéro.  Ceux  qui  n’ont  qu’un  x fans 
y t ou  qu’un  y fans  x , mais  où  cette  indéterminée  peut 
être  multipliée  par  un  coefficient  ou  une  grandeur  conf- 
iante quelconque , comme  b y ou  c x , font  des  termes  du 
premier  dégré.  Les  termes  du  fécond  dégré  font  ceux  où 
fè  trouvent  xx,  xy , ou  y y.  Mais  x' , xxy,  xyy  8c  y'  font 
les  termes  du  troifiéme  dégré  ; x* , x'y,  x1}1 , xy1 , & y\ 
ceux  du  quatrième , 8c  ainli  de  fuite. 

32.  On  peut  donc  former  , pour  chaque  Ordre  de 
Lignes , une  Equation  générale , qui  repréfente  toutes  les 
Lignes  pofliblcs  de  cet  Ordre -là  : lefquelles  enfuite  fè  di- 
vifcnt 8c  fubdivilcnt  en  Genres  & Efpéces , félon  la  variété 
des  coefficients  qui  multiplient  les  termes  de  ces  Equa- 
tions. 

L’éq  : a -f-  by  4*  ex  = o , exprime  la  nature  des  Lignes 
du  prémier  Ordre , parce  qu’elle  n’a  aucun  terme  qui  patte 
le  prémier  dégré. 

L’éq: 
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Ch.  ni.  L’éq  : a 4*  by  4<  ex  + iyy  4-  exy  + /**  = o repréfente 
3**  une  Ligne  quelconque  du  fécond  Ordre , parce  qu’il  ne  s’y 
trouve  que  des  termes  du  fécond  degré  ou  des  degrés  in- 
férieurs. 

L’éq  : a 4-  b y ►£<  ex  4*  dyy  4*  exy  ►f*  fxx  4<  gy%  4*  bxyy 
4<  i x1  y l x'  z=z  o , exprime  en  général  une  Ligne  du 
troifiéme  Ordre  , parce  que  les  termes  les  plus  élevés  ne 
font  que  du  troifiéme  Ordre  , &c.  * 

o • 

gg.  Dans  cette  manière  d’eftimer  l’Ordre  d’une  Ligne 
algébrique,  on  fuppofè  que  fon  équation  eft  irrédu&ible : 
parce  qu’une  équation  rédu&ible  eft  moins  l’équation  d’u- 
ne Ligne  d’un  certain  Ordre  , que  celle  de  deux  ou  plu- 
fieurs  Lignes  de  quelques  Ordres  inférieurs  [ §.  20  , 21  ]. 
Cela  eft  pourtant  indifférent  en  foi- même,  & rien  n’em- 
pêche qu’on  ne  regarde  , fi  l’on  veut , le  (yfléme  de  deux 
Lignes  du  premier  Ordre  , comme  une  Ligne  du  fécond 
Ordre  ; & le  fyftéme  de  trois  Lignes  du  prémier  Ordre  , 
ou  celui  de  deux  Lignes,  l’une  du  prémier,  & l’autre  du 
fécond  Ordre , comme  une  Ligne  du  troifiéme  Ordre , &c. 

j 4.  Ce  î.d’il  y a de  plus  important  à remarquer 
fur  cette  diftribution  des  Lignes  algébriques  par  Ordres , 
c’eft  que  chaque  Ligne  eft  fi  bien  fixée  à fon  Ordre , qu’el- 

G g le 

* Mr.  Newton  diftingue  les  Ordres  des  Lignes  6c  les  Genres  des 
Courbes.  Comme  le  premier  Ordre  ne  renferme  que  la  Ligne 
droite  [ Voyez  ci-dejfous  j).  40.  ] , il  appelle  Courbes  du  premier 
Genre,  les  Lignes  du  fécond  Ordre,  Courbes  du  fécond  Genre, 
les  Lignes  du  troifiéme  Ordre  , 6c  ainfi  de  fuite.  Quelque  ré- 
pugnance qu’on  ait  à s’écarter  des  dénominations  établies  par  ce 
Grand  Homme , il  m’a  paru  que  cette  diflinéfion  génoit  trop  l'ex- 
prefïïon , & je  me  fuis  déterminé  à dire  indifféremment  , Cour- 
bes ou  Lignes  du  fécond  Ordre,  Courbes  ou  Lignes  du  troifié- 

me  Ordre,  <5cç. 
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Pt.  III.  le  n’en  fort  point  , par  quelque  équation  qu’on  la  repré- 
lènte.  Je  veux  dire  , qu’cncore  qu’on  puillé  exprimer  la 
nature  d’une  Ligne  algébrique  par  une  infinité  d’équations 
différentes , lelon  le  choix  qu’on  fait  de  l’Origine , & la 
pofition  qu’on  donne  aux  Axes  ; cependant  toutes  ces 
équations  font  d’un  même  Ordre  , auquel  par  conféqucnt 
la  Ligne  propofée  doit  (è  raporter. 

En  eflet , fi  l’équation  de  cette  Ligne  qui  exprime  le 
raport  entre  les  coordonnées  x & y elt  d’un  certain  Or- 
dre ; l’équation  , qui  exprimera  le  raport  entre  d’autres 
coordonnées  z & //  de  la  même  Ligne  , crt  néceffairemcnt 
du  même  Ordre.  Car  quelque  variée  que  (bit  la  pofition 
des  z & des  tt  par  raport  aux  x & aux  y , on  aura  tou- 
jours [ §.  24  J x — m 4- pz^r  u , & v = «4*  s u\ 
& en  lùbfiituant  ces  valeurs  de  x 8t  de  y dans  l’équation 
qui  exprime  leur  raport , on  aura  la  transformée  qui  don- 
ne le  raport  des  coordonnées  z & u.  Mais  puifque , 
dans  les  équations  x = pz  + ru  , y = » 4-  yz  4* 
z & » ne  montent  qu’au  premier  degré  , non  plus  que  x 
& y , il  s’enfuit  qu’apres  la  fubfiitutîon  , 7,  & « ne  monte- 
ront dans  l’éq  : transformée  qu’au  même  dégré  où  mon- 
tent x & y dans  la  propolee.  Donc  l’éq  : des  z & « fera 
du  même  Ordre  que  celle  des  x & y.  Ainfi  l’Ordre  d’une 
Ligne  algébrique  ne  change  point  par  le  changement  de 
lès  coordonnées.  * 

35.  Mr.  Newton  arrange  les  termes  de  l’équation 
d’une  Ligne  algébrique  dans  un  Parallélogramme  divifé 
en  pluficurs  Cafés , ou  petits  quarrés.  Il  place  dans  cha- 
que ligne  horizontale  les  termes  où  la  variable  y a le  mê- 
me expolant , & ces  expolànts  augmentent  d’une  unité  en 
montant  de  ligne  en  ligne  : Il  place  dans  chaque  colomne 

verticale 


* Ufuge  de  FAnalyfe,  Ùc.  pag.  j jo.  Sc  fuiv. 
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Ch.  m.  Verticale  les  termes  où  l'indéterminée  x a le  même  expo-  Pc.  III. 
f- SS-  font , & ces  expolànts  croiflênt  d’une  unité  en  pafTant  d’u- 
ne colomne  à l’autre  de  gauche  à droite.  Ainfi  chaque 
terme  a fa  Cale  déterminée  par  les  expofants  d’x  & d’y 
dans  ce  terme. 


&C.  | 

&c. 

&C. 

&c. 

&C.  &c. 

ly-  j 

rxy*  1 

xxy 

&Y  à-c. 

âÏ 

mxf 

sx'y ’ /3x’jy’ 

ex*y’  crc. 

dÿ 

hxy * 

nxxyx 

txlyl 

yxéy'  &c. 

by 

exy 

ixxy 

p*'y 

vx*y  &c. 

a 

c X 

fx' 

kx' 

yx*  &C. 

Mais  comme  dans  cette  difpofition  les  termes  d’un 
même  dégré  fe  trouvent  placés  en  : diagonale  , Mr.  D e 
G u a , en  tournant  le  Parallélogramme , lui  a donné  une 
fituation  plus  commode  *.  Il  fc  préfènte  alors  comme  un 
triangle , dont  la  pointe  regarde  en  embas , & où  les  ter- 
mes de  l’équation  générale  (ont  placés  comme  on  le  voit 
dans  cette  Figure,  qui  explique  la  chofe  fuffifamment. 


* Vfige  de  T AnaJyfe , &c.  pag.  24.  &c. 


&(. 
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Pt. III.  &c.  &C.  &C.  &c.  érc.  &C.  frc.  Ch.  III. 


7,6.  D a.  n s ce  Triangle,  que  l’Auteur  apelle  Triangle  al- 
gébrique ou  analytique , chaque  Cale  prend  fon  nom  des  x 
& des  y qu’elle  contient.  La  Calé  inferieure  feule , qui  n’a  ni 
x ni  y,  fc  nommera  la  Café  de  la  pointe,  ou,  pour  abréger,  ‘ 
la  Pointe  du  Triangle.  Des  deux  Cafés  qui  la  touchent  , 
l’une  s’apelle  la  Café  y , l’autre  la  Café  x.  Les  trois  voifi- 
nes  fé  nomment  la  Café  y y , la  Café  xy , &'  la  Café  x x. 
On  comprend  afléz  par -là  quel  eft  le  nom  de  chaque 
Café. 

Dans  cette  difpofition  on  voit  i°.  que  tous  les  termes 
d’un  même  degré  font  dans  le  même  Rang  horizontal  ; les 
plus  hauts  degrés  dans  les  Rangs  fuperieurs  , les  plus  bas 
dans  les  Rangs  inferieurs.  Chaque  équation  ge'nérale  a au- 
tant de  rangs  que  l’expofànt  de  fon  Ordre  a d’unités , fans 
compter  la  Café  de  la  pointe  , où  l’on  place  le  terme 
confiant. 

2°.  Que  fi  l’on  veut  ordonner  l’équation  par  x , c’eft- 
à-dire , fuivant  les  dimenfions  de  la  variable  x , on  n’a 
qu’à  confidérer  comme  les  termes  de  cette  équation,  les 

Bandes 
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Ch.iii.  Bandes  qui  montent  de  droite  à gauche.  Dans  le  Trian-  pl.  ni. 
glc  ci-deflus,  le  premier  terme  fera  la  plus  haute  bande  , 
qui  confifte  dans  le  lèul  terme  <r  xf  , & cette  bande , foie 
qu’elle  n’ait  que  ce  terme  , l'oit  que , le  Triangle  étant  pro- 
longe , elle  en  ait  plufieurs , lè  nommera  la  Bande  x‘.  Le 
fécond  terme  fera  la  bande  contiguë , qui  a les  deux  Ca- 
fés qx*  & v x*y  , ou  Qq  -\-vy')  x*  : elle  s’apelle  la  Bande 
x \ On  prendra  pour  troifiéme  terme  la  bande  luivantc 
/x*  , px'y  , ux'y'  , ou  (l  -\-p  y uyl  ) x*  : c’ell  la  Bande 
x‘  ; pour  quatrième  terme  la  bande /xx,  ixzyy  ox* y1 , 
txiyi  , ou  (f+sy  + o y1  +ty'  )x* , qui  eft  la  Bande  x1  ; 
pour  cinquième  terme  la  bande  ex , exy  , hxy1 , nxy' , sxy\ 
ou  ( c + ey  + h y1  -4-  ny'  sy+  ) x , qui  s’apellc  la  Bande 

x:  & pour  fixiéme  & dernier  terme  a-\-by-\-  dyy  -f-£yJ  -f. 
my*  -t-ry' , que  nous  nommerons  la  Bande  fans  x , ou  la 
Bande  des  putfances  d'y. 

De  même , fi  on  veut  ordonner  l’cquation  par  y y on 
prendra  pour  lés  termes  conficutifs  les  Bandes  qui  mon- 
tent de  gauche  à droite,  Iç. , i°.  la  Bande  y ’ , qui  n’a  ici 
que  le  terme  ry\  2°.  la  Bande  y*  qui  a les  deux  termes 
tny 4 , sxy* , ou(w  *{<sx  )y\  $ la  Bande  y ’ compolée  de 
trois  termes  g y' , « xy' , tx1yi  , ou  (g*knx-\-tx")y'. 

4*.  la  Bande  y1  qui  contient  quatre  termes  dyl  , h xyz , 
oxzyz  y ux'y1  , ou  (d-{-hx-{-  oxz  ux'  )yz.  50.  la  Bande 
y , qui  eft  by  -{-exy  + ix'y  -\-px'y  + vx*y  , ou  (b  + ex  4< 
sx1  4 px ’ + vx*  )y.  6°.  enfin  la  bande  a ^ c x ^fxx  ^ 

/x’  -J-  qx*  + r x'  y qui  fe  nomme  la  B/tnde  fans  y , ou  la 
Bande  des  putfances  d' x. 

? 7.  On  voit  par  cet  arrangement  que  l’cquation 
générale  des  Lignes  du  premier  Ordre  a [ 1 -f-  2 — ] j ter- 
mes ; que  celle  du  lécond  Ordre  a [ 1 + 2 + $ =J6  ter- 
mes ; celle  du  troifiéme  [ I+2+J  + 4]  = 1 o termes , 

& ainfi  de  fuite , lélon  la  fuite  des  nombres  triangulaires. 

Jn/rod.  à P Analyfe  des  Lignes  Courbes,  H Le 
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5» 


Pt. III.  Le  nombre  des  coëfficiens  a,  b,  c , d,  e,  &c.  de  cha-  c«.ni. 


que  équation  générale  [ §.  $2  } clt  le  même  que  le  nom- 
bre de  les  termes.  Mais  ce  nombre  des  coefficients  peut 
être  diminué  d’une  unité,  parce  que  le  fécond  membre  de 
ces  équations  étant  zéro , on  peut  divifcr  tout  le  premier 
membre  par  un  coefficient  quelconque  , comme  celui  de 
la  plus  haute  puilfance  d'y  ou  d'x , laquelle  , après  cette 
divifion,  n’a  pour  coefficient  que  l’unité. 

Ainfi  , divi.ant  par  c l'équation  générale  du  premier 

a b 

Ordre  a+by  + c*=o  y elle  fè  réduit  à - ~y  + 

C c 

dans  laquelle,  avec  l’unité  qui  multiplie  x,  il  n’y  a que 
deux  coefficients  — & 


§•  J 7- 


Si  donc  v eft  l’expofant  d’un  Ordre  quelconque,  le 
nombre  des  coefficients  de  l’équation  générale  de  cet  Or- 
dre lèra  {vv  + fomme  de  la  progrclfion  arithmétique 
2 + j + 4 >+•  <;  + &(,  dont  la  différence  elt  1 , le  premier 
terme  2 , & le  nombre  des  termes  v * . 


38.  Il  suit  de  là,  qu'on  peut  régulièrement  faire 
pafTer  une  Ligne  de  l'Ordre  vt  par  le  nombre  4w  + ïv 
de  points  donnés , ou  qu’une  Ligne  de  l’Ordre  v clt  dé- 
terminée & fon  équation  donnée,  quand  on  a fixé  ±vv 
points  par  leiquels  elle  doit  pafïër. 

Ainfi  une  Ligne  du  premier  Ordre  eft  déterminée  par 
deux  points  donnés;  une  du  fécond  par  5;  une  du  troi- 
fiéme  par  9;  une  du  quatrième  par  141  une  du  cinquiè- 
me par  20  , &c  : 


U 


* Shilling,  Line*  tenu  Qrdinis , tôv.  pag.  3 & fuiv. 
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Ch. ni.  La  Démonftration  n’a  befoin  que  d’un  Exemple.  * . Fl. III. 

5-  }8,  Soient  A,  B,  C,  D, E cinq  points  donnes  par  lcfi-  Flg_  tu 

quels  il  faut  faire  paflér  une  Ligne  du  fécond  Ordre.  On 
mènera  à volonté  deux  droites  FG , FH , par  un  point  F , 
qu’on  prendra  pour  TOrigine  , & ces  droites  pour  les 
Axes  ; après  quoi  menant  par  les  points  donnés  les  or- 
données Aa,  Bb,  Ce,  Dd,  Ee;  elles  feront  données,  auflï 
bien  que  les  abfcifics  Fa , Fb , Fc , Fd  , Fe.  Qia’on  nomme 
donc  Aa  , a;  Bb , b\  Ce,  c\  Dd , d;  Ee,  e\  & Fa  , «*; 

Fb  , 0 ; Fc,  y;  Fd , J ; F e , » ; & qu’on  prenne  l’éq  : A 
4 -5/4  Cx  4-  Dyy-\~  Exy  4*  **  = o pour  celle  de  la  Li- 
gne du  fécond  Ordre , qui  doit  paflér  par  les  points  don- 
nés A , B , C , D , E.  Il  s’agit  de  déterminer  les  cinq 
coefficients  inconnus  A,  B , C,  D y E.  Or  pour  cela  nous 
avons  cinq  équations.  Car , puifque  la  Courbe  patTe  par 
le  point  A,  il  faut  qu’à  l’abfcillé  Fa  [ a J réponde  l’ordon- 
née a A [ a ].  Donc  x étant  * , y eft  a.  Mettant  donc 
dans  l’éq:  A + By^  Cx Dyy  + E*y  xx=o  , * pour 
x Si  a pour  y , la  condition  de  paffer  par  A la  réduit  à 

............  . A~i~Bii-l~C,&-i~Dj4~{~E'itt  4*®"— o 

La  condition  de  paflér  par  B,donnedcrnème.^4-BM-C/34-/^-i-£^/3-f-A3  =o 
Celle  de  palTer  par  C,  donne  ....  A<+>Bc-{-  Cy-\-D:c+Ecy  o 

Celle  de  paffer  parD,  donne  . . . A*i*Bd+C£+Ddd+E^ 

Et  celle  de  paffer  par  E,  donne  enfin  . . A-t*Be+C t+D.'e+Eet  4 » — ° 

On  peut  par  le  moyen  de  ces  cinq  équations  trouver 
les  valeurs  des  cinq  coefficients  A , B,  C,  D,  E , ce  qui 
détermine  l’éq  : A+By  4Cx  4 Dyy  + Exy  4 xx  = o de1 
la  Courbe  cherchée. 

Le  Calcul  véritablement  en  féroit  affczlong  f : mais  il 

H 2 n’eft 

* T Ane  et  tertii  Ordinis  , &c.  pag.  6ç. 

Newton,  Arithmetica  univerfalis.  Probl.  LXI.  pag.mihi  2JJ. 
t C’eft  à Y Algèbre  à donner  les  moyens  d’abreger  ce  Calcul. 

Je 
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ft.HL  n’eft  pas  bcfoin  de  le  faire  , pour  fè  convaincre  qu’il  cft  Ch.  lit. 
toujours  pollîble  de  faire  paffèr  une  Ligne  du  fécond  § 
Ordre  par  les  5 points  donnés  A , B , C , D , E , & 
en  général  une  Ligne  de  l’Ordre  v par  le  nombre  |î>î>  + 

de  points  donnés.  Il  fuffit  de  voir  que  chaque  point 
fournit  une  équa  ion , & qu’on  peut  déterminer  autant  de 
coefficients  qu’on  a d’équations.  Donc  points 

déterminent  î 'J  v + 1 v coefficients  , c’eft  - à - dire  , autant 
qu'il  y en  a dans  l’équation  générale  des  Ligues  de  l’Or- 
dre v [§.  prcc.  ]. 

Comme  dans  ces  Equations,  les  inconnues  A , D,C , 

V , E ne  montent  qu’au  premier  dégré  , le  Problème  fera 
toujours  polfiblc , & les  Racines  imaginaires  n’y  peuvent 
apporter  aucune  exception  ou  limitation  ; parce  que  ces 
coefficients  le  déterminent  fans  qu’il  foit  belbin  d’aucune 
extraction  de  racines , qui  elt  la  ièulc  opération  qui  puifle 
introduire  des  imaginait  es  dans  un  Calcul.  Mais  il  peut 
arriver,  ou  que  quelques-uns  de  ces  coefficients  foient 
zéro  ; & alors  Péqua.ion  de  la  Courbe  cft  réduite  à un 
moindre  nombre  de  termes;  ou  que  quelques-uns  le  trou- 
vent infinis;  & alors  les  termes  qui  font  affectés  de  ces 
coefficients  font  féuls  toute  l’équation  , les  autres  s’éva- 
jnoüiffant  en  comparaifon  de  ceux-là  : ou  que  quelques- 
uih  relient  indéterminés  ; & alors  on  peut  faire  palier  par 
les  points  donnés  une  infinité  de  Lignes  du  même  ordre. 

Si  l’on  avoit  bcfoin  de  chercher  actuellement  l’équation 
de  la  Courbe  qui  paflè  par  un  nombre  de  points  donnés, 
on  abrégeroit  le  Calcul  en  prenant  un  des  points  donnés , 

comme 

Je  crois  avoir  trouve  pour  cela  une  Régie  aflitz  commode  & gê- 
ner de,  lorfquon  a un  nombre  quelconque  d'équations  & d incon- 
nues dont  aucune  ne  palTe  le  premier  degré.  On  la  trouvera 
dans  l’ Appendice , JV“.  1. 
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Ch.tii.  comme  A , pour  l’Origine.  Car , à ce  point , l’abfcifte  & Pu  ni. 
j8‘  l’ordonnée  étant  zéro,  on  aura  « & a tous  deux  zéro.  Ain-  F‘&'  ,J' 
fi  la  première  des  cinq  équations  ci-deflus,  eft  réduite  à 
A = o,  & les  quatre  autres  à 56  + 03+  Dbb  +£/3i-f/S/3 
= o , 5r+  Cy+Dcc+Ery  +» = o , Bd + C$+Ddd  +E</<T 
+ <T^  = o , Be  + C*  + Dee  + Eft+  «i  = o , ddquclles  on 
tirera , 

0ydt(fr-y)(le-d*)-frcie(fr-iXye-x)+Bcdt(fr-i)(yd-ci)-byte(y-iX&e-h) 

n -j-bydt  y~t)(frd-bij — UU  (t-t X/8f-.’>) 

()8  by  ie-dt)  bc-ie)-  frd-bl)'  ye-ci )(bJ >-<<’)+(  3f  bt)(yd-ci) ( be-\-cd ) 

(fifre-  byy'/ie-dt)dc-{frfrd-bil)(yc-c*)ce-\-  frfre-buXyd- ei)cd  -\-[yyd-iii)(fre-b*jte 
- -( yye-c*i)( fr.i-bi)bd-\-[  iiedtt'ifrc-by)  bc 

(fre- by^(ie-d*,  (/>c+ Je)- ( frd-bi  yect)(bd-{-ce)-\-(fre-b*)(yd-cij  Le-\-id J 
_ fbe-by\  ir-JtM fry  +>«  ' (frd-b&)(ye-c*}‘.  fri -\-yt''-\-(fre-bt)(yd-cl)(frt  f-yî) 

( fre-by  iit-d*\bc  d~dc r<frd-bi)) ye-ct)~bd f-ce ) + (fre  bt ) ( yd- cï)(be  +ÜÏ) 

P (3  Ay)  ' d*)  (frrj’y^fj-dt)  -(frd-b) 1 (ye-ct)  (frdfi  ^e^ct)  + 'fr-bt)  (yd-cï)  (frrftftdisï) 

= {frc^bÿÿfe-d*)( bc-+-4e)—^fr d-blf  ye-L*j(bd+ceJ-{- ( fre-btf  yd-d,(be+*d)  * 

Mais  on  abrégera  encore  plus  fi  l’on  prend  pour  Axe 
des  ordonnées  la  droite  A B & pour  Axe  des  abfciflès  la  M-. 
droite  A E , menées  du  point  A à deux  des  points  don- 
nés B , E.  Alors  l’ordonnée  AB  [6]  ayant  une  ablciflë  [/3] 
zéro,  & l’abfciflc  AE[i]  ayant  fon  ordonnée  [e]  égale  à 
zéro , les  valeurs  de  5,  C,  D , E,  le  réduiront  à 

byï  ( d(t — y) «h  Q 

c d (y  (b d)  — (b—c )$*) 

c d%  (y  (b d) (b cN«f  ) 

cd  (y  (b—d) (b e)S) 

n . ><?(<«—>> — •% — J)0 B 

^ cd(y(b d — ( b— OS)  b 

F et(b — e)(  « — — yd(b  — d)(* — >) 

(d  Qj.  (b—d ) - - (b  { j£) 

' ' * 

H 3 de 
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Pl. III.  de  forte  que  lequation  fera  [en  multipliant  par  le  dénomi- 
nateur commun  J , cd(y(b d') (Æ c )<T)jrx 

( ydKb — d)(  t y") — ci' fi OC* — ^))  + yf(Â* — y) 

(e $y)yy «'•  ( y 'J} d) (b Cjf)  x byS  (4(*  — 

>)  — J»y  =o. 

39.  Dr  ce  q.ue  l’équation  d’une  Ligne  algébrique  ne 
change  point  d’Ordre  , quelque  pofition  qu’on  donne  à 
(es  coordonnées  [§.  34]  ; il  fuit  qu’une  Ligne  ne  peut 
être  coupée  par  une  Droite , qu’en  autant  de  points  , au 
plus , qu’il  y a d’unités  dans  Xrxpofant  de  fin  Ordre , c’eft- 
à-dire,  dans  le  nombre  qui  marque  quel  eft  l’Ordre  de 
cette  Ligne.  QuYine  Droite  ne  peut  couper,  par  ex.  une 
Ligne  du  premier  Ordre  qu’en  un  point  , une  Ligne  du 
fécond  Ordre  qu’en  deux  points , une  du  troifiéme  qu’eu 
trois  , &c. 

Car  on  peut  toûjours  prendre  cette  Droite  pour  l’Axe 
des  abfcirtês  ou  pour  celui  des  ordonnées , fi  elle  ne  l’cft 
déjà  : & par  cette  tranlpofition  des  coordonnées  l’équation 
de  la  Courbe  ne  parte  point  dans  un  autre  Ordre.  Main- 
tenant , pour  avoir  tous  les  points  où  la  Courbe  rencontre 
la  Droite , que  nous  fuppoferons  ctre  l’Axe  des  ordonnées  , 
il  fout  foire  l’abfcirtc  x égale  à zéro  [§.  15]  & les  racines 
y de  l’équation  qui  nait  de  cette  (ùppofition  défignent  tous 
les  points  où  la  Droite  rencontre  la  Courbe.  Mais  ces  ra- 
cines ne  peuvent  être  en  plus  grand  nombre  que  les  uni- 
tés dans  le  plus  haut  cxpofànt  d’y , & ce  plus  haut  expo- 
font  d’y  ne  peut  furparter  l’expofant  de  l’Ordre  de  la  Cour- 
be [ §.  31.  32].  Donc  la  Droite  ne  fouroit  rencontrer  la 
Courbe  qu’en  autant  de  points,  au  plus,  qu’il  y a d’uni- 
tés dans  l’cxpofànt  de  l’Ordre  de  cette  Courbe. 

Il  ert  très  poflîblc  qu’elle  la  rencontre  moins  fouvent , 
ou  meme  point  du  tout.  Car  dans  l’équation  que  don- 
ne la  fuppofition  x ==;  o , il  peut  fort  bien  le  faire  qu’y  ait 

lôn 


Cm.  III. 

§.j8. 
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Ch.  il  T.  fon  plus  haut  exposant  inferieur  à celui  de  l’Ordre  de  la  Pl.  iii. 
5-  v>-  Courbe  : il  peut  le  faire  que  cette  équation  ait  des  racines 
imaginaires , & les  ait  même  toutes  ; ce  qui  donne  des  in- 
terjections imaginaires  & qui  n’exiltent  pas  : il  peut  fc  faire 
que  deux  ou  plufieurs  des  racines  réelles  de  cette  équa- 
tion (oient  égales  ; & alors  deux  ou  plufieurs  points  d’in- 
tcrlêétion  (e  confondent  en  un  (èul. 

boit , par  ex.  le  Cercle  M E F décrit  du  centre  C avec  Fig.  *j. 
un  raîon  CM  = r , & dont  l’équation,  en  nommant  z l’ab- 
fcifle  CP,  & u l’ordonnée  PM,  cft  zz  4- tm  = rr.  On 
demande  en  combien  de  points  (à  circonférence  rencontre 
la  droite  AB , qui  pafle  par  les  points  A & B des  Axes  CA, 

CB  , dont  les  diftances  à l’Origine  (ont  CA— a & CB  = 
b.  boit  nommée  AB,  (,  &,  à caufe  du  triangle  re&angle  ACB, 
on  aura  u =aa  >+>  bb.  Si  l’on  prend  AB  pour  l’Axe  des 
ordonnées,  en  regardant  AQ^[x]  comme  l’abfcifTe  du 
point  M , & QM  [ y ] , parallèle  à AB , comme  fon  ordon- 
née, on  aura  [§.  24]  » = & z=x  — a+-^.  Ces 

valeurs  de  % 81  de  « fubftituées  dans  l’éq  ■ zz+  uu  = rr, 

la  transforment  en  x x — 2 a x -f-  a a + — 2JL!L_ u 

f e 

~~+  ~~  =rr > ou  [puifque  aa  + bb=:cc]  en  **  — 

2 axy  ?a*v 

2ax  + aa  4-  — - +yy  — rr,  qui  exprime  la  na- 

ture du  Cercle  rélativemcnt  aux  coordonnées  AQJ>]  & 

QM  [_y].  Si  l’on  fait,  dans  cette  équation,  x=o,  elle 

fe  réduira  à aa — +y  y = r r , qui  marque  par  (es 

racines  les  interfeéhons  du  Cercle  MEF  & de  la  Droite  AB. 

Cetie  équation  eÜ  du  même  dégré  que  l’Ordre  de  la  Cour-< 
be.  Un  Cercle  peut  donc  couper  une  Droite  en  autant  de 

points 


Digitized  by  Google 


DES  DIFFERE  NS  ORDRES 


«4 

Pi.  m.  points  qu’il  y a d’unités  dans  l’expofànt  de  fon  Ordre  , Cn.m. 
c’cft-à-dire , en  deux  points  ; & cela  arrive  quand  les  rat  i-  S*  if* 

aa±\/  (a* — aaccA+rrcc ) aadnzJOrree — aabb') 

nés  y= , ou  y= — 

J c J c 

de  l’cq:  *<* — Z-^  -{•  yy  = rr  font  réelles  : car  ces  raci- 

nés  de'fignent  les  deux  ordonnées  primitives  AE,  AF  par 
l’extrémité  dclquelles  paffe  la  circonfeVence.  Mais  quand 
ces  racines  font  imaginaires , les  interférions  le  font  aulïi. 

Cela  arrive  lorfquc  me  < aabb , ou  rr  < , foit  r < 

A b , 

— , c’eft-à-dire  quand  le  raïon  [ r]  CM  eft  plus  petit  que 

— , qui  eft  la  perpendiculaire  C D"  abaiflcc  du  centre 

C for  la  droite  A"3"  : Alors  les  interférions  F & E dif- 
paroilTcnt  ; la  Droite  ne  coupe  plus  le  Cercle.  Que  fi 
ces  deux  racines  deviennent  égales  ; ce  qui  a lieu  quand 

4 b 

me  = aabb , ou  r=  — , quand  le  raïon  CM  eft  cgal  à 

C 

la  perpendiculaire  CD';  alors  les  deux  points  d’interfec- 
tion  fe  confondent  en  un  (cul , le  Cercle  ne  rencontre  la 
Droite  A'ii'  qu’en  un  feul  point  D'. 


40.  Puis  q.u’  une  Droite  ne  peut  couper  une  Ligne 
algébrique  du  premier  Ordre  qu’en  un  feul  point  [§.  prec.] 
la  Ligne  algébrique  du  premier  Ordre  ne  peut  ctre  cour- 
be; car  une  Courbe  peut  toujours  être  coupée  par  une 
Droite  en  plus  d’un  point.  Donc  la  Ligne  droite  eft  la 
feule  Ligne  algébrique  du  premier  Ordre. 

C’eft  ce  que  l’on  voit  encore  évidemment  par  le  détail 
des  équations  de  cet  Ordre.  Elles  ne  peuvent  avoir  que 
trois  termes  a , i;,  & ex.  Mais  elles  peuvent  ou  les 

avoir 
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Ch.  III.  avoir  tous  trois,  ou  n’en  avoir  que  deux,  ou  même  n’en  Pl. Iv. 
§•  4°-  avoir  qu’un  : Ce  qui  fait  trois  cas'  différens. 

1.  Lorfquc  l’équation  du  premier  Ordre  eft  complette , 
c’eft-à-dire , lorsqu’elle  a (es  trois  termes  , on  peut  toûjours 
fuppolèr  que  le  terme  confiant  a eft  feul  & pofitif  dans  le 
premier  membre.  Les  deux  autres  termes  by  & ex  font  le 
lecond  membre,  où  ils  peuvent  être  pofitifs  ou  négatifs. 

Soit  A B la  Ligne  des  ablcifTes , & AD  celle  des  ordonnées,  *i-  **• 
fàilànt  entr’elles  un  angle  quelconque  DAB. 

Cas  I.  Si  dans  l’équation  réduite  à la  forme  que  nous 
venons  de  dire,  b & c font  pofitives  ; que  l’éq  : (oit  4 = 
by  + ex  : elle  reprélènte  une  Droite.  Pour  avoir  fa  pofi- 
tton  , il  lùffit  d’avoir  celle  de  deux  de  (es  points,  de  ceux, 
par  exemple,  où  elle  coupe  les  deux  Axes.  On  aura  l’un 
en  fàilànt  x==  o,  & l’autre  en  failànt7=o.  Qu’on  fade 
x = o , & l’éq  : 4=  b y >+<  c x le  réduit  à a==.by>  ou  y 
& 

= -ÿ.  On  prendra  donc  fur  l’Axe  des  ordonnées  AD, 

du  côté  pofitif,  AE  égale  à j,  qui  eft  la  troifiéme  pro- 

portionelle  à la  ligne  b y à la  ligne  a , & à la  ligne  qu’on 
prend  pour  l’unité  , & on  aura  le  point  E , où  la  Droite 
cherchée  coupe  l’Axe  des  ordonnées  [§.15].  De  même, 
fi  on  fàit  jk  = o , l’éq  : a = by<i<cx  le  réduit  à a=ext 

ou  x = ~ ; de  forte  que  prenant  lùr  A B l’Axe  des  ab- 

(cifics , du  côté  pofitif,  AC  égale  à ~ , qui  eft  la  troific- 

me  proportionne  à c , a , & 1 , on  aura  le  point  C où  la 
Droite  cherchée  coupe  l’Axe  des  ablciflès.  Il  ne  refte  donc 
plus  qu’à  mener  cette  Droite  je  dis  qu’elle  eft  repré- 

lêntée  par  l’éq  : a = by  4*  ex. 

Car  fi  d’un  point  quelconque  de  cette  Droite  on  mène 
Introd.  à P Analyfe  des  Lignes  Courbes.  1 une 
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Pi.  IV.  une  parallèle  à AD , on  déterminera  une  ablciflè  x & une  Ch  iti. 
ordonnée  y.  Ce  point  peut  être  pris  , ou  fur  la  partie  40‘ 
EC , ou  au-delà  de  C,  ou  au-delà  de  E.  i°.  Si  le  point 
elï  M , entre  E & C , l'ablciile  A P [*■]  , & l’ordonnée  PM 
[^]  iont  toutes  deux  pofitives.  Et  les  triangles  lemblablcs 

CAE  , CPM  donnent  CA  : AE  [ *-]  = CP  [y  — x ]: 

_ „ , r -i  ~ an  nx  ay  _ ax 

PM  [y  J.  Donc  g-  = ~ , ou , transpofant  , 

multipliant  par  bc  , & divilànt  par  a>  n = by  4« ex . 2°.  Si 
le  point  m ell  pris  au-delà  de  C , l’ablciile  A p [*]  cil  po- 
fttive  & l’ordonnée  pm  [_ — _y ] négative.  Et  les  triangles 

lemblablcs  CAE,  C p m donnent  toujours  C A [ * ] : A E 

C 


r ay 


[“]  = Cp[*  —]:  pra [ y].  Donc  ( , 

qui  le  réduit  auiïi  à a = by  4-"  ex.  j°.  Si  le  point  n cft 

Îjris  au  - delà  de  E , Pablcille  A tt  [ — x ] elt  négative  & 
'ordonnée  tt,m  elï  pofitive.  Les  tr.  fembL  CAE  , C w 


donnent  aulTi  C A : AE  [-^]  = C tt  [ — 


/jx  aa  ay  . 

7Tf*[y ],  ou  — h X ^ Vc==Lc  y ^ rc^u^  encore  à 

a = b y 4"  c x. 

s.  Si  b & c font  négatives,  l’équation  fera  a = — by 
■ — ex:  & faifant  x = o,  on  aura  a = — by , ou  y — 

— AE  négative , & en  failànt  x=o,  on  aura  a — 


0 

Fÿ.  »7 xx.  ou  x= =AC  aufll  négative.  Et  l’on 

C * ‘ 

prouvera , comme  dans  leTr.  précéd. , que  EC  eft  la  Droi- 
te que  réprelènte  l’éq  : a — — b y — c x. 

3-  Si 
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3.  Si  b eft  pofitive  & c négative,  l’équation  fera  a = 
by  — ex.  Et  faifant  x=o,  on  aura  a—  by  , ou  y = 

~ — A E pofitive  : mais  failànt  y = o , on  aura  a — — ex, 
b 

ou  x = — = A C négative. 

4.  Enfin  , fi  b eft  négative  & c pofitive  , l’équation 
étant  a z==. — b y 4-  ex,  on  trouvera  que  * = o donne 

y— j = AE  négative,  & que  y = 0 donne  x — y 

= AC  pofitive. 

Donc , en  général  , l’équation  du  premier  Ordre  étant 
complettc  & réduite  à cette  forme  a b yz±i  c x , où 

l’on  lûppolè  a pofitive  : 

Si  b & e font  toutes  deux  pofitives , la  droite  EC  foû- 
tend  l’Angle  des  coordonnées  pofitives  : 

Si  b & c font  toutes  deux  négatives  , E C foûtend 
l’Angle  des  coordonnées  négatives  : 

Si  b coefficient  d’^  eft  pofitif  & c coefficient  dV  néga- 
,tif,  EC  foûtend  l’Angle  des  ordonnées  pofitives  & des  ab- 
fcillês  négatives. 

Si  b coefficient  d’^  eft  négatif  & c coefficient  d’x  po- 
fitif, E C foûtend  l’Angle  des  ablciffcs  pofitives  & des  or- 
données négatives. 

Cas  1 !.  Si  l'équation  du  premier  Ordre  n'a  que  deux 
termes  , c’cft  que  a,  ou  i,  ou  t font  zéro. 

1 . Si  a eft  zéro , -y  & ~ font  zéro  : les  parties  AC , 

A E prifes  fur  les  deux  Axes  devenant  nulles  , la  Droite 
E C paflè  par  l’Origine  [ §.  14].  Cependant  ces  parties 
AC  , AE , lors  même  qu’elles  s'évanouïftènt  , gardent  leur 

raifon  de  - - à ~ ou  de  c à b : ce  qui  détermine  la  po- 

I 2 fition 


Pt.  IV. 

% 

Fig.  »8. 
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Pl.  17.  fition  de  la  Droite  reprelèntée  par  l’e'q  : rt  b y rt:  c x = o.  Ch.  IIL-I 
Car  fi  l’on  prend  Ac  = c fur  l’axe  des  ablcifiès  , & Ae 

= b fur  l’axe  des  ordonnées  , toutes  deux  pofitives  , , 

ou  toutes  deux  négatives  , fi  b & e ont  différens  fi- 
f;s.  jo.  gnes  : mais  l’une  pofitivc  & l’autre  négative  , fi  b & e 
}i.  ont  le  même  figue , & qu’on  tire  la  Droite  ec;  AM 
menée  parallèlement  à ce  par  l’origine  A , fera  la  Droi- 
te rcprélcntée  par  l’équation  zzzby  ±t:cx  = o.  Car  fi 
an  abaifil*  l’ordonnée  MP,  les  triangles  lèmblablcs  A PM  , 

Aec,  donneront  toûjours  APfx]  : PM[^]  = Ac  [r+r£]: 
Ae[qi(]  , d’ou  réiulte  ^±zby  = ^:(x  ou  ^ b y ±(x 
= o. 

2.  Si  o,  4-  cft  infinie.  La  droite  AE  étant  infi- 
nie, le  point  E eft  infiniment  éloigné  de  A,  & la  Droite 
CE,  qui  partant  du  point  C va  rencontrer  AD  à l’infini, 

CE.,  dis -je,  cil  parallèle  à AD.  La  Droite  cherchée  CE 
J2*  Jonc  parallèle  à l’Axe  des  ordonnées.  En  effet , quel- 
que point  M qu’on  prenne  de  cette  Droite,  Ion  ablciflc 

MQ^cfl  toûjours  la  même , égale  à AC  [:±=  — ]•  Or  c’eft 

ce  qu’indique  Péq  : x=nry  , ou  a-=.-±zcx  t à quoi 
le  réduit  l’éq  : générale  par  la  fuppofition  de  b = o. 

g.  De  même,  c — o,  rend  — , c’eft-à-dire  AC,  infi- 

C 

nie.  Le  point  C va  donc  à l’infini  , & la  Droite  qui  par- 
tant de  E rencontre  AB  à l’infini,  lui  cft  parallèle.  On 

4 

iig.  j j.  prendra  donc  fur  l’Axe  des  ordonnées  AE=±-^-,  & 
on  mènera  EC  parallèle  à l’Axe  des  abfciiTes.  Chaque  point  M 
de  cette  Droite  a fon  ordonnée  MP  égale  à AE  [±  Elle 

cil 
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eft  donc  repréfentée  par  l’éq  : y = ±-*  , ou  a = ^±zbjyt 

réduite  de  l’éq.  générale  a~±  byzzec x > par  la  fuppofi- 
tion  de  c = o. 

Cas  III.  Si  l’équation  du  premier  Ordre  n’a  qu’un  (cul 
terme,  ce  ne  (era  pas  le  terme  a , qui  donneroit  <*=  o, 
équation  impolïible , puifquc  a eft  une  grandeur  donnée  : 
mais  ce  fera  le  terme  by , ou  le  terme  ex. 

1.  Si  l’équation  cil  by  =.  o,  on  aura  y = o,  qui  re- 
préfente fimplement  l’Axe  des  ablciflcs.  Les  ordonnées  de 
cet  Axe  (ont  zéro  , quelque  abfeiflè  qu’on  prenne. 

2.  Si  l’éq  ; eft  ex  = o,  on  aura  x=o  , qui  repré- 
fentc  l’Axe  des  ordonnées  , dont  chaque  point  a Ion  abfeil- 
fe  égale  à zéro. 

41.  Un  raifonnement  tout  femblable  à celui  du  §.  $9. 
démontre  qu’une  Ligne  ne  fera  coupée  par  une  Dioitc 
parallèle  à lès  ablciflcs  , qu’en  autant  de  points  au  plus 
qu’il  y a d’unités  au  plus  haut  expofant  de  .v  dans  Ion 
équation  ; & qu’elle  ne  fera  coupée  par  une  Droite  paral- 
lèle à fes  ordonnées  qu’en  autant  de  points  au  plus  qu’il  y 
a d’unités  au  plus  haut  expolânt  d’y  dans  (on  équation. 

Par  ex.  l’éq  : se1  y — a1  x + aby  = o exprime  une 
Courbe  du  troifiéme  Ordre , qui  peut  être  coupée  en  trois 
points  par  une  infinité  de  Droites , qui  ont  diverfes  pofi- 
tions.  Mais  par  une  Droite  parallèle  à fes  ordonnées , elle 
ne  peut  être  coupée  qu’en  un  point  ; parce  que  dans  Ton 
équation  y ne  parte  pas  le  premier  dégré.  Et  par  une 
Droite  parallèle  aux  ablciflès  , la  Courbe  ne  peut  être  cou- 
pée qu’en  deux  points  , parce  que  dans  fon  équation  x 
ne  s’élève  qu’au  fécond  dégré.  En  effet  , fi  la  Droite  pa- 
rallèle aux  ordonnées  coupe  l’Axe  des  ablciflcs  en  un  point 
éloigné  de  l’Origine  de  la  dirtancc  m , on  doit  regarder 
cette  Droite  comme  l’ordonnée  de  l'ablciflè  m.  Mettant 

l 3 donc 


Pu  IY. 
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IV.  donc  m pour  x dans  l’équation  de  la  Courbe  , elle  (c  Ch.  ni. 
transforme  en  m'y — a'm  + nby  =0  , qui  n’a  qu’une  lèulc  ^ 4«* 

racine  y — - ?■  La  Droite  parallèle  aux  ordonnées 

J nr+ab  r . 

ne  rencontre  donc  la  Courbe  qu’en  un  fèul  point.  Si  la 
Droite  parallèle  aux  ablcilles  coupe  l’Axe  des  ordonnées  en 
un  point  dont  la  difiance  à l’origine  foit  » , on  la  regar- 
dera comme  l’abfciflè  de  l’ordonnce  ».  Et  mettant  » pour 
y dans  l’équation,  elle  le  changera  en  nx ' — a'x-{~abn 

...  . aa-\-\/(a* — 4 abnn} 

— n , dont  les  deux  raetnes  x = - 

2 n 

o <1/1 — V(.a* 4 abrm')  , 

& a-= — — montrent  que  cette  Droi- 

2 » 

te  rencontre  la  Courbe  feulement  en  deux  points  ; qu’elle 
ne  la  rencontre  qu’en  un  point,  fi  ces  deux  racines  (ont 
égales  , ce  qui  a lieu  quand  y/  ( »4 — 4 /»£»»)  eft  zéro  , 

quand  « = St  quelle  ne  la  rencontre  point  du  tout, 

fi  ces  deux  racines  font  imaginaires  , ce  qui  arrive  quand 

a* 4 abnn  < o , quand  w > y'  —. 


42.  Si  l’on  cherche  généralement  en  quels  points  (c 
rencontrent  deux  Lignes  algébriques  dont  les  équations 
font  données  ; on  doit  conlidérer  que  quand  deux  Lignes 
fè  rencontrent , elles  ont  au  point  commun  une  ablcillé  & 
une  ordonnée  commune.  Si  donc  x 8c  y font  les  coor- 
données d’une  de  ces  deux  Lignes  , 8c  z 8c  a les  coor- 
données de  l’autre  , on  aura  à chaque  point  de  rencon- 
tre quatre  équations  i°.  x=z.  2°.  y—u.  $°.  l’équation 
de  la  première  Ligne  en  x,  y,  & confiantes.  40.  l’équation 
de  la  lecondc  Ligne  en  % , u , & confiantes.  On  peut 
donc,  en  vertu  des  deux  prémiéres  équations  , lubltituer 

dans 
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Ch. 111.  dans  la  4éme  x pour  z,  & y pour  ».  Mort  il  refte  deux  Pt.  W. 

§•  4>.  équations  en  x,  y,  & conltantcs , qui  font  celles  des  deux 
Lignes  propofécs  ; par  le  moyen  desquelles  faifant  évanouir 
y , on  aura  une  équation  en  x & confiantes , dont  les  ra- 
cines x marquent  toutes  les  abfcifles  qui  répondent  aux 
points  de  1 encontre  des  deux  L’gnes.  Comme  auflï  , fi 
par  le  moyen  des  deux  équations  on  fait  évanouir  x , on 
aura  une  équation  en  y & confiantes , dont  les  racines  y 
donnent  toutes  les  ordonnées  des  points  de  rencontre. 

Pour  déterminer  précifément  ces  points  , il  faudrait 
chercher  & l’ablcifTe  & l’ordonnée  de  chaque  point  de 
rencontre,  en  examinant  par  l’une  & l’autre  équation  quel- 
les font  les  ordonnées  qui  répondent  aux  abfcifles  qui  (ont 
prélèntées  comme  abfciiïès  des  points  de  rencontre;  ou,  ü 
l’on  le  trouve  plus  facile , quelles  font  les  abfcifles  des  or- 
données que  l’équation  en  y Si  confiantes  donne  comme 
ordonnées  des  points  de  rencontre.  On  verra  par  là  quels 
font  les  points  communs  à l’une  & à l’autre  Ligne,  c’efi-à- 
dire , quels  font  les  points  qui  font  véritablement  points  de 
rencontre. 

4$.  Cela  ferait  d’autant  plus  néccflâire , qu’encore  qu’il 
foit  certain  que  chaque  point  de  rencontre  donne  une  ra- 
cine x dans  l’e'q  : en  x & confiantes , & une  racine  y dans 
l’éq  : en  y & confiantes  ; on  ne  peut  pas  conclure  récipro- 
quement, que  chaque  racine  x,  ou  chaque  racine  y,  donne 
un  po.int  de  rencontre.  Dont  la  raifon  cft  que  chaque  ra- 
cine x marque  feulement  qu’à  une  même  abfciflè  les  deux 
Lignes  ont  une  même  ordonnée  , fans  dire  que  ces  deux 
ordonnées  foient  réelles.  Le  calcul  qu’on  a fait  n’empor- 
te pas  précifément  la  rencontre  des  deux  Lignes , mais  feu- 
lement l’égalité  d’une  abfciflè  & d’une  ordonnée  ; égalité 
qui  peut  avoir  lieu  entre  les  quantités  imaginaires  comme 
entre  les  grandeurs  réelles.  Dans  ce  cas  , on  peut  dire 
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Pl.  iv.  qu’à  ces  abfcifics  communes  repondent  des  interférions  Ch.iv. 
imaginaires,  que  le  Calcul  donne  auffi  bien  que  lés  réelles.  ^4i* 
La  même  choie  peut  arriver  par  raport  aux  racines  y. 

Cette  équivoque  (croit  levée  en  cherchant  les  ordonnées  y 
des  abfciflès  x déterminées  par  l’e'q:  en  x & confiantes; 
ou  en  cherchant  les  abfciflès  x des  ordonnées  y détermi- 
nées par  Péq  : en  y & confiantes.  On  verrait  par  là  fi 
les  points  de  rencontre  font  réels  ou  imaginaires.  Mais  ce 
Calcul  fera  long  & fouvent  impraticable. 

44.  Si  x ou  y ne  monte  qu’au  premier  dégré  dans  l’u- 
ne des  deux  équations  propolees  ; on  cli  fur  , fi  c’cit  y , 
qu’à  chaque  abfciflè  il  ne  répond  qu’une  ordonnée , qui 
par  conféqucnt  ne  peut  jamais  être  imaginaire  , puifquc 
dans  fon  expreffion  il  n’entre  point  de  grandeur  radicale. 

Ainfi  chaque  racine  réelle  de  Icq  : en  x & confiantes  mar- 
que un  point  de  rencontre  réel  & non  imaginaire.  De  mê- 
me , fi  c’ell  x qui  ne  monte  qu’au  premier  dégré  dans 
l’une  des  équations  propolees  ; on  efi  fur  que  chaque  ra- 
cine réelle  de  l’éq  : en  y & confiantes  , indique  un  point 
de  rencontre  réel. 

Soient  propofées , par  ex.  ces  deux  éq  : y y + 2 a x = 
o&.y.y  + 4xx — toax — i6<m=o.  En  éliminant^ 
on  trouvera  4XX — 12  ax  — i6aa  = o , qui  a deux  ra- 
cines , toutes  deux  réelles  x=.^.a  & x = — a.  Qu’on 
fubftituc  la  première  racine  4-*  au  lieu  de  x,  dans  l’une  & 
l’autre  des  deux  éq  : propofées , elles  fè  réduiront  à y y -+■ 

8 a a = o , qui  n’a  que  deux  racines  imaginaires  y—  + 

4 — 2 & y= — 4 a\J  — 2.  A l’abfciflè  4 a répon- 

dent deux  ordonnées  égales  dans  chaque  Courbe.  Cela 
(cmble  promettre  deux  interférions  : mais  ces  ordonnées 
font  imaginaires , & les  interferions  le  font  auffi.  Qu’on 
fubftituë  prélèntement  dans  les  éq  : propofées  la  lèconde 
racine  — a au  lieu  de  x , elles  fè  réduiront  l’une  & l’autre 

à y y 
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Ch- IH.  à yy  — — 2un  = o , qui  a deux  racines  réelles  y =:  + ay/2 , Pt.  iy. 

S- 44.  — a y/  2.  L’abfciflfe  — a a donc  dans  chaque 

Courbe  deux  ordonnées  réelles  & égaies,  l’une  pofitive, 
l’autre  négative  ; qui  donnent  par  conféquent  deux  points 
d’interlèdion  réels,  l’un  au-deflus,  l’autre  au-deiTous, do 
la  Ligne  des  abfciflès. 

Mais  , làns  ce  Calcul , on  auroit  pû  trouver  le  nom- 
bre des  points  d’interfe&ion , en  confidérant  que  dans  l’éq: 
yy  + 2ax  = o , la  variable  x ne  monte  qu’au  premier  dé- 
gré'.  Elle  n’elt  donc  jamais  imaginaire , quelque  valeur  qu’on 
donne  à y.  Atnfi  il  fuffit  de  chercher  les  racines  de  l’éq  : 
en  y & confiantes , qui  fe  trouve  en  fàifànc  évanouir  x, 

Car  toutes  les  racines  réelles  de  cette  équation  donnent 
des  interfè&ions  réelles.  Cette  équation  ell  y*  6aayy  — 
i6<*+=o,  qui  a ces  quatre  racines  aÿ/  2 , y ■=. 

— ay/ 2 , y—+\a\J  — 2 , y = — 4 a\j  — 2,  dont 
les  deux  premières,  qui  font  réelles,  donnent  des  interac- 
tions réelles , & les  deux  dernières  , qui  font  imaginaires , 
ne  donnent  que  des  interictlions  imaginaires. 

45.  On  trouvera  dans  une  infinité  d’ExcmpIes  , ce 
qu’on  a pû  remarquer  dans  celui-ci  , qu’une  (êule  abfcifi- 
-fe,  [ou  qu’une  feule  ordonnée  ] donne  .plufieurs  points 
d’interièclion.  Il  e(l  très  polfible  qu’une  meme ablcillè  ait, 
dans  les  deux  Lignes  j plufieurs  ordonnées , entre  lelqucl- 
les  il  y en  ait  plus  d’une  qui  fuit  commune  aux  deux  Li- 
gnes. Alors,  il  y a plus  d’interfeélions  que  de  racines 
lèelles  dans  J’éqr  en  x & confiantes  , puilqu’une  (eule  & 
même  racine  donne  plus  d’une  interfe&ion. 

Si  l’on  propofè , par  ex.  ces  deux  éq.  — -aa 

,s==o,  & Ji?  + ( )*  xar— *•  (*-— l>y z=  o ; en  éli- 

i ' 1 & b - ■ » 

minant  j on  trouvera  cette  éq  ; 4 çxx  - — (_  2 a — &)(<*  + 
■Jntrod.  à f Analyfe  des  Lignes  Courbes,  K £)’~o, 
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ccs  deux  racines 


fe  )*  =.o , qui  n’a  que 

al,')  t & — î^ty.(2aa. — ab} . Mais  ce  feroit  le 

tromper  que  d’en  conclure  que  les  deux  Courbes  repré- 
fentées  par  ces  deux  équations  ne  Te  rencontrent  qu’en 
deux  points.  Car  à chaque  racine  x il  répond  deux  inter- 
ftdions  , comme  on  le  voit  en  fubftituant  dans  chaque 
équation  au  lieu  d’x  fes  valeurs.  En  fublliruant  la  premié- 

a-4-  b'  , v 2aa^ab, 

rc  -J VX  2" *h  ) , on.  trouve  yy — — C à 

2 il 

i b 

— b )*=  o , qui  a deux  racines  réelles  + — - _ v'C244 
a — b 


Ch.  üt' 
*-4j- 


2 a 


+ ab')t  & 


ûye 


2 a 


^2aa+ab~).  Aînfi  àJ’abfcifle  pofi- 


a~\-  b 
2 a 


y/(2aa  — ab~)  répondent  deux  interjec- 


tions, l’une  au-deflfus,  l’autre  au-deflous  de  l’Axe  des 
abfcillès.  Il  en  répond  auffi  deux  autres  à l’abfciflè  néga- 
tive x=: — - y/( 2aa • — ab!)  i ,cc  qui  fait  quatre  in- 
2 a i 

terfc&ions  en  tout;  Si-  on  avoit  commencé  par  éliminer 
x , l’éq  : en  y & confiantes  n’auroit  eu  non  plus  que  deux 
racines  : ce  qui  auroit  expofé  au  danger  de  conclure  avec 
précipitation  que  les  deux  Courbes  ne  le  rencontrent  qu’én 
deux  points. 

On  éviterait  ce  danger , fi  en  éliminant  une  des  varia- 
bles, comme  y , on  fuppolê , au  lieu  des  équations  pro- 
pofées  , des  équations  générales  compkttcs  , telles  que 
Ayy  + By  + C=o , & Dyy  Ey  + F.=  o , où  l’indé- 
terminée y eft  du  même  dégré  que  dans  les  équations  dont 
on  veut  la  chaflcr,  & où  A,  B % C,  D , E , F font  des 
Fondions  rationeUes  .de  * > telles  qu’on  voudra.  Si  de  ce* 

deux 
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c*.ni.  deux  éq:  Ayy  + By+C=o,  & Dyy  + Ey  + F=  o, 
S-  4 S-  on  élimine  y , on  parviendra  à cette  éq  : (AF — CDY 
+ (AE — BD)  (CE  — BF)=o,  qui  a autant  de  ra- 
cines qu’il  y a d’interlèaions.  Pour  l’appliquer  aux  équa- 
tions propofées  ci-deflfus,  y y +xx — aa~  o , 8c  'y  » 

Y xx  — (*  — by=  o,  on  fera  A=  i,  B 


+<  M+i 
~0  , C-  -XX 


D~1,  F— o,  F=z(l—£yx>c 

a -j-  tf 

— ( a — b y , 8c  ces  valeurs  lubftituées  dans  l’éq  : ( AF  — » 
Cü)‘  + (AE — BD')(CE — jBF)==o  , la  changent  en 
1 6 aabb  8 ab(  zab bb  ) 

(a+by  x (7+  b~ÿ  **+l»*t W )*  = O , 

qui  , divifée  par  b b , eft  juftement  le  quarré  de  l’éq  j 

(a\>by  xx  ^ 2a — ^)=  °j  qu’on  a trouvée  ci-de£> 


lus.  Dans  celle  - ci  -x  a les  deux  mêmes  racines  -f- 

2 /I 

\!(iab  ^ > & — - y/(2ab — bb")  y mais  chacu- 

ne de  ces  racines  eft  double,  parce  qu’à  chaque abfciflè x 
répondent  deux  iaterlèûions. 


46.  Mais  fi  l’on  ne  cherche  pas  tant  à connoitre  en 
combien  de  points  (è  rencontrent  deux  Lignes  dont  les 
équations  font  données , qii’à  lavoir , [ ce  qui  a aufli  fon 
ulàge  J en  combien  de  points  une  Ligne  d’un  Ordre  don- 
né peut  rencontrer  une  autre  Ligne  d’un  Ordre  aulïï 
donné;  on  dok  concevoir.,  ce  qui  eft  toujours  évidem- 
ment poffible , un  Axe  des  abfciflès  dont  la  polîtion  fort 
telle  qu’à  chaque  point  de  rencontre  il  réponde  une  or- 
donnée 8c  une  abfciflè  différente.  Alors  fi  l’on  fait  éva- 
nouir k ou  y par  le  moyen  des  équations  des  deux  Lignes, 

K*  il 


PL.  Iv. 
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pl.  iv.  il  reliera  une  équation  , qui  aura  au  moins  autant  de  racines  Ch.  m, 
qu’il  y a de  points  de  rencontre  des  deux  Lignes  , puif-  §*  *5- 
que  chaque  point  de  rencontre  a fon  abfcilTe  & fon  or- 
donnée particulière.  Or  il  efi  démontré  * que  û l’on  a 
deux  variables  , & deux  . équations  indéterminées  qui  ex- 
priment le  raport  de  ces  variables  avec  des  confiantes  , 
dclquelles  l’une  loit  de  l’ordre  m & l’autre  de  l’ordre  n \ 
lors  qu’au  moyen  de  ces  deux  équations  on  challc  une  de 
ces  variables  , celle  qui  refic  n’a  , dans  l’équation  finale 
qui  la  détermine , que  m n dimenf.ons  au  plus.  Elle  ne 
peut  donc  avoir,  dans  cette  équation,  que  mn  racines  au 
plus.  Par  conféqucnt  , deux  Lignes  algébriques  décrites 
lùr  un  même  plan , ne  peuvent  le  rencontrer  qu’en  autant 
de  points , au  plus , qu'il  y a d’unités  dans  le  produit  des 
nombres  qui  font  les  expolànts  de  leurs  Ordres  f . Une 
Ligue,  par  ex.  du  $e.  Oidre  ne  peut  rencontrer  une  Ligne 
du  4*.  Ordre , qu’en  1 2 points  , au  plus  : & une  Ligne 
du  5c.  Ordre  ne  fàuroit  rencontrer  une  Ligne  du  12e.  Or- 
dre qu’en  <So  points , au  plus. 

47.  Ce  principe  fcmblc  d’abord  être  en  contradiction 
avec  celui  du  §.  j 8.  On  peut  toûjours  décrire  une  Ligne 
du  fécond  Ordre  par  cinq  points  donnés  , quelle  que  Toit 
la  pofition  de  ces  cinq  points.  Si  trois  d’entr’eux  font  en 
ligne  droite , cette  Droite  coupera  en  trois  points  la  Ligne 
du  fécond  Ordre  qui  pafiè  par  les  cinq  points  donnés. 


* Ce  Principe  , purement  algébrique  , devroit  être  démontré 
dans  1 Algèbre.  Comme  je  n’en  connois  aucune  qui  en  donne  la 
Démonftration , j’ai  crû  devoir  l’inférer  dans  Y Appendice , A70.  3.  , 

+ Mr.  Mac-Laurin  a démontré  la  même  chofe , mais  je 
ne  crois  pas  que  fa  Démonftration  ait  etc  rendue  publique.  Voiez 
Trattf.  Pbilof.  N*.  439.  pag.143. 


Digitized  by  Google 


DES  LIGNES  ALG  EÉR  IQ_UE$.  77 

Cb.  iv.  On  a vû  pourtant  [.  §.  $9.  ou  préeéd.  ] qu’une  Droite  ne  Pt.  lu. 

$•  *7'  peut  couper  une  Ligne  du  fécond  Ordre  qu’en  deux  points. 
Comment  accorder  ces  deux  conféquences  oppolecs  ? Il 
u’y  a qu’un  fcul  moyen.  C’clt  de  dire  que,  dans  ce  cas,, 
la  Ligne  du  fécond  Ordre  qui  paffe  par  les  cinq  points 
donnés,  n’eft  pas  une  Courbe  , mais  le  Syftéme  de  deux 
Droites , dont  l’une  ell  celle-  là  même  qui  paflè  par  les 
trois  points  donnés  en  droite  ligne  & dont  l’autre  paflè 
par  les  deux  points  reliants.  Le  Calcul  confirmera  la  véri- 
té de  cette  conciliation. 

Pofons  , dans  l’Exemple  du  §.  g 8 , que  les  trois  points  t ÿ 

A,  D,  E foient  en  ligne  droite.  Comme  on  a pris  AE 
pour  l’Axe  des  abfciflcs  , le  point  D le  trouvant  for  cet 
Axe,  l’ordonnée  Dd  [</]  ejt  zéro,  ce  qui  réduit  l’éq-i 
(d(y'Kb d) (b  — c)S)xx (yJ(b — -d)(i — y)  — (Jb — c') 

(• — fj)*y  +>W  * — >) — (*—  *y)yy — **(?<> — à) — 

( b — X -by$ (d\t y ) (t — «L)rvjy=o  qu’on avoit 

trouvée  pour  la  Ligne  du  fécond  Ordre  qui  paflè  par  les 
cinq  points  donnés  A,  B,  C,  D,  E,  à (*- — <P)(£-r-r) 
tïxy — (• — <T)  ( $yyy  + (• — £)c$yby===o.  Or  cettè 
équation  ell  divifible  par  (f — «f ) d'y , & a pour  quotient 
( b — ( ) x — y y + b y.  On  peut  donc  lui  donner  cettè 
forme  ( * — J1)  cfy  x ((  b — r)  x — yy  + by  ) = o , fous  la- 
quelle on  voit  qu’elle  reprélènte  deux  Droites , dont  l’unè 
exprimée  par  l’éq:  (» — <T ) c $y  = o , où  fimplement  y— à 
ell  l’Axe  des  ablciflcs , qui  paflè  par  les  trois  points  en 

ligne  droite  A,D,  E:  l’autre  repréfentéc  par  l'éq  : (b 

r)  x — y y -{~by=:o  paflè  par  les  deux  autres  points  B, 

C.  En  effet  x = o donne  y — b—  AB,  & x—y= Ac 
donne  y = r— cC.  Donc  la  Ligne  pâlie  par  les  points 
' B & C.  - 

Ainfi  une  Ligne  du  lècond  Ordre  décrite  par  cinq 
points  donnés , dont  trois  font  f n droite  ligne , cil  nécefi. 
làircment  le  Syftéme  de  deux  Droites , dont  l’une  pâlie 

K.  3 ... 
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n.  iv.  par  ces  trois  points  , & l'autre  par  les  deux  points  ref>  Ch.iit. 
tants.  5- 

Cet  Exemple , & la  néceflité  d’admettre  cet  unique  dé- 
nouement, nous  autorité  à affirmer  généralement  *:  Que 
quand,  dans  le  nombre  jtw-f-iv  de  points  par  lefquels 
on  peut  & veut  faire  paflèr  une  Ligne  de  l’Ordre  v , il  y 
a plus  de  tv  de  ces  points  qui  iè  trouvent  fur  une  Ligne 
de  l’ordre  t inférieur  à v , alors  la  Ligne  cherchée  de  l’or- 
dre v n’eft  pas  une  Ligne  unique , mais  le  Syftême  de  deux 
ou  plufieurs  Lignes , l’une  desquelles  cil  cette  même  Ligne 
de  l’ordre  / fur  laquelle  le  trouvent  plus  de  tv  points  don- 
nés. Car  autrement , deux  Lignes  , l’une  de  l’ordre  / , 
i’autre  de  l’ordre  v,  k couperoient  en  plus  de  tv  points; 
jcc  qui  cil  impoflible  [ §.  46  J. 

48.  Une  autre  contradiction  apparente  entre  les  §$. 

46  & 3 S , eft  celle-ci.  Puifqu’une  Ligne  de  l’ordre  m ne 
peut  rencontrer  une  Ligne  de  l’Ordre  /»,  qu’en  mn  points, 
une  Ligne  de  l’Ordre  v ne  rencontrera  une  autre  Ligne  du 
même  ordre  qu’en  w points.  Si  donc  vu  eft  égal  ou  plus 
grand  que  je  nombre  qui  eft  celui  des  points 

qui  déterminent  une  Ligne  de  l’ordre  v , on  pourra  faire 
paflèr  plus  d’une  Ligne  .de  l’ordre  v par  jw+lv  points; 
ce  qui  femble  contraire  au  §.  38  f.  Ainfi  deux  Lignes 
du  troifiéme  Ordre  (è  pouvant  couper  en  9 . points,  h l’on 
.affigne  ces  9 points  pour  y faire  paflèr  une  Ligne  du  troi- 
fiéme Ordre  ; il  eft  clair  que  les  deux  Lignes  qui  (è  cou- 
pent dans  ces  9 points  (àtisfont  également  à ce  qu’on  dé- 
lire. L’cquation  de  la  Ligne  qui  doit  paflèr  par  ces  9 points 
.fi’eft  donc  pas  déterminée.  De  même  deux  Lignes  du  qua- 
trième Ordre  fe  peuvent  couper  en  1 6 points.  Et  l’on  a 

établi 


* Mac-Laurin.  Getmettût  , pag.  137.' 

■J-  Idem  , ibid. 
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établi  [ §.  38]  que  14  points  fuffi'ènt  pour  déterminer  une  ruy. 
Ligne  du  quatrième  Ordre.  Mais  fi  ces  14  points  font  pris 
entre  les  16  où  ces  deux  Lignes  le  coupent , l’une  & l’au- 
tre Ligne  fotisfàit  au  Problème , qui  cft , par  conféquent , 
indéterminé. 

Cette  contradiction  fe  lève  par  la  Remarque  qui  termi- 
ne le  §.  3 8.  C’efi  qu’encore  qu’on  ait  autant  d’équations 
qu’il  en  fout,  ge'ne'ralemcnt  pailant,  pour  de'tcrminer  tous 
les  coefficients  de  l’équation  prife  pour  répréfenter  la  Cour- 
be qui  doit  pafler  par  un  certain  nombre  de  points  don- 
nés , il  peut  pourtant  arriver  que  ces  coefficients  reflent  in- 
déterminés. Alors  l’équation  prilè  relie  indéterminée  & re- 
prélènte  une  infinité  de  Courbes  du  même  Ordre.  D’où  il 
fait , Que  fi  les  9 points  , par  lefquels  on  veut  décrire 
une  Ligne  du  iroifiéme  Ordre  , ont  une  pofition  telle 
qu’on  puiflè  foire  pafler  par  ces  9 points  deux  Lignes 
de  cet  Ordre  , il  pourra  pafler  par  ces  mêmes  9 points 
une  infinité  de  Lignes  du  troifiéme  Ordre.  Et  de  même* 
que  fi  deux.  Lignes  du  quatrième  Ordre  le  coupent  en  xd 
points , parmi  lefquels  on  en  choifit  14  quelconques , il 
y a une  infinité  de  Lignes  du  quatrième  Ordre  qui  peu- 
vent pafler  par  ces  14  points , &c.  Ce  qui  ell  un  véri- 
table paradoxe. 


u % 
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Quelques  Remarques  fur  la  ConflmÏÏion  géo- 
métrique des  Egalités . 


Pt.  17. 


49.  F\  E s Principes  établis  à la  fin  du  Chap.  précédent, 

I J découle  la  Méthode  ufitée  pour  la  Conftruélion 
des  Egalités  déterminées.  Elle  confiite  à choifir  deux 
équations  indéterminées  , telles  que  faifânt  évanouir  une 
des  deux  variables  que  ces  équations  renferment , l’équation 
déterminée , qui  relie  après  cet  évanouiïTement  , loit  l’é- 
galitc  meme  qu’on  propofoit  à conûruire.  Si  l’on  décrit 
tür  un  meme  plan  & d’une  meme  Origine  les  deux  Li- 
gnes que  reprélèntent  ces  équations  indéterminées  , & 
qu’on  mène  les  ordonnées  de  tous  les  points  où  ces  deux 
L:gnes  fe  rencontrent,  elles  feront  les  racines  de  l’Egalité 
propofée  [ 42  ].  On  fuppofè  ici  que  y ell  l’incon- 

nue de  l’égalité  propolce  , & x la  variable  qu’on  fait  éva- 
nouir. . ’ 

Soit  propofë  , par  ex.  ce  Problème  fi  fameux  dan* 
l’Antiquité,  de  trouver  entre  deux  Droites  données  a 8c  b, 
deux  moyennes  proportioncllcs.  Si  on  nomme  la  pre- 


mière y,  la  féconde 


puifquc  a ; y y : -.  On 


§ 49. 


aura  donc  cette  proportion  a:y=-é :b,  qui  donne  l’éq: 

E=.aù,  ou  yl=*ab  ; Egalité  du  troifiétne  degré  , 

que  ni  l’Algèbre , ni  la  Géométrie  Elémentaire  ne  peuvent 
réfoudre  généralement  que  par  approximation,  Mais,  en 

intro- 
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C«.!iv.  întroduifant  une  autre  inconnue  * , qui  foit  , par  ex.  la  Pt-ly. 
*’ ir"  féconde  moyenne  proportiondle  , on  aura  ces  deux  pro- 
portions a :y  =zy  : x , & y : x= x : b , qui  donnent  ces 
deux  équations  indéterminées  xx=yy  & xx  — by  , Jet 
quelles  , failànt  évanouir  x,  rendent  l’Egalité  y*  =aab, 
qu’on  avoit  ci  - dcffus.  Car  la  prémiére  de  ces  deux  équa- 
tions donne  , & cette  valeur  fubftituée  dans  la  fe- 

conde  la  transforme  en  — •—  b y , ou  y*  = aaky , & di- 
vilànt  par  y , y*  = 

Si  donc  on  décrit , d’une  môme  origine  A & fur  les  pig.  14. 
mêmes  Axes  , les  deux  Courbes  C AM,  B AM  repréfentécs 
par  les  deux  eq:  x x — — -y y & xx  — • h y > & que  Je  leur 
commune  interfeélion  M on  abaiffe  l’ordonnée  MP[y], 
elle  fera  la  racine  de  l’Egalité  cubique  y*  =4  a b , & la 
prémiére  des  deux  moicnnes  proportionelles  entre  a & b. 

Et  comme  x repréfente  la  feconde  de  ces  deux  moyennes , 
l’abfeiüè  A P [ x ] fera  cette  feconde  moyenne , en  forte  que 
fes  quatre  Droites  * , MP,  PA,  b , font  en  proportion 
continué. 

Cela  foit  du  §.  42.  Car  y II  x font  deux  variables  , 
dont  le  raport  pour  tous  les  points  de  la  Courbe  C A M 
s’exprime  par  l’éq  : *x=yy , & pour  tous  les  points  de 
la  Courbe  BAM  par  l’éq  : xx =x:by.  Donc  au  point  M, 
commun  à ces  deux  Courbes , le  raport  de  y à x s’expri- 
me en  même  tems  par  les  deux  éq  : ax  — yy  & xx  — hy. 

Ces  lignes  y 8c  x ceflent  donc  d’être  variables , & devien- 
nent déterminées  par  les  Egalités  y*  = *ab  & x1  = abb  , 
qui  féfoltent  de  l’évanouïnèment  de  x & dey , & qui  déter- 
minent la  valeur  de  l’ordonnée  & de  l’abfeiiïè  au  point  M. 

En  effet , puifquc  la  Courbe  CAM  eû  repréfentée  par  Téq  : 
*X:=.W  » ou  y ce  qui  eft  la  même  chofe,  par  la  propor- 
Jnttod.  à r Analyfc  des  Lignes  Courbes , L tion 


/ 
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Pl.iv.  tion  *:y  —y.*',  quelque  point  M qu’on  prenne  fur  cette  Ch.iv. 
Courbe  CAM,  l’ordonnée  MP  [y]  eft  toujours  moyenne  f,*8i 
proportionelle  entre  la  Droite  donnée  a & l’ablciflè  AP[x]. 

Et  puifquc  la  Courbe  BAM  eft  repréfentée  par  l’éq  : xx= 
by , qui  fe  réduit  à la  proportion  y:x  = x:  b ; l’abfciflè 
AP[*]  d’un  point  quelconque  M de  cette  Courbe  BAM 
eft  moyenne  proportionelle  entre  l’ôrdonnée  M P [y  ] & la 
Droite  donnée  b.  Donc  , au  point  M , commun  à ces 
deux  Courbes , on  a ces  deux  proportions  à la  fois , a : 

PM  = PM  : AP  , & PM  : AP  = AP  : b.  Donc  PM  & AP 
font  les  deux  moyennes  proportionelles  entre  a U b. 

' 50.  Le  choix  des  équations  indéterminées  qui  doi- 

vent rendre  l’Egalité  propofée,  lorfqu’on  aura  fait  évanouir 
une  des  variables , n’a  rien  de  difficile.  On  en  prend  une , 
prefque  arbitrairement  , & l’on  tire  de  cette  équation  la 
valeur  de  /,  ou  de  y y , ou  dey* , frc.  en  x & en  conf- 
tantes , ou  meme  en  y , x & conftantes.  On  fubftituë 
cette  valeur  en  un  ou  en  pluficurs  termes  de  l’Egalité  : ce 
qui  la  change  en  une  Equation  indéterminée , qui , avec 
celle  qui  a été  choifie , redonne  l’Egalité  propofée  , en  fai- 
tant  évanouir  x.  On  peut  aufli  combiner  les  deux  équa- 
tions indéterminées  qu’on  a trouvées , en  les  ajoûtant  en- 
femble  , en  retranchant  l’une  de  l’autre  , ou  en  d’autres 
manières  , qui  fourniront  toutes  de  nouvelles  équations  in- 
déterminées , parmi  kfquelies  on  aura  le  choix  de  celles 
qui  paroitront  les  plus  convenables. 

Dans  l’Exemple  du  §.  précéd.  l’Egalité  propofée  à cons- 
truire étoit  y’  & l’éq  : indéterminée  qu’on  avoit 

choifie  étoit  ax  =j y y.  On  peut  fubftituer  cette  valeur  de 
yy  dans  le  premier  membre  de  l’Egalité , ce  qui  la  transfor- 
me en  axy  = aab , ou  xy  = ab , autre  équation  indéter- 
minée , qui  , avec  la  prémiére  ax=yy  , conftruira  l’E- 
galité y1  aab.  On  peut  auüi  multiplier  çcs  deux  équa- 
tions 
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Ck.  17.  tions  l’une  par  l’autre,  & on  aura  axxy  = abyy  foie  xx  — Pi-  17. 

§•  J°-  by , qui  eft  l’équation  dont  on  a fait  ufage  dans  le  §.  préc. 
pour  conftruire  l’Egalité  propofée.  On  peut  encore  ajoû- 
ter , ou  fbuftraire , foit  les  deux  premières  équations  , ce 

qui  donne  ax  *-J-<  xy  =zyy  + ab , & ax xy yy — ab  ; 

foit  les  deux  dernières,  d’où  réfultent  xy  4* xx  = ab-\-byt 
& xy  — xxz=.  ab  — by\  foit  enfin , la  première  & la  der- 
nière, d’où  l’on  tire  ax  4*  xx=yy  q*  b y , & ax  — xx 
■=xyy—by.  On  peut  encore,  fi  l’on  veut  , multiplier 
ou  divifér  une  de  ces  équations  par  un  nombre  quelcon- 
que » , & ajoûter  au  produit  ou  en  retrancher  quelque  au- 
tre équation  de  celles  qu’on  a trouvées.  La  prémiére , par 
ex.  multipliée  par  w,  donne  vax=  nyy , à quoi  aioûtant  la 
fécondé  xy  = ab  , on  aura  n a x xy  ■=.  ny  y + a b.  On 
voit  aflèz  par  ce  fimple  Exemple,  qu’on  peut  trouver  une 
infinité  d’équations  indéterminées  , entre  lefquelles  on  choi- 
fira  celles  qu’on  croira  les  plus  convenables.  Ici  , par  ex. 
toutes  ces  équations  étant  du  fécond  Ordre , il  conviendra 
de  choifir  ax — xx=.yy — by , qui  défigne  une  Circon- 
férence de  Cercle , la  Courbe  la  plus  connue  & la  plus  ai- 
fée  à décrire , & on  la  combinera  avec  celle  qu’on  voudra 
des  autres  équations  trouvées. 

I .'  , 

Si.  On  a dit  que  le  choix  de  la  prémiére  des  deux 
équations  indéterminées  qui  fervent  à conftruire  une  Egali- 
té eft  prefque  arbitraire.  Ce  qui  empêche  qu’il  ne  le  foit 
entièrement , c’eft  la  crainte  que  les  interférions  qui  déter- 
minent les  racines  de  l’Egalité  ne  (oient  imaginaires  [§.  4 ? ]. 

Il  faut  que  les  Lignes  choifies  ayent  des  abfciflcs  réelles 
qui  répondent  aux  ordonnées  qui  font  les  racines  de  l’E- 
galité , ou  des  ordonnées  réelles  qui  répondent  aux  abfcif- 
(es  qui  font  les  racines  de  l’Egalité  propofée.  Autrement, 
il  arrivera  que  les  interférions  qui  devroient  déterminer 

La-'  ces 
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IV.  ces  racines  feront  imaginaires , & que  l’Analyfte  fera  frut  Ch.  tv. 
tré  de  Ion  attente  *. 


Si  l’on  avoit , par  ex.  à conferver  l’Egalité  x4  4*  i j x‘x 
►fi  14**  = o,  & qu’introduilànt  l’inconnuë  y,  on  voulût 
employer  pour  cela  les  éq  : x 1 — ayy=o  & xyy  + i 54‘x 
►fi  144’  = o , qui  rendent  l’Egalicé  x4  + 1 S * + *4** 
— o , en  failânt  évanouir  y . On  trouvera  , en  prenant 
tîg.  jî.  AB  & AD  pour  les  deux  Axes  , que  l’e'q  : x*  — ayyz rro 
donne  la  Courbe  EAF , qui , du  côté  “des  ablciflès  pofiti- 
ves  > a deux  branches  égales  & femblables  , de  part  & 
d’autre  de  l’Axe  des  abfcifles , mais  qui , du  côté  des  abt 
cilles  négatives,  n’a  aucune  bianche,  toutes  les  ordonnées 


X* 

y [ = y/  — ] étant  imaginaires , quand  les  abfcilles  x font 

négatives.  On  trouvera , au  contraire  , que  l’éq  : xyy  4* 
15  a1  x+  144*  = 0 reprélènte  une  Courbe  GCH,  qui 
tombe  toute  entière  du  côté  des  abfciflës  négatives  , parce 

que  x pofitive  donne  y [ = y/  ( — 


ima- 


ginaire. Ces  deux  Courbes  EAF,  GCH  ne  peuvent 
donc  le  rencontrer.  D’où  l’on  lèroit  poné  à conclure 
que  l’Egalité  x*  4*  1 54lx  >f«  14 a*  = o n’a  que  des  racines 
imaginaires  : fi  l’on  ne  favoit  pas  que  des  interférions 
imaginaires  peuvent  donner  des  racines  réelles  [ §.  43  ].  En 
effet , fi  on  cherche  les  ordonnées  que  porte  , dans  l’une 
& l’autre  Courbe,  l’abfciflè  — 4;  on  les  trouvera  égales 
entr’elles  & à ±«v/  — 1.  Donc  l’abfciflè  x«= — x,  ou 
plûtôt  l’éq:  x+4  = o , eft  une  racine  de  l’Egalité  x4  >4 
1 ça'x  4*  i444  = o : ce  que  le  Calcul  confirme  aifément. 
De  meme  fi  l’on  cherche  les  ordonnées  de  l’abfciflè  — 24, 

on 


• Mr.  Rome,  Mtfi.  Je  IAcaJ.  1708  pag.  71  * & 1709  i pag. 
52.  Et  Mémoires  de  1708  , pag.  339  , & de  1709  , pag.  320 , & 4H9- 
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ç«.iv.  on  trouvera,  pour  l’une  & l’autre  Courbe,  d — i.  Pt.  iv. 

S ji*  Ainfi  l’abfciflé  — 24  a , dans  les  deux  Courbes , une  mê- 
me ordonnée  , quoique  imaginaire , & cette  abfciflè  x = 

— 2 4 , ou  plûtôt  Pe'q  : 2tt  = o , eft  encore  une  ra- 

cine réelle  de  l’Egalité  x++  154*  4-1  i4*4  = o;  ce  que  le 
Calcul  vérifiera  auffi. 

Le  nombre  des  interférions  réelles  des  deux  Lignes 
peut  donc  être  moindre  que  le  nombre  des  racines  féelles 
de  l’Egalité  qu’on  veut  conftruirc  par  le  moien  de  ces 
deux  Lignes. 

j 

52.  Mais,  en  échange  , le  nombre  des  interférions 
des  deux  Lignes  peut  furpaflér  le  nombre  des  racines  de 
l’égalité  ; parce  qu’il  fé  peut  que  plufieurs  interférions  ne 
donnent  qu’une  (èule  racine  ; fç. , lorfque  plufieurs  points 
de  rencontre  n’ont  qu’une  même  ordonnée , ou  n’ont  qu’u- 
ne même  abfcifté  [§.  45  ]. 

Par  ex.  On  veut  conftruirc  l’Egalité  x 4 — 15  a'  x 
144*  = o avec  les  deux  éq  : indéterminées  x* — ayy—ta 
& xyy — i54*x+ 144*  =0,  qui  font  reparoître  l’Egalité 
propofée,  en  éliminant  j.  La  première  x*  — ayy  = o de 
ces  deux  équations  donne , comme  ci  - deflus  , la  Courbe 
E A F , qui  eft  toute  entière  du  côté  des  abfciftés  pofitives. 

Mais  la  féconde  éq  : xyy  — 1 5 m'x  Hh  * 4*’  = o,  repréfén- 
te  une  Courbe  compoféc  de  trois  portions  féparées  GBH , 

1 K , i k . Ces  deux  dernières  font  du  côté  des  abfciftés 
négatives  , & la  première  du  côté  des  abfciftés  pofitives. 

En  examinant  l’éq  : xyy — 154**  *+•  14 a'  =0  ou  yy=*z 

•IJ4** 1441  o 

, on  trouve  que  cette  portion  G B H eft 

partagée  par  l’Axe  des  abfciftés  en  deux  branches  égales  & 
lêmblables  , qui  partent  du  point  B extrémité  de  l’ablciftè 
AB=fÎ4-,  qu’une  abfcifté  pofitive  plus  petite  que  AB 
n’a  que  des  ordonnées  imaginaires  ; mais  qu’à  commencer 

L l à B , 
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.Pu  17.  à*B  , plus  les  abfciflès  augmentent  , plus  les  ordonnées  Ck.iv. 
augmentent  auflî , fans  pafTer  néantmoins  la  grandeur  *y/\  5,  5-  J1* 
à laquelle  les  ordonnées  ne  parviennent  que  quand  l’abfcifi- 
fe  eft  infinie.  La  Courbe  GBH  rencontre  la  Courbe  EAF 
en  quatre  points  M,N,n,m.  U ne  faut  pourtant  pas 
en  conclure  que  l’Egalité  x*-r—  14a*— o a qua- 

tre racines  réelles.  Car  les  interjections  M , m , quoiqu’el- 
les ayent  deux  ordonnées  MP  [ «+•  2asji  ] & mP  [ — 2a^i\ 
n’ont  qu’une  feule  abfcifiè  AP  [x  = la  ] .*  Et  les  interlec- 
tions  Isf , n,  quoiqu’elles  ayent  deux  ordonnées  NQj+<f] 

& "Ql— j>.  11’ont  qu’une  feule  abfciflè  AQ_[*  = *]. 

Ainfi  les  quatre  interférions  M , N , n , m ne  donnent  que 
deux  racines  x — 2a  — o , & x — 4 — 0.  Et  l’Egalité 
x4 — 1 5*‘x  4-<  1444  = o n’a  point  d’autres  racines  re'el- 
les. Car  fi  on  la  divife  par  x — 2a  = o,  & le  quotient 
par  x — a~o , ou  fi  on  divife  tout  d’un  coup  l’Egalité 
par  le  produit  (x — 2 *)x  (x — <*)=  o=:xx  — ^ax  + 244, 
on  aura  au  quotient  l’éq:  xx+  jax  + 744  = 0 , qui  n’a 
que  deux  racines  imaginaires,  sa  + iaV/ — '9  & 3 a — 

£41/ — 19. 

5 j.  On  évite  ces  deux  inconvéniens , d’avoir  plus  & 
moins  d’interfèétions  qu’il  n’y  a de  racines  réelles  dans 
l’Egalité  qu’on  veut  conftruire  , en  choififTant  l’une  des 
deux  équations  qu’on  veut  employer , telle  que  la  variable 
y qui  doit  s’évanouir  n’ait  qu’une  dimenfion.  Car  alors  , 
cette  variable , qui  exprime  les  ordonnées  des  Lignes  par 
l’interfeéïion  defquelles  on  confinait  l’Egalité  , n’a  qu’une 
feule  valeur  dans  l’équation  où  elle  n a qu’une  dimenfion , 

& cette  valeur  ne  peut  être  imaginaire.  Donc  à chaque  x 
réelle  il  répond  une  feule  y , mais  réelle.  Il  y aura  donc 
[ §•  44  ] autant  d’interfe&ions  préciféoaent  que  de  racines 
réelles  * . Repre- 

* Hermavni;  Obfervat.  in  Sched,  Dni  Rolls  &c.  MifcelU 
BeroL  Tom.  III.  pag.  iji. 
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Ça.  17.  Reprenons  les  Egalités  des  § §.  précéd.  x*  + 1 54*^  + F»,  it. 

/•Jî-  i44+=o  , & x 4 — 1 5 a'x  + I4<*+=jo  , 8c,  pour  les 
conftruire,  au  lieu  de  l’éq  : x'  — 477—0  , prenons  xx 

— ay  = o , où  7 n’a  qu’une  feule  dimenflon.  Qu’on 
fubftituë  7 dans  le  premier  terme  des  Egalités  propofées  , 
ay  au  lieu  de  xx , elles  le  transformeront  en  4477  + * 54’* 

4- 144*  = o,  & aayy — 1 54’x  + i44+  = o , ou,  divi- 
lànt  par  aa , en  yy  + \ 5 ax  + 14 aa  = o ,-  8c  yy  — 1 5 ax 
+ 1 4 aa  = o.  On  conllruira  donc  la  première  Egal  : x* 

4- 1 5 a'x  + i444==5  o par  les  interfc&ions  des  Courbes  re- 
préfentées  par  les  deux  éq  : xx — ay  — o,  & yy — 15 ax 
+ 1444  — 0;  8c  la  féconde  Egal:  x* — i54!x  + i4a*=o 
par  les  interlèdions  des  Courbes  que  repréfcntent  les  deux 
éq  : xx  — 47  = 0, 8c  77 — 1 54X  + 1444=  o. 

La  prémie're  éq:  xx  — ay=zo  exprime  une  Courbe  K 
CAM  compofée  de  deux  branches  égales  8c  (èmblables  & jV* 
AC,  AM;  qui  partant  de  l’origine  A s’étendent  à l’infini 
à droite  8e  à gauche  au  - deflùs  de  l’Axe  des  abfciflès. 

Qu’avec  cette  Courbe  on  combine  la  Courbe  EBM  re-  Flg  Jft 
préfcntée  par  l’éq  : yy+  154X+  1444  = 0 , 8c  qui  eft 
auffi  compofée  de  deux  branches  égales  8c  (èmblables  BM , 

B E , partant  du  point  B extrémité  de  l’abfciflè  A B = 

— f-J 4 , 8c  s’étendant  à l'infini  vers  la  gauche,  deflùs  8c 
deflfous  l’Axe  des  abfciflès.  Les  interférions  M , N de  ces 
deux  Courbes  C A M , EBM  donneront  les  deux  racines 
de  l’Egalité  x4  + 154’*+  1444—  o.  En  abaiflànt  les  or- 
données MP,  NQ__on  aura  les  abfciflès  AP= — 2a  8c 
AQ= — 4,  qui  font  connoitre  les  racines  x = — 24, 

8c  x = — 4,  ou  x + 24=0  8c  x + 4 — o , de  cette 
Egalité.  Et  comme  elle  n’a  que  ces  deux  racines  réelles , 
les  Courbes  CAM  , EBM  ne  fè  rencontreront  qu’en  ces 
deux  points  M 8c  N. 

Mais  fl  avec  la  Courbe  CAM,  défignée  par  Péq  : xx  \% 
s — ay  = o , on  cosnbinc  la  Courbe  EBM  repréfentée  par 

l’éq  : 
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>uiv.  l’cq:  yy-*-+i$ax  >b  1^  = 0 , qui  eft  la  même  que  Uc«.iy. 
Courbe  EBM  de  la  Fig.  préc.  tranfportée  feulement  de 
la  gauche  à la  droite  , puifque  ces  deux  équations  ne  dif- 
férent que  dans  le  figne  de  *•  : on  aura  les  racines  réelles  . 
de  l’Egalité  x" — 15  x •+•  1 4 a*  = o.  En  abaiflànt  des 
points  d’interfe&ion  M,  N les  ordonnées  MP,  NQ^,  on 
aura  les  abfcifïès  AP=  24  & A Qj=  <*  , qui  font  con- 
noître  les  racines  réelles ' x=,ia  & a , ou  x — 2* 

— n & x — 4^=0  de  cette  Egalité.  Et  ici , comme  dans 
le  Cas  précédent , il  n’y  a ni  plus  ni  moins  d’inter  ferions 
que  de  racines  réelles. 

54.  C’est,  fans -doute,  une  nécelïité  que  de  préve- 
nir les  inconvéniens  cités  aux  §§.  51  & 52.  Mais  ce  n’eft 
que  pour  plus  d’élégance  qu’on  joint  à la  Méthode  cette 
condition , que  les  deux  équations  , qu’on  employé  pour 
conduire  une  Egalité  , foient  les  plus  fimples  qu’il  foit 
poifible  , & de  l’Ordre  le  plus  bas  qui  puiflè  fuffire  à la 
Conftruûion  *. 

Ainfi  , comme  pour  conftruire  une  Egalité  du  4e.  dé- 
gré  , il  fuffit  de  deux  Courbes  qui  fê  coupent  en  4 points, 

& puifqu’il  ne  faut  pour  cela  que  des  Lignes  du  2d.  Or- 
dre [ §.  4<5  ] ; on  regarderoit  comme  une  faute  contre  la 
fimplicité  géométrique  d’cmploier  des  Courbes  d’un  Or- 
dre fupérieur.  Et  comme  une  Egalité  du  9*.  degré , n’aiant 
que  9 racines , ne  demande  que  9 interférions  , ce  qui  eft 
le  nombre  de  points  où  peuvent  fê  rencontrer  deux  Lignes 
du  5 e.  Ordre  [ §.  46  ] ; il  ne  faudra  pas  emploier  des 
Courbes  d’un  Ordre  plus  élevé  que  le  jc  , pour  la  confc 
truâion  des  Egalités  du  9*.  degré.  En  général  , les  Egali- 
tés du  dégré  w fe  doivent  réfoudre  par  les  interférions  de 
deux  Lignes  de  l’Ordre  v,  qui  peuvent  fê  couper  en  au- 
tant 

* Tacobi  BuMOOLLI  Optr 4 , pag.  34). 
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. iv.  tant  de  points  qu’il  y a d’unités  dans  vv , & déterminer  par  Pt. 
ces  interférions  toutes  les  racines  de  l’Egalité. 

Quant  aux  Egalités  dont  le  dégrc  n’eft  pas  un  nombre 
quarré  ; on  pourroit  les  conftruire  par  deux  Lignes  telles 
que  le  produit  des  expolànts  de  leurs  Ordres  falTe  le  dé- 
gré  de  l’Egalité  propofée  [ §.  4 6 ].  On  peut , par  ex.  conf- 
truire  une  Egalité  du  1 5*.  degré  par  les  interférions  de 
deux  Lignes  , l’une  du  je. , l’autre  du  5*.  Ordre.  Mais  , 
comme  on  peut  réfoudre  toute  Egalité  du  16'.  degré  par 
deux  Lignes  du  4e.  Ordre  , il  n’a  pas  paru  convenablo 
d’employer  une  Ligne  d’un  Ordre  fupérieur  , pour  conf- 
truire une  Egalité  d’un  dégré  inférieur , & on  a préféré 
d’élever  l’Egalité  du  15e.  dégré  au  16e.  en  multipliant  tous 
lès  termes  par  l’inconnue  de  l’Egalité.  On  ellime  donc 
qu’il  y a plus  de  fimplicité  à employer  deux  Lignes  du  4e. 
Ordre,  qu’une  Ligne  du  avec  une  Ligne  du  5*.  Ordre. 
De  meme , pour  conflruire  une  Egalité  du  1 4'.  dégré  ; ce 
qu’on  pourroit  faire  avec  une  Ligne  du  7e.  & une  du  2e. 
Ordre  : on  aime  mieux  employer  deux  Lignes  du  4e.  Or- 
dre, & élever  l’Egalité  du  14e.  dégré  au  16'.  , en  multi- 
pliant tous  lès  termes  par  le  quarré  de  l’inconnue.  Mais 
les  Egalités  du  12e.  dégré  le  conftruilcnt  avec  deux  Li- 
gnes, l’une  du  4e.  & l’autre  du  Ordie.  Et  c’eft  avec 
de  pareilles  Lignes  qu’on  conilruit  les  Egalités  du  1 V.  & 
du  10e.  dégfé  , après  les  avoir  élevés  au  12'.  en  multi- 
pliant tous  les  termes  de  la  prémiére  par  l’inconnue  , & 
tous  les  termes  de  la  leconde , par  le  quarré  de  l’incon- 
nu ë. 

On  a donc  formé  cette  Régie  générale  pour  la  fimplicité 
de  la  conllruétion  géométrique  des  Egalités  déterminées  *. 

» On  extraira  la  racine  quarrée  du  degré  de  l’Egalité  pro- 
poféc.  Si  cette  racine  eft  exaéle  , on  conftruira  l’Egalité 
Introd.  à P Analyfc  des  Lignes  Courbes.  M »>  avec 

* Mr.  de  i’Hômtal  Sellions  Coniques , pag.  ?4  6- 
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Pt.  17.  „ avec  deux  Lignes  dont  l’Ordre  a pour  expolànt  cette  ra-  Ch.îv; 
>»  cine  meme.  Si  la  racine  n’elt  pas  exacte , on  ôtera  du  §•  h- 
r>  degré  de  l’Egalité  le  plus  grand  quarré  qui  y foit  conte- 
» nu;  & fi  le  relie  cil  égal  ou  moindre  que  la  racine  de 
„ ce  quarré  , l’une  des  deux  Lignes  doit  être  de  l’Ordre 
» qui  a pour  expolànt  la  racine , & l’autre  de  l’Ordre  im- 
7*  médiatement  fupérieur  : mais  fi  le  relie  cft  plus  grand 
» que  la  racine  , les  deux  Lignes  doivent  être  chacune  de 
„ l'Ordre  dont  i’expolàru  a une  unité  de  plus  que  la  ra- 
» cine. 

Si,  par  ex.  l'Egalité  étoit  du  30e.  degré.  Comme  la 
racine  quarrée  la  plus  prochaine  de  joelt  5,  dont  le  quar- 
ré 25  ôté  de  jo  lai  lie  pour  relie  5 , qui  cil  égal  à la  ra- 
cine 5 ; l’Egalité  le  peut  conltruire  par  deux  Lignes  , une 
du  5e.  & une  du  6e.  Ordre.  Les  mêmes  lêrviront  à cons- 
truire les  Egalités  du  26e,  27e,  28e  r & 29e  degré.  Mais 
fi  l’Egalité  ctoit  du  31e.  degré  , dont  la  racine  quarrée 
aprochée  eit  aulfi  5 ; comme  le  quarré  2 5 , ôté  de  3 1 , 
laifiê  6 , qui  elt  plus  grand  que  la  racine  5 ; il  faudra  pour 
conltruire  l’Egalité  du  31e.  degré,  deux  Lignes  du  6e.  Or- 
dre. Et  il  fulfira  aulfi  de  deux  Lignes  du  même  Ordre 
pour  conltruire  les  Egalités  du  52e,  33e,  34e,  35e,  8c 
36e.  dégré. 


Les  Egalités  du  dégré  2. 
fë  conllruifent  par  I 
deux  Lignes  de 

l’Ordre  — 1 
& — 2 


3 4.  V.6.7..9.  10..I2.IJ..l6.I7..20.2I..2e.26..30.3  1.-36 

w*vs,  '"'Vv,  L/V'O  ^VV  V-X’VVJ 
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Ch. iv.  55.  Telle  eft  la  Réglé  des  Géomètres  modernes  pour  Pt. 

§■  SS • le  choix  des  Lignes  propres  à conftruire  une  Egalité'  d’un 
degré  propolc.  On  voit  par  là , qu’ils  mefurent  la  fimpli- 
cité  d’une  conftruétion  par  la  fimplicité  de  l’Ordre  des  Li- 
gnes qu’on  y employé  , & qu’ils  lè  font  une  Loi  de  ne 

Ï>as  admettre  des  Lignes  d’un  Ordre  fupérieur , quand  cèl- 
es d’un  Ordre  inferieur  peuvent  fuffire.  Je  ne  fus  cepen- 
dant fi  cette  Régie  eft  abfolumcnt  la  meilleure.  Il  femble 
que  c’eft  moins  la  fimplicité  de  l’équation  que  la  facilité 
de  la  defcription,  qu’il  faut  chercher  dans  le  choix  des  Li- 
gnes propres  à conftruire  un  Problème.  On  peut  dire  que 
chaque  Problème  a quelque  Courbe  propre  à le  réfoudre 
plus  naturellement  que  toute  autre  Courbe  , même  d’un 
Ordre  inférieur.  D’ailleurs , une  Courbe  d’un  Ordre  allez, 
élevé,  mais  dont  l’équation  n’a  que  peu  de  termes  , fera 
ordinairement  plus  aifée  à décrire,  foit  par  points,  loit  au 
moyen  de  quelque  Inftrument , qu’une  Courbe  d’un  Ordre 
plus  bas  , mais  dont  l’équation  la  plus  réduite  conserve 
un  grand  nombre  de  termes.  On  voit  même  divers  Exem- 
ples de  Courbes  faciles  à décrire  , quoique  leur  nature  ne 
puific  s’exprimer  que  par  des  équations  fort  compofées. 
Or,  dans  les  conftrucfions  géométriques,  ne  doit -on  pas 
préférer  celles  qui  font  les  plus  fimples  ? Et  les  plus  fimples 
ne  font-ce  pas  celles  qui  s’exécutent  par  les  Courbes  les 
plus  ailées  à décrire  f L’équation  n’cft  proprement  qu’un 
figne  qui  nous  guide  dans  le  Calcul;  & au  fonds,  c’eft  la 
defeription  de  la  Courbe  qui  réfbut  le  Problème.  Qu’on 
y parvienne  par  un  Calcul  plus  ou  moins  long  , plus  ou 
moins  difficile , cela  n’entre  pour  rien  dans  l’opération 
même  qui  conftituë  véritablement  la  Solution.  L’équation 
xx  *\^y  y^=.rr  qui  eft  la  plus  fimple  équation  du  Cercle 
[§.7],  eft  plus  compofèe  que  celle-ci  xxz=iay  , qui 
défigne  une  autre  Courbe  du  fécond  Ordre.  On  ne  ba- 
lancera pourtant  pas  à employer  le  Cercle  pour  conftruire 

M 2 . une 


r 
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Pu  v.  une  Egalité' , plutôt  que  la  Courbe  rcprélèntc'e  par  l’éq  : 
xx=my.  Pourquoi  cela;  ft  ce  n’elf  à caufe  de  la  facili- 
té avec  laquelle  on  trace  une  circonférence  de  Cercle  ; fa- 
cilité qui  fait  qu’on  aime  mieux  le  lcrvir  du  Cercle  que  de 
la  Droite  en  plufieurs  rencontres  : quoique  la  Droite  foit 
du  premier  Ordre  , & la  circonférence  de  Cercle  du  fé- 
cond *. 

5 6.  Cela  étant , je  ne  vois  pas  pourquoi  on  rejette- 
rait la  Conltru&ion  fuivante  d’une  Egalité  quelconque  , 
par  le  moyen  d’une  Droite  parallèle  aux  ordonnées  , & 
d’une  Courbe  dont  l’Ordre  c(t , à la  vérité  , égal  au  degré 
de  l’Egalité  propofée , mais  dont  on  peut  déterminer  tous 
les  points  par  la  Géométrie  élémentaire  +. 

Toute  Egalité  le  peut  réduire  à cette  forme  a=.by  4* 
tyx  ^rdy'  &c.  Qu'on  décrive  la  Ligne  dont  l’équa- 
tion crt  x=by  >{•  cy*  4"  dy'  &c  , & de  laquelle  on 

peut  trouver  tous  les  points  avec  le  Compas  & la  Régie, 
ÿ.  jp.  Car  > prenant  fur  la  Ligne  des  ordonnées  A B une  or- 
donnée quelconque  AQjjy  J,  on  trouvera  by  qui  efi  à b 
comme  y à i [ i cil  une  Droite  prile  à volonté  pour  ler- 
vir  d’unité],  & cy1  qui  eit  à c en  railon  doublée  de  y a 
i , & dy'  qui  clt  à d en  railon  triplée  de  y à i , & ainfi 
de  fuite.  Puis , menant  parallèle  à la  Ligne  A C des 
ablcifles,  & prenant  fur  cette  Droite  la  partie  QjVl  égale  à 
by  + cy*  +dy'  &c.  le  point  i\l  lèra  un  de  ceux  de  la  Cour- 
be. Cette  Courbe  AdefM  étant  ainfi  décrite  par  points  , 
ou  de  quclqu’autre  manière  , fi  l’on  en  peut  trouver  de 
plus  commode;  li  l’on  prend  PablcilTc  ACj^a,  lès  or- 
données GH,  G1 , GK,  GL,  déterminées  en  menant  par 

le 

* Jac.  Bernoulli  Oper.  pag.  689.  & fuiv.  Newton  Ariihm. 
univtrj.  pag.  286.  287. 

- -f  Jac.  BlRN.  Oper.  pag.  690.  Mr.  de  l'Hôpital  , SeSl.  Conic. 
pag.  348.  STIRLING,  Line*  tertii  Ordinis  Ûc.  pag.  J9. 
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Ch. iv.  le  point  G la  Droite  G N parallèle  à AB  , feront  les  racines  Pu  v. 
}6‘  y de  l’Egalité  a = by  + cyl  + dy'  4-  ey*  &c. 

Car , par  la  nature  de  la  Courbe , le  raport  de  chaque 
abfciflê  AP[x]  à fon  ordonnée  PM[^]  cft  exprimée  par 
l’éq  : xz=by  + cyl  >-p  d y'  &c.  Donc  l’abfciflè  AG  étant 
a , le  raport  de  AG  [a  ] à l’ordonnée  GH,  G T,  G.K , où 
GL[_yJ  cft  exprimé  par  l’Eg:  a = b y + e y1  + dy'  &e. 

Donc  G H , G 1 , G K , G L (ont  les  valeurs  d’^y  dans  cette 
Egalité  : clics  font  fes  racines. 

.51.  Non-seulement  cette  conftru&ion  cft  f.mple 
& d’une  pratique  facile  : elle  cft  furtout  utile  pour  déter- 
miner les  limites  des  Egalités , & le  nombre  de  leurs  raci-  * 
nés  réelles  & de  leurs  racines  imaginaires.  On  voit  , par 
ex.  dans  la  Fig.  39,  que  la  Courbe  a quatre  branches  Ad, 
de,  ef,  fM.  C’elt  pourquoi  l’ordonnée  G N peut  cou- 
per cette  Courbe  en  quatre  points  H , I , K , L.  Suppo- 
fons  qu’elle  la  coupe  en  autant  de  points  , & menons  par 
' les  fommets  d,  e,  f,  les  abfcillès  d A,  es,  f4>,  qui  cou- 
pent G N en  «T , t , <p  -,  on  voit  que  la  première  racine  GH 
terminée  à la  branche  Ad , eft  plus  petite  que  G<T  ou  Aa, 

& qu’ainfr  elle  tombe  entre  o & A A ; que  la  (cconde  ra- 
cine Gl,  qui  fe  termine  à la  branche  de,  tombe  entre  GS 
&G»,  c’elt-à-dire,  entre  A a & AS;  que  la  troifiéme  ra- 
cine GK,  terminée  à la  branche  e f , tombe  entre  G»  & 

Gf,  ou  entre  AS  & A®,  & qu’enfin  la  quatrième  racine 
GL,  terminée  à la  branche  fM,  tombe  au- delà  de  G <p , 
ou  A*,  c’eft-à-dire  entre  A4»  & 00  [l’infini  ].  De  for- 
te que  o,  AA,  AS,  A 4» , 00  (ont  des  limites  entre  lef- 
quelles  tombent  les  quatre  racines  GH  , Gl , GK , GL. 

GH  Gl  GK  GL 
o Aa  Ah  A®  00 

* R 

En  menant  par  les  fommets  d,  e,  f,  les  ordonnées  dD, 

M 3 e E , f F , 
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Pt  y êE  , f F , il  cft  vifible,  par  l’infpe&ion  de  la  Figure,  i°.  que  Ch.iv. 
ii  la  Droite  a , à laquelle  A G efi  prife  e'gale , lè  trouve  5-  J 7- 
plus  petite  que  A D & plus  grande  que  A E , l’ordonnée 
G N coupe  les  quatre  branches  de  la  Courbe , & que  l’E- 
galite  a quatre  racines  réelles  : 2°.  que  fi  AG  [a]  cil  plus 
petite  que  A E , GH  ne  coupe  que  les  deux  branches  Ad, 
fM,  & que  l’Egalité'  n’a  que  deux  racines  re'elles , les  deux 
moyennes  qui  dévoient  fe  terminer  aux  branches  d c , c f, 
e'tant  devenues  imaginaires:  30.  que  fi  AG[<t]  tombe  en- 
tre AD  & AF,  l'ordonnée  GN  ne  coupe  que  les  branches 
ef,  fM  ; & il  n’y  a que  les  deux  plus  grandes  racines 
de  l’Egalité  qui  foient  réelles  , les  deux  plus  petites , qui 
* dévoient  (è  terminer  aux  branches  Ad,  & d e étant  ima- 
ginaires : 4°.  enfin,  que  fi  AG  [ a j furpalTe  AF,  la  Droite 
G N n’atteint  pas  la  Courbe  & que  toutes  les  racines  de 
l’égalité  font  imaginaires. 

Foutes  ces  déterminations  dépendent  des  ordonnées 
dD,  eE,fF,  ou  AA,  AH,  A $ , & des  abfcifTes  AD, 

AE , AF  des  fommets  d , e , f Ces  abfciflcs  & ces  ordon- 
nées fe.  peuvent  déterminer , en  confidcrant  que  d D , e E , 
fF  font  les  limites  des  branches  Ad  , de  , ef,  fM,  & qu’el- 
les féparent  les  ordonnées  réelles  des  imaginaires.  Donc 
chaque  abfcifle  AD,  AE,  AF  a une  ordonnée  double  ou 
deux  ordonnées  égales  [ §.  17].  Ainfi  on  trouvera  ces 
abfciflcs  en  cherchant  les  valeurs  de  x qui  donnent  à l’éq: 

Xz=zby  + cyl  dyl  dre,  ou  0 = x+by-\-c y'+dy' 

&c.  des  racines  doubles  , ou  égales  deux  à deux.  Mais 
la  Régie  de  Mr.  Hudde  * nous  aprend  que  quand  une 
Egalité  a des  racines  doubles  , fi  on  multiplie  la  fuite  bien 
ordonnée  de  (es  termes  par  une  progrelfion  arithmétique 

qucl- 

* Cette  R -gle  fe  trouve  parmi  les  Traités  imprimés  ordinaire- 
ment à la  fuite  de  la  Géométrie  de  Des  Cartes.  Pour  éviter  au 
Letleur  la  peine  d'y  recourir,  nous  en  avons  joint  la  Démonllra- 
tion  dans  l’appendice  N°.  3. 
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Cs.lv.  quelconque  , le  produit  fera  une  autre  Egalité'  qui  aura  Pur» 
*■  i7'  toutes  les  racines  qui  étoient  doubles  dans  la  propofée  , 
mais  qui  ne  feront  que  fimples  dans  l’Egalité'  résultante. 

Par  la  comparaifon  de  ces  deux  Egalités  , on  pourra  dé- 
terminer les  racines  doubles  qui  font  les  ordonnées  d D , 
cE,  fF,  & conféquemment  les  abfcifiès  AD,  AE,  AF. 

58.  Pour  faire  bien  entendre  ceci , il  eft  nécefTaire  d’y 
joindre  quelque  détail.  Et  comme  les  Egaütc's  du  premier 
de'gre' m’ont  aucune  difficulté',  prenons  - en  d’abord  une  du 
fecond,  a =ss  by  + cy* , ou  plutôt  (A').  . . a = by 
puifqu’il  eft  ordinaire  de  re'duire  la  plus  haute  puifiance 
de  l’mconnuë  à n’avoir  que  l’unité'  pour  coefficient.  La 
Courbe  reprélëntée  par  l’eq  : x = b y 4-t^1  e'tcnd  deux 
branches  à l’infini  du  côté  des  ablciftes  pofitives.  Car  x 
e'tant  prifè  infinie , y le  fera  auffi  , puifque , fans  cela  , b y 
4 *yy  ne  pourroit  égaler  x infinie.  Mais  y étant  infinie  & 
b finie,  le  terme  y y furpafle  infiniment  le  terme  b y , de 
forre  qu’à  l’infini  l’équation  de  la  Courbe  <è  réduit  à x== 
y y.  Si  on  prend  x pofitive  , y a deux  valeurs , ►f'  V * 
pofitivc  & — yj  x négative.  Mais  x étant  prife  négative., 
les  deux  valeurs  de  y , qui  font  -f-y'' — x & — y/ — x 
font  imaginaires.  Donc  la  Courbe  a deux  branches  infi- 
nies , du  côté  des  abfcifiès  pofitives  , & n’en  a point  du 
côté  des  abfcifiès  négatives.  Sa  forme  eft  donc  à peu  près 
telle  qu’on  la  voit  dans  la  Fig.  40.  Elle  traverfe  deux 
fois  l’axe  des  ordonnées  A B,  fçavoir,  à l’origine  A & au 
point  B , extrémité  de  l’ordonnée  A B = — b.  Car  la 
lùppofition  de  x = o donne  o = by+yy  , qui  a deux 
racines  y = o & y-=. — b.  Le  point  B tombe  du  côté  «0. 

négatif,  fi  b ell  pofitivc  ; du  côté  pofitif , fi  b eft  néga-  *• 

ÈtVC.  mon,  1. 

On  voit  dan*  cette  Figure,  qu’aux  abfcifiès  pofitives 
répondent  deux  ordonnées , l’une  pofitive  & l’autre  négati- 
ve; 
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v.  ve  , mais  que  les  ablcifles  négatives  ont  deux  ordonnées  Ch.  iv. 
imaginaires,  fi  l’ablciflè  lurpaflc  AD;  réelles,  fi  Pablcifle  j8t 
cfi  plus  petite  que  AD  ; & dans  ce  dernier  cas  , négatives , 
fi  b cil  pofitive  [ n°.  i J,  pofitives  , fi  b efi  négative  [ n°.  2]. 

L’ablcifie  AD,  qu’il  clt  eflentiel  de  connoitre,  elt  celle 
qui  a une  ordonnée  double  Dd.  On  la  déterminera  en 
multipliant  l’éq  : 0 = — x+by+yy  par  une  progrelïion 
arithmétique,  telle  que  o»  1 , 2;  ce  qui  donne  o — by  + 

2yy , ou  o = b+  2y  , foit  enfin  y = — ib.  D d ou 
A A vaut  donc  — i b.  Et  au  moyen  des  deux  éq  : x = 
by  -h  j yy , & y— — {b  , on  trouve  AD[x]~ ■ — {bb  + 

| bb  — — | bb. 

Puis  donc  qu’en  prenant  l’abfoiflè  A G égale  à a , les 
ordonnées  GH,  Gl  font  les  racines  de  l’Egalité  {A')  . . 
a — by^yy^  on  voit 

j°.  Que  fi  a ell  pofitive  , l'Egalité  A a deux  racines 
réelles  , une  pofitive  & une  négative  , dont  la  plus  grande 
efi  celle  qui  a le  figne  contraire  à celui  de  b.  Elles  font 
égales,  fi  b — o. 

20.  Que  fi  a cft  négative,  mais  plus  petite  que  — £ bb 
r AD  ] , l’Egalité  A a encore  deux  racines  réelles , de  meme 
figne  , contraire  à celui  de  b , & dont  l’une  dt  plus  gran- 
de , l’autre  plus  petite  que  — {£[Dd  J. 

3 °.  Que  fi  a — — • \b b , l’Egalité  A a deux  racines 
égales  , ou  une  racine  double  égale  à — \b. 

40.  Enfin  que  fi  a eft  plus  négative  que  — ~ bb  , les 
deux  racines  de  A font  imaginaires  ; & c’eft  ce  qui  arrive 
nécefiairement  quand  o,  & a < o. 

Cela  étoit  allez  connu  par  la  Réfolution  ordinaire  des 
Egalités  du  2d.  degré.  Et  il  cft  , làns  doute,  plus  à pro- 
pos de  réfoudre  ces  Egalités  par  le  moyen  du  Cercle , que 
par  la  Courbe  qu’on  vient  d’examiner.  Mais  on  a crû 
qu’il  n’écoit  pas  inutile  d’appliquer  le  Principe  du  §.  57.  à 

ce 
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Ch.  IV.  ce  Cas  fitnple.  On  en  aura  plus  de  facilité  à compreudrc  Pu  v. 

S-  is-  l’application  qu’on  en  peut  faire  aux  degrés  fupérieurs. 

59.  Soit  maintenant  l’Egalité  (B). ..  a = by  4-7’ 
du  je.  degré.  La  Courbe  que  repréfente  Péq  : x =by 
+ cyl  *byl  a deux  Branches  qui  fè  jettent  à l’infini  de  part 
& d’autre  de  l’Axe  des  ordonnées.  Car  x infinie  donnant 
auffi  y infinie , l’équation  de  la  Courbe  à l’infini  fe  réduit 
à x = yï,  parce  que  les  termes  b y & cyy  font  infiniment 
plus  petits  que  y* , vis-à-vis  duquel  ils  s’évanouiflent.  Cet- 
te éq:  x=y  n’a  qu’une  racine  réelle  y = V x > qui  eft 
pofitive  quand  x cft  pofitive,  & négative  quand  x ell  né- 
gative. 

La  Courbe  traverfè  l’Axe  des  ordonnées  en  autant  de 
points  qu’a  de  racines  l’Eg:  o = by>%*cyx  <+>jyl , à quoi  le 
réduit  la  propofée  B par  la  (uppofition  de  x = o.  Or  cette 
Egal:  o = by^  cyy+y'  a une  racine  y= ro,  qui  mar- 
que que  la  Courbe  pafïè  par  l’Origine  : Ses  deux  autres  ra- 
cines font  celles  de  l’Egal.  o b 4*  s y + yy , ou  — b = 

qui  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires.  Elles  font 
reelles,  fi  — • b eft  pofitive  [§  prie.  »°.  1 J,  c’ert -à-dire , fi 
b cft  négative , & alors  l’une  a le  (igné  & l’autre  le  fi- 
gne  — . Donc,  en  ce  cas,  la  Courbe  traverfè  l’Axe  des  Fl& 
ordonnées  deffus  & defious  l’Origine  A*  Ces  racines  font  “ 
auffi  réelles  quand  b cft  pofitive , pourvû  qu’elle  ne  fur- 
paflè  pas  i rr  [ §.y»r.  w8.  2 ] , & alors  elles  ont  toutes  deux_ 
un  même  ligne  contraire  à celui  de  c ; de  forte  que  c étant 
négative , la  Courbe  traverfè  deux  fois  l’Axe  des  ordon- 
nées au  - deffus  de  l’Origine  , & c étant  pofitive , la  Cour-  num'  ** 
be  coupe  deux  fois  l’Axe  des  ordonnées  au-dclfous  de 
l’Origine.  Si  b cft  égale  à 5 cc , les  deux  racines  font  éga-  mm% 
les  à — ic  [§./’/.  n°.  5 J , & la  Courbe,  au  lieu  de  couper 
l’Axe  des  ordonnées , le  touche  à Pextrémitc  de  l’ordonnée 
— ic , c’eft-à-dire , au-defTus  d’A  , fi  c cft  négative,  & «"»•  4- 
bitrod.  à f Analyfc  des  Lignes  Courbes.  N au- 
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au-delTous  d’A»  fi  c eft  pofitive.  Mais  fi  b>  '^cc  t les  ra-  Cn.  iv. 
cines  de  l’Egal.*  — b = cy  +yy  font  imaginaires  , & la  5- 5ÿ* 
Courbe  ne  rencontre  l’Axe  des  ordonnées  qu’à  l’Origine. 

Les  fommets  d , e , le  déterminent  en  multipliant  les  ter- 
mes de  l’éq  : 0 = — x 4 b y 4 cyy  4jé  par  la  progr. 
arithm  : o,  1 , 2 , ? ; ce  qui  réduit  cette  équation  à ( [H )... 

0=  b y 4 2 cyy  4 g y' , ou  — | b = \cy  +yy , dont  les 
racines  expriment  les  ordonnées  d D , c E , des  fommets 
D,  E.  On  aura  leurs  ablcilTès  AD,  AE,  en  cherchant  x 
par  le  moyen  des  deux  équations  H,  & 0 = — + 

cyy 4- y’  , ce  qui  donne  l’Egalité  (/)...  27  xx  4 18 bcx — 

4r’x  ►£<  4 b' bbcc  =0. 

Il  lcroit  aile  de  déterminer  ces  ablcilTès  , & par  là , les 
limites  qui  rendent  réelles  ou  imaginaires  les  racines  de  B , 
en  réfolvant  l’Egal:  I , qui  n’elt  que  du  lècond  degré. 

Mais , pour  montrer  comment  il  faut  s’y  prendre  dans  les 
Egalités  des  ordres  fupérieurs  , nous  n’eflàyerons  pas  de 
réloudre  cette  Egal.  I : nous  fuppolèrons  leulcment  qu’on 
lait , au  moyen  des  Remarques  du  §.  préc.  difeerner  par  les 
coefficients  de  cette  Egalité,  fi  ces  racines  lont  imaginaires 
ou  réelles , & dans  ce  dernier  cas , fi  elles  font  toutes  deux 
pofitives  ou  toutes  deux  négatives  , ou  l’une  pofitive  & 
l’autre  négative. 

Pour  cet  effet  , on  donnera  à l’Egal  : I cette  forme 

bbcc 4 b'  18  bc 4c1  ri  11 

- = ^-x  + xx  , tous  laquelle  on  voit 

27  27  ^ 

[ §.  préc.  n°.  4 ] que  fes  deux  racines  font  imaginaires , lorf- 

bbcc lb'  „ . , . , 1 %bc — 4/’ 

que  — — clt  plus  négative  que  — — — ) , 

c’eft-à-dire , lorfque  \o%bl — 2ybbcc  Sibbcc  — g6^r+4 
4 c ‘ , ou  1 08 b1  — 1 08  bbcc  >4  g 6bc 4 — 4c * > o , ce  qui  , 
divifant  par  4 & tirant  la  racine  cubique,  le  réduit  à \b  — 
ce  > o.  Ainfi 
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1 °.  Quand  b>\cc  > il  y a deux  racines  de  PEgaL  B P*..  V. 
qui  font  imaginaires  , parce  que  les  abfciffes  AD , A E , les 
(ommets  d , e , & la  branche  e d qui  s’y  termine  étant  ima- 
ginaires , la  Courbe  a , à peu  près  , la  forme  qu’on  voit  au 

»*.  1 o de  la  Fie.  4 1 , & qu’elle  ne  peut  être  coupée  qu’en  un 
feul  point  par  l’ordonnée  GH.  On  trouveroit  la  même  choie, en 
considérant  que  les  fommets  d,  e font  imaginaires  quand  leurs 
ordonnées  D d , E e , font  imaginaires.  Car  ces  ordonnées 
font  les  racines  de  l’Egal.  H...  — \b—\cy*kyy,  qui  font 
imaginaires  [§./>r.  »°.  4 J quand  — \b  elt  plus  négative  que 
■ — £ ( îf)1  = — l cc  , c’eft-à-dire  , quand  b > \ c c. 

. „ , . . bbcc — 46’  \%bc — 4c’ . , 

2 . Si  b—\cc,  alors  = — £( ) , 

2 7 2 7 

& les  racines  AD,  AE  de  l’Eg.  / font  égales  entr’elles  & 
à — iC— — ) = — rff’  [ §.  pr.  n°.  3 ].  De  mê- 


me — \b=  — & les  racines  Dd,  Ee  de  l’Eg. 

H font  égales  entr’elles  & à — i(ff)  = — \c.  Dans 
ce  cas , les  deux  fommets  d , e , font  réunis  en  un  point , 
auquel  lè  réduit  la  branche  ed.  Ce  point  a fon  abfcille 
AD  égale  à — iff'  8c  fon  ordonnée  Dd  égale  à — \c. 

Donc  , fi  AG[*]  eft  plus  grande  ou  plus  petite  que 
AD  [ — ïVc* ]»  GH  nc  coupe  la  Courbe  qu’en  un  point; 
l’Eg.  B n’a  qu’une  racine  réelle. 

Si  A G [ a ] eft  égale  à AD  [ — c * ] , GH  paflera  . 
par  le  point  e ou  d , & eft  cenlee  y rencontrer  trois  fois 
la  Courbe:  fi  bien  que  l’Eg.  B réduite  à — — \ cc  y 
4 ou  y*  *{*cyy  + =:0  , a trois  raci- 

nes égales  entr’elles  & à — je  [Dd].  En  eflet  y'  + cyy 
+ \ccy  ^rjc'  = o n’eft  autre  choie  que  le  Cube  de 
I’Egal  : ; + if=o,  ou  y—  — \c. 

30.  Si  b<  \ccy  la  Courbe  a trois  branches,  & l’Eg.  B 
peut  avoir  trois  raefnes  réelles.  Mais  il  faut  pour  cela  que 

Na  . AG 


I 
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fuy-  iGJ;]  *°mbe  entrc  AD8i  AE  ’ qui  font  les  racines  de  ÎJ? 
1 fcg.  /.  Nommant  ces  raanes  fi  & r , il  faut  que  des  deux 
grandeurs  fi  a , r a , lune  foit  politis  e & l’autre  né- 

gauVe  Or,  pour  juger  quand  cela  arrive,  on  transformera 
ltg.  1 en  diminuant  fes  racines  de  la  grandeur  « , c'ert-à- 

z a * — * * ou  2 à *•  La  trans" 
formee  clt  27*»  + j4*z  + 27**+ 1 8^  + , ^f»z 

— •44f*+4i’ — bbcc—o,  ou  — g 1 t*bc — 4*1: 1 +4l  > — j,yce 

54*  + 18  bc  — 4r’ 

— 7^ z + zz , dont  les  racines  ont  des  fi- 

gnes  oppofes  [ §.^r«.  »\  1.]  quand  le  premier  membre  clt 
poiiiir , c elt-a-dirc , quand  27  **  + 1 labc — ±ac'  + Ab' 

~hb“  e«  rgaûve.  Cette  grandeur,  que  nous  nomme- 
rons K , elt  jultement  le  premier  membre  de  l’Eg.  / trans- 
forme par  le  changement  d’x  en  * Si  cette  grandeur  K 
et  zéro,  une  des  racines  z , c’elt-à  dire,  fi—*,  ou  r— * 
et  auiïï  zéro , le  point  G tombe  lür  D ou  fur  E.  Mais  fi 
K elt  poficive,  les  deux  racines  fi — *,  r — * ont  le  mé- 
me  ligne,  AG  clt  ou  plus  grande,  ou  plus  petite  que  AD 

« que  AE,  le  point  G tombe  hors  des  limites  D,  E.  Donc 
b étant 

fÿ.  4t.  O Si  27**  + 1 8 abc 4 ac'  + 4 b' bbcc  > o J’E- 

£,!£?*  p,;  B*  dc“x  rac'ines  imaginaires,  &une  réelle,  parce  que 
G tombant  hors  des  limites  E,  D,  l’ordonnée  GH  ne  cou- 
pe la  Courbe  qu’en  un  point. 

♦ t V‘  2*2aa  1 8 abc  — 4 afi  + 4^’  — bbcc—  o , G 

tombe  fur  D ou  fur  E,  & l’ordonnée  GH  touche  la  Cour- 

De  en  d ou  e » & ,a  coupe  en  un  autre  point.  L’Egal  : B 
a donc  deux  racines  égales  & une  inégale.  La  valeur  des 
racines  égales , qui  elt  Dd , ou  Ee , le  détermine  au  moyen 

des  deux  Egal  : B & H ; elle  elt  . & h racine 

inéga- 
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inégale  eft  ( 


6 b — 2 cc 


Pt.  V. 


9*  + b( 

J ) Si  27  aa+  18  abc 4 ac'  + 4 b'  bbcc  < o , G 

tombant  entre  D & E,  l’ordonnée  GH  coupe  la  Courbe 
en  trois  points , & l’Eg  : B a trois  racines  re'elles. 

Après  avoir  reconnu  fi  les  racines  de  B font  réelles  ou 
imaginaires , on  s’afiùrera  aifément  fi  elles  font  pofitives  ou 
négatives. 

Car  l’Eg  : B a eflêntiellement  une  racine  du  même  fi- 
gne  que  le  terme  <*[AG].  Puifque  dans  l’éq:  x = by  + 
(y y +yx , x ne  monte  qu’au  premier  degré , la  Courbe  ne 
rencontre  l’Axe  des  abfciiTes  qu’à  l’Origine  A [§.  41  ] , d’où 
elle  pouffe  deux  Branches  infinies  de  part  & d’autre.  Ainfi 
chaque  abfciflè  AG[d],  pofitive  ou  négative,  aura  toû- 
jours  une  ordonnée  GH  [_y]  de  même  ligne.  Donc 

1 Si  l’Eg  : B n’a  qu’une  feule  racine  réelle , on  con- 
noît  quel  eft  fon  ligne  par  celui  du  terme  a.  Il  en  eft  de 
meme  fi  JB  a trois  racines  égales  ; ce  qu’on  peut  regarder 
comme  n’avoir  qu’une  racine , mais  triple. 

Quand  les  deux  autres  racines  de  B font  réelles , elles 
ont  un  même  figne , qui  eft  celui  de  l’ordonnée  D d , ou 
de  l’ordonnée  Ee.  Autrement,  il  fàudroit  que  la  Courbe 
coupât  l’Axe  des  abfciffès  ailleurs  qu’en  A.  Donc 

20.  Si  Dd  & Ee  ont  un  même  figne,  cc  fera  auffi  le 
figne  de  deux  racines  de  l’Eg.  B.  Or  Dd  & Ee  qui  font 
les  racines  de  l’Eg.  H. . . — \b  = | cy  +yy  , ont  un  mè- 
me  figne  [ §.  pr.  rf . 2 ] quand  — i b eft  négative  mais 
moins  que — — icc , c’eft- à-dire,  quand 
b <\cc.  Leur  figne  eft  contraire  à celui  de  \c  y ou  de  c. 
Donc , quand  B a trois  racines  réelles , b étant  pofitive  [& 
il  faut  pour  cela  que  b < \ce  , fans  quoi  deux  racines  de 
B fèroient  imaginaires  ] , cette  Egalité  a une  racine  de  mê- 
me figne  qü’  a , & deux  racines  d’un  ligne  contraire  à ce- 
lui de  e. 

N 3 Mais 


4». 

t.6.7. 
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Vl-V-  Mais  3*.  fi  B a trois  racines  réelles,  b étant  négative , 
clic  a une  racine  de  même  figne  que  a , & les  deux  autres 
d’un  figne  contraire.  Ce  cas  eft  celui  de  la  Fig.  4 r . »°.  1 , 
où  AG  [ 4 ] pofitivc  donne  une  racine  pofitive  G H & 
deux  négatives  G1 , G K,  & au  contraire  AG  [a]  négati- 
ve donne  deux  racines  pofitives  & une  négative.  Ce  qui 
s’acorde  très  - bien  avec  la  Régie  de  Des  Cartes,  pour 
connoitre  le  nombre  des  racines  pofitives  & des  négatives 
par  le  nombre  des  changemens  & des  fucceffïons  des  fi- 
gnes  de  (es  termes. 

On  aura  tout  ceci  devant  les  yeux  dans  la  Table  fui- 
vante. 


L b>\cc , donne  deux  Racines  imaginaires,  & une  réelle 
de  même  figne  qu’4. 

II.  b = \cc,  donne 

i°.  Si  a > ou  < — , deux  Rac.  imaginaires  , & 
une  réelle  de  même  figne  qu’4. 

20.  Si  4 = — îV**  » trois  Rac.  réelles  égales  à — \c. 
III  .b  pofitive  & < \ cc  , donne  , en  faifant  2744  + 1 8 abc 

4 ac%  + 4^ bbcc AT, 

1 °.  Si  K > o , deux  Rac.  imaginaires , & une  réelle  de 
même  figne  qu’4. 

9 4 >+*  b c 

2°.  Si  K=  o,  deux  Rac:  égales  à ^ , & une 


IV. 


égale  à ( 


6b  — 2 ce 


y a. 


9 a ►J-  b c 

3*.  Si  K < o,  trois  Rac:  réelles,  une  de  même  figne 
qu’4,  & deux  d’un  figne  contraire  à celui  de  r. 
b=.  o , doçne , puifqu’en  ce  cas  , K~  2 7 aa  — -4  ac\ 
i°.  Si  2744  > 4 ac\  deux  Rac.  imaginaires  , & une 
réelle  de  même  figne  qu’4. 

2*.  Si  2744  = 44*:’ , ou  a=^fc>  , deux  Rac.  éga- 
les à — \c  , & une  égale  à \c. 

30.  Si 


Ch.  IV. 
SS>. 
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3’.  Si  27  a a < 44  , trois  Racines  réelles,  une  de  Pu  V. 

même  figne  qu’*,  & deux  de  figne  contraire. 

V.  b négative  donne 

i*.  Si  Æ>o,  deux  Rac.  imaginaires,  & une  réelle  de 
même  figne  qu’<*. 

O 4 | ^ £ 

2”.  Si  K=z  o , deux  Rac.  égales  à ^ ^ — , & une 


■2CC 


egaIc  à ( ) *• 


3 \ Si  Æ < o , trois  Rac.  réelles , une  de  même  figne 
qu’<»,  & deux  de  figne  contraire. 

Il  eft  facile  de  réduire  une  Egalité  du  troifiéme  degré  > 
a = by  + cyy  •{•y* , à n’avoir  point  de  lècond  terme , & 
à paroitre  lous  cette  forme  *=/3«  4**’.  Il  ne  faut  pour 
cela  que  fubftitucr  u — \c  à_y.  Alors  il  ne  s’agit  que  de 
voir  fi  27** + 4/3’  eft  pofitive,  zéro,  ou  négative.  Si 
elle  eft  pofitive  , ce  qui  ne  peut  manquer  d'être  quand  /3 
eft  pofitive  ou  zéro  ; l’Egalité  n’a  qu’une  Racine  réelle  de 
même  figne  que  *.  Si  4/3*  eft  zéro  ; l’Egalité  a 

deux  racines  égales  à & une  troifiéme  égale  à — 3^-. 

Si  27a!»  4*  4/3*  eft  négative  ; l’Egalité  a trois  racines  réel- 
les , une  du  même  figne  que  * , & deux  du  figne  con- 
traire. 


do.  Pour  dire  aufïï  quelque  choie  des  Egalités  du 
quatrième  dégré , loit  ( C)  . . . a = by  4<  ey1  + * -\-y* , où 
pour  abréger  le  Calcul , nous  fuppofons  qu’on  ait  fait  difi. 
paroîtie  le  fécond  terme.  L’éq  : (L)....*=  b y 4-  cy* 

*f  y*  répréfente  une  Courbe  à deux  Branches,  qui  s’éien-  Kg-  4» 
dent  à l’infini  du  côté  des  al  (cilles  pofitives.  Car  à l’infi- 
ni, fon  équation  eft  x=y* , qui  a quatre  racines  -J-V+ 
v'x,  — V ’-hv'*  , + / — V x»  — V.  — V*  > qui  lont 

toutes 
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Fl.  y.  toutes  imaginaires  quand  je  eft  négative , & dont  les  deux  c».  iy. 
dernières  le  font  aufli , même  quand  x eft  pofitive.  Alors  5*  <«•' 
les  deux  premières  font  réelles , & montrent  qn’une  abfcifi- 
fe  infinie  pofitive  a deux  ordonnées  infinies , l’une  pofiti- 
ve , l’autre  négative.  La  Courbe  a donc  , du  côté  des 
abfcillès  pofitives,  deux  Branches  infinies,  l’une  fupérieure, 
l’autre  inferieure  à l’Axe  des  a b fd  fies.  Mais  elles  peuvent 
férpenter  près  de  l’Origine  , de  manière  qu’on  comptera 
quatre  branches.  Pour  en  déterminer,  en  gros,  le  contour, 
voyons  d’abord  en  quels  points  la  Courbe  rencontre  l’Axe 
des  ordonnées  : car  pour  celui  des  abféiflès , il  eft  certain 
qu’elle  ne  le  rencontre  qu’en  A,  puifquc  dans  l’éq  : L , x 
ne  monte  qu’au  prémicr  dégré  [§.  41  ]. 

Si  dans  cette  éq:  L,  on  fait  * = o,  elle  fc  réduit  à 
o = b y + cyl  + y* , ou  ( A/)  ...  . — 6 — cy  + y*  , qui 
peut  avoir  trois  racines  réelles,  ou  deux  imaginaires  & une 
réelle.  Elle  a trois  racines  réelles  quand  27  bb  +4^'  eft 
négative  [§./>7W.  J.  Alors  la  Courbe  rencontre  l’Axe  des 
ordonnées  en  trois  points  , fans  compter  l’Origine.  De  ces 
trois  racines  , une  a le  même  ligne  que  — b , les  deux 
autres  ont  un  figne  contraire.  Donc  , b étant  pofitive , la 
Courbe  coupe  deux  fois  (on  Axe  au-deftus  de  l’Origine 
iÜfm.4*  & une  fois  au-defious  : mais  b étant  négative , elle  coupe 
l’Axe  une  fois  au-dcilus  & deux  fois  au-defifous  de  l’Ori- 
nwn.  ».  gjne>  5,  2766  + 4 f5  =0  , l’Egal  : A I a deux  racines 

7 b 7 b 

égales  à — — , & une  troifiéme  égale  à . Dans  ce 

*.}.&  4.  cas  , 1*  Courbe  touche  fon  Axe  d’un  côté , & le  coupe  de 
l’autre  à une  diftance  double.  Enfin,  fi  2766  + 41:’  eft 
pofitive  , M n’a  qu’une  féule  racine  réelle  de  même  figne 
. que  — 6.  Ainfi  la  Courbe  ne  coupe  fon  Axe  qu’en  un 
M’  7*  point  ; au-defious  de  l’Origine  , fi  6 eft  pofitive  ; au-defi- 
fus,  fi  6 eft  négative. 

11 
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II  faut  maintenant  déterminer  les  fommets  d,c,f.  On  Pt-  V. 
multipliera  donc  l’éq  : ( L ) . . . . o = — x 4*  b y -f-  c y y * 

4*j^  par  la  progr.  arithm  : o , 1 , 2 , $ , 4 , ce  qui  la  trans- 
forme en  O— by+ 2cyy  * + ^y*  t ou  (.Ÿ) ±b  — ±cy* 

+y* , dont  les  racines  font  les  ordonnées  dD,  eE,  fF 
des  fommets.  Ainfi  deux  de  ces  fommets  , par  exemple , 
d & e , & par  conféquent  deux  branches  e d , d f de  la 
Courbe  deviennent  imaginaires  , quand  deux  racines  de 
PEgal.  N font  imaginaires,  c’eft-à-dire , quand  ±c  , ou  c , & 

27(i^)‘  + 4 ( ï O*  = ^ ou  27^  + 8*'  font  po- 

1 6 

fitives  [ §./wr.].  C’eft  le  Cas  reprélènté  aux  »°.  7 & 8 de  la 
Fig.  42  , & alors  la  racine  réelle  f F eft  du  même  figne  que  ^ 
— {b  y c’eft- à- dire,  négative  quand  b eft  pofitive,  & 
pofitive  quand  b eft  négative.  rtum.  », 

Qu’au  moyen  des  éq  : L & N,  on  élimine^,  on  aura 
(O). . . 64 x'  4*  32CCXX  4-36 bbex  4 c*x  4*  V ’i4  bbc' 

= o , dont  les  racines  R , r , p font  les  abfciftês  A D , 

A E , AF  des  fommets  d , e , f.  Ces  abfciftês  font  les  li- 
mites des  valeurs  de  a [ AG  ] qui  donnent  à l’Eg  : C des 
racines  réelles  ou  imaginaires.  Car  fi  G tombe  du  côte 
négatif  au-delà  de  F , l’Eg  : C n’aura  que  des  racines  ima- 
ginaires : Si  G tombe  entre  F & E,  l’Eg:  C aura  deux  ra- 
cines réelles  & deux  racines  imaginaires  : Si  G tombe  en- 
tre E 8c  D , l’Eg  : C aura  quatre  racines  réelles.  Mais  el- 
le n’en  aura  plus  que  deux,  fi  G tombe  au-delà  de  D 
du  côté  pofitif 

Donc,  fi  R eft  la  plus  grande  AD , r la  moyenne  AE, 

& p la  plus  petite  A F des  racines  de  O , PEg  : C n’aura 
que  des  racines  imaginaires,  fi  R — <*,r — at  & p — * 
font  pofitives  : Elle  aura  deux  racines  réelles  & deux  ima- 
ginaires, fi  R — a & r — a font  pofitives  , & p — né- 
gative, ou  fi  R — a y r — a y & p — «*  font  négatives.- 
Enfin,  elle  aura  fes  quatres  racines  réelles  , fi  R — a eft 
bitroà.  à Psînalyfc  des  Lignes  Courba.  O pofiti- 
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Pt- V.  pofitive , mais  r — a,  &*p  — a négatives.  Donc  fubfti-  Ch.  17. 
tuant,  dans  ïtg:  0,z  au  lieu  de  x — a ; ou  z*ba  au  f-6°' 
Heu  d’x  , J’Egal  : C aura  quatre  racines  imaginaires,  fi  tou- 
tes les  racines  z de  la  transformée  (ont  pofitives:  elle  aura 
deux  racines  réelles  & deux  imaginaires  , fi  une  ou  trois 
racines  z font  négatives  : & clic  aura  (es  quatre  racines 
réelles , fi  la  transformée  a deux  racines  z négatives  & 
une  pofitive. 

Par  la  fubftitution  de  z 4*  a à x , l’Eg  : O (è  transfor. 
me  en  64Z' +(192  a+ ^2  cc)zz  + (i92^a  + 6^acc+ 

-f-  3 6 bbc  -J-  4 c*  ) z 64  a,'  4-  j 2 aacc  -f  3 6 abbc  4 a c * ►f» 

y b 4 4*  bbc1  = o , ou  — a ’ — 4 aacc  — 9a^c^b_*i 


vb'+bbc' 


1 6 


= (S*a  + acc- 


9 bbc  -J-  c* 


)z+(j  a + icc^zz 


6 4 ‘ 16 

►b  z1  , que  pour  abréger , nous  écrirons  ainfi  ( P ) . . . a = 

fiz  4*>zz-f  z*. 

Suppolons  d’abord  que  cette  Egal  : P a (es  trois  raci- 
nes réelles;  & fi  eft  pofitive,  elle  a préc.  ] une  racine 
du  même  figne  que  <*  & deux  racines  d’un  figne  contraire 
à y.  Mais  fi  /3  eft  négative,  P a une  racine  du  même  figne 
que  a Si  deux  racines  d’un  figne  contraire.  Donc , P 
ayant  lès  trois  racines  réelles , fi  a & /3  (ont  pofitives  , & 
y négative  , les  trois  racines  de  P font  pofitives , Si  celles 
de  l’Eg  : C font  imaginaires  : fi  * eft  négative  mais  /3  & y 
pofitives , les  racines  de  P font  toutes  négatives  , & C en 
a deux  réelles  & deux  imaginaires  : ce  qui  arrive  auflî  lorf- 

3ue  P a deux  racines  pofitives  & une  négative  , c’eft-à- 
ire , quand  a.  & /S  font  négatives , ou  quand  * eft  néga- 
tive , /3  pofitive , & y négative  : enfin  fi  * eft  pofitive  & 
f3  négative , ou  fi  « , /3 , & y font  pofitives , P a deux  ra- 
cines pofitives  Si  une  négative  , ce  qui  marque  que  les 
quatre  racines  de  C font  réelles.  Pour  récapituler , <*  né- 
gative 
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Ch.  17.  gatîve  donne  deux  racines  réelles  & deux  imaginaires  : Et 
5‘*0,  * pofitive  donne  quatre  racines  imaginaires,  li  /3  eft  posi- 
tive & y négative  : mais  elle  en  donne  quatre  réelles  , fi  /3 
cft  négative,  ou  fi  /3  & y font  pofitives. 

Mais  fi  l’Eg:  P a deux  racines  imaginaires,  les  abfcifi- 
fes  AD,  AE  des  fommets  d,  c deviennent  imaginaires,  & 
la  Courbé  ne  conforve  que  le  Commet  f.  Les  ordonnées 
dD , eE  font  donc  aufli  imaginaires  , & nous  avons  déjà 
vû  que  cela  arrive  , quand  c , ou  quand  2 ybb  -J—  8 font 

pofitives.  Alors  l’Egal  : C ne  peut  avoir  que  deux  racines 
réelles.  Elles  feront  même  toutes  quatre  imaginaires  fi  a 
eft  plus  négative  que  la  foule  racine  R [AF]  de  l’Egal  : O, 
fi  R — a eft  pofitive.  Or  cette  racine  de  l’Fgal  : P a le 
meme  figne  que  le  terme  a.  Donc  fi  deux  racines  de  P 
font  imaginaires  ; « négative  donne  à C deux  racines 
réelles , mais  « pofitive  rend  les  quatre  racines  de  C ima- 
ginaires. 

Pour  connoître  quels  font  les  figues  des  racines  de  C, 
on  verra  d’abord  en  jertant  les  yeux  fur  la  Fig.  42  , que 
quand  fos  quatre  racines  font  réelles , a étant  négative , il 
y en  a deux  pofitives  & deux  négatives  : mais  a étant  po- 
fitivc , on  a trois  racines  pofitives  & une  négative  , fi  b 
eft  pofitive , & au  contraire  trois  racines  négatives  & une 
pofitive , fi  b cft  négative.  Ce  qui  s’accorde  avec  la  Ré- 
gie de  Des  Cartes,  puifque , dans  le  cas  des  quatre 
racines  réelles , c doit  être  négative. 

'Mais  quand  C n’a  que  deux  racines  réelles  , on  voit 
que  a pofitive  fuppofe  néccftairement  une  racine  pofitive 
& une  négative  : & que  a négative  donne  deux  racines 
négatives , fi  b eft  pofitive , & deux  racines  pofitives  , fi  b 
eft  négative. 

On  pourroit,  en  fuivant  les  mêmes  principes  , palier 
aux  Egalités  du  cinquième  dégré.  Mais  le  calcul  de  l’E- 
galité générale  feroit  fort  long.  Il  eft  plus  traitable  dans 

O 2 les 
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les  cas  particuliers.  D’ailleurs  cette  fpéculation  nous  a dé-  Ch.iv. 
jà  retenu  peut  - ctre  trop  long-tems.  Il  eft  teins  de  paflèr  6o% 
à d’autres  recherches  qui  ont  un  raport  plus  immédiat  à 
l’Analyfe  des  Courbes. 

i 

. ■ — — , — i 

CHAPITRE  V. 

Valeur  du  produit  de  toutes  les  ordonnées 
d'une  même  abfcijje. 


61.  T^[  O t r e defTein  cft  de  faire  voir  comment  l’Analylè 
1^1  découvre  dans  l’équation  d’une  Courbe  (es  prin- 
cipales propriétés.  Voici  un  Théorème  fort  général  , & 
qui  peut  fervir  utilement  dans  cette  recherche  * . 

Une  Couibe  Q^ISLRN  de  l’ordre  v étant  repréfen- 
tée  par  une  équation , dont  le  premier  terme  , lorlqu’elle 


eft  ordonnée  par^>,  foit  («xJ  + (2xS 


+ >* 


+ 


& le  dernier  Ax 


v- 


&c~')y 

Cx?  / 2 &c.  Je  dis  que  l’Axe  des  ablcifles  AP  cou- 

pant la  Courbe  aux  points  Qj  R , S , &c.  fi  on  prend  dès 
l’origine  A les  parties  AT,  AV , AX  &c.  égales  aux  racines 

de  l’éq  : a.  x + /3  x ' + yx  2 + &c.  — o , & qu’on 
mène  une  ordonnée  quelconque  LN  qui  rencontre  la 
Courbe  en  L,  M,  N &c.  le  produit  des  ordonnées  PL, 
PM,  P N &c.  de  l’abfciflè  A P fera  à la  fra&ion 
PQxPRxPS  &c.  t.  , , , A . 

PTx P V xFxlkc.  Cn  raif°n  donncc  de  A a <*,  ceft-a- 

dire, 


* NeWToni  Enumer.  linear.  3 ».  ordinis.  §. II.  3.4.  Stirling, 
Line  * ttrtii  ordinis  Newtonianx , pag.  76  — 79.  Mr.  De  Gua, 
tlfage  de  l Annl.  pag.  68. 
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dire , comme  le  coefficient  de  la  pins  haute  puiflànce  de  x Pl.  Vl 
dans  le  dernier  terme , au  coefficient  de  la  plus  haute 
puiflànce  de  x dans  le  premier  terme. 

Démonftration.  Si  l’on  divife  l'équation  de  la 
Courbe  par  le  coefficient  « x + /3  xS  1 ■+-  y x 2 &c , 

pour  lui  donner  cette  forme  yv~s ....  -P  — — —?XVZ — — 

aS  + px'—'&c. 

= o , où  le  premier  terme  y3  J n’a  point  d’autre  coef- 
ficient que  l’unité,  le  produit  de  toutes  les  racines  de  cet- 
te équation , c’cft-à-dire  le  produit  PL  x PM  x PN  &c.  des 

j , ri  ' 1 « AxV  ért 

ordonnées , elt  égal  au  dernier  terme 

a xs  -J-  /3  xJ  1 &c 

Or  le  nume'rateur  de  cette  fra&ion  efl  égal  à y^xPC^x 
PS  x PT , &c , & le  dénominateur  à «xPTxPVx  PX  8tc. 

Car  les  points  Q.  R,  S,  &c.  où  une  Courbe  rencon- 
tre fon  Axe  des  abfcUTes , le  déterminent  en  fàilànt  y =;  o 
dans  fon  équation  [ §.  15].  Mais  cette  fuppofltion  de 

y = o réduit  l’équation  à fon  dernier  terme  A x * -fi 

BxJ  * 1 &c  =;  o , & les  racines  de  cette  équation 

font  les  abfciflès  AQ^,  A R , AS , &c.  qui  ont  quelque  or- 
donnée égale  à zéro.  Divilànt  donc  cette  équation  par 

v — t . B v — t — 1 


+ ÂX 


A,  afin  que  le  premier  terme  foit  pur  ; xL 

&c.  fera  le  produit  de  ( x — A Q)  par  ( x — A R ) par 
(x  — AS)  &c.  c’eft-à-dire  , de  (AP  — AQJ)  par  (A,P 
* — AR)  par  (AP  — AS)  &c.  ou  de  PQj3ar  P R Par  PS 

• V T~~'/  V /— •! 

etc.  Donc  multipliant  le  tout  par  A,  Ax  +Bx 
ire.  eft  égal  au  produit  A x PQx  PR  x PS  &c. 

De  meme , puifque  AT , AV , AX  &c.  font  les  racines 

O 3 de 
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Pl'  VI‘  de  I’éq  i *x*  +P*  ‘ &c  = o , ou  , divifant  par  a , de 

, fl  i , , . i 1 , P s'—1 

x >4-<  — — x ce  = o;  le  premier  membre  x 4-  -x 

4 et  " /a 

<5“f.  eft  le  produit  de  (x — AT)  par  (x  — AV)  par  (x 
— AX  ) &c , c’eft-à-dire , de  ( A P — AT  ) par  (AP  — 
AV)  par  ( AP  — AX)  & c,  ou  de  PT  par  PV  par  PX  &c. 

Donc  multipliant  par  *,*x  +Px  &c.  eft  égal  à <*x 
PT  x PV  x PX  &c. 

Ainfi  , puifque  PLxPMxPN  &c.  eft  égal  à 
Axv  4 4*  Bxv~/~l  &c 


ax 


f + (2xs—1  &c 


que 


t 1 


&c  eft  égal  à yixPQxPRxPS  &c;  & que  « x +/3x 
&c.  eft  égal  à «xPTxPVxPX  &c;  il  fuit  que  PLxPM 

x™  &c-  eft  4 «TxPTx P V x PX&c ; ou  quc  PL* 

PMxPN  Uc  eft  à p^pV-pxfa.  A * »• 

L’application  de  ce  Théorème  aux  divers  cas  qu’il  ren- 
ferme en  fera  voir  la  fécondité. 


Ch.  V. 
f.61; 


62.  Soit  ayy  + cc'jy  + dxx  + &x  +/"*  = 0 , 

l’équation  générale  des  Lignes  du  troiftéme  Ordre. 

Fig.  44.  I.  1.  L’ablciflè  AP  & l’ordonnée  PL  ne  peuvent  cou- 
per la  Courbe  chacune  qu’en  deux  points,  Q,  R & L , 
M [§.41].  Alors  , par  le  Théorème  préced.  le  redangle 
PLxPM  des  ordonnées  eft  au  rcftanglc  PQxPR  des  par- 
ties de  l’abfcifle  , en  raifon  donnée  de  d à a , puifqu’ici 
d = A & a = a. 

Par  la  même  raifon , fi  l’on  mène  une  autre  ordonnée 
1 p m , le  reétangle  p I x p m eft  au  reâ  : p Qx p R , com- 
me d à a , ou  comme  le  rett  : PL  x PM  au  rca  : PQ,x  PR* 

On 
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Ch. y.  On  peut  regarder  Im  comme  l’Axe  des  abfciflês , & Pl.  yi. 
§ menant  qr  parallèle  à QR,  qui  coupe  Im  en  /> , on  aura 
pWpm  à /»qx/»r  comme  plxpm  à pQxpR. 

Donc  enfin  p\y.pm  eft  à^qx/?r  comme  PLxPM  à 
P Qx  P R. 

Ce  qui  revient  à dire  , que  fi  on  mène  par  un  point 
p deux  droites  lm , qr  parallèles  à deux  autres  droites  LM, 

Q.R  menées  par  un  point  P , & que  ces  quatre  droites 
coupent  chacune  en  deux  points  une  Ligne  du  fécond  Or- 
dre ; le  reélangle  1 p m des  parties  de  la  première  droite 
eft  au  re&angle  q p r des  parties  de  la  lèconde  droite , 
comme  le  rectangle  LPM  des  parties  de  la  troifiéme  eft 
au  redangle  QP  R des  parties  de  la  quatrième. 

2.  Si  l’ablciflè  a p , au  lieu  de  couper  la  Courbe  en  Fig.  4S- 
deux  points , la  touche  en  un  (cul  q ; on  doit  concevoir 
qu’en  ce  (èul  point  de  contaèt  q font  rèünis  & confondus 
les  deux  points  de  (èétion  q , r ; en  forte  que  les  deux 
parties  p q , p r étant  devenues  égales , leur  produit  eft  un 
quarré  p q1  , auquel  le  re&  ; L p M des  ordonnées  eft  en 
raifon  donnée  de  d à a. 

De  meme  , fi  on  mène  l’ordonnée  p l qui  touche  la 
Courbe  en  / , on  concevra  réunis  en  ce  point  les  deux 
points  de  feétion  L , M , & le  reétangle  L p M eft  devenu 
un  quarré  p/1 , qui  eft  au  quarré  p q*  en  raifon  donnée 
de  d à a. 

j.  S’il  arrive  que  l’éq  : dx x+eex  Hh/'*  = o n’ait  que 
des  racines  imaginaires , la  Ligne  des  abfcifiTes  <t  vr  ne  ren- 
contre point  la  Courbe  , les  points  de  (èélion  Q,R,  qui  fe- 
roient  déterminés  par  cette  équation  [ §.  15]  étant  imagi- 
naires. Le  Théorème  ne  laide  pourtant  pas  de  fe  (outenir. 

Car  il  eft  toûjours  vrai  Que  le  rcél  : ttL  x wM  des  ordonnées 

n ± , . dxx  4<  eex  +/ 1 d „ ee  , » , • 

eft  égal  à ■ — , ou  — (xx  + x ).  Mats 

cette 
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Pt.  VI. 


z'' 


ee 


r 


cette  quantité  xx  + —se ne  (èra  plus  un  re&anglc 

QP R , qui  feroit  la  différence  de  deux  quarrés  K (V  & 
K P1  [en  divifant  QJ*  par  le  milieu  en  K].  Elle  fera  la 

ee  f'  e + 

(btnmc  de  deux  quarrés , ( x H — )*  & ) . 

2d  d 4, dd 

Qu’on  prenne  donc,  des  l’Origine  «,  une  abfciflc  *B  éga- 
le à — ^ qu’on  éléve  la  perpendiculaire  indéfinie  B C , 
& qu’on  la  coupe  en  C par  le  Cercle  décrit  du  centre  <t 
avec  un  raïon  ce  qui  donne  BC  = v/C*C‘ 

fi  e* 

— aB1  ) = v' C-j  — 773)  > & on  aura  7rCt  = -jr  BJ+ 


4 dd 

+(7—  ïm>=xx+-jx+Ç- 


Donc,  puifque  le  reét  : tLxttM  eft  (xx-f-  7^+^), 

a d d 


ce  réel  : LtM  cil  au  quarré  tC‘  en  railbn  donnée  de 
d & a. 

II.  Tout  le  relie  fubfillant,  fi  la  grandeur  f efl  égale  à 
zéro,  l’éq  : d xx  >+<  eex=zo  , faite  en  égalant  le  dernier 
terme  à zéro,  aura  une  racine  x = o.  L’Origine  tom- 
be donc  fur  un  des  deux  points  Q,  R de  la  Courbe.  Ce 
qui  ne  change  rien  aux  Conclufions  précédentes. 

I I I.  Mais  fi  c’elt  e qui  eft  = o , l’éq  : dx  x+ f*  — o 
a deux  racines  réelles , fi  d & f ont  différents  fignes  , & 
deux  racines  imaginaires  fi  d & f ont  le  même  figue.  Dans 
le  premier  cas,  l’Origine  efi  au  point  K qui  divilè  QR  en 
deux  également.  Dans  le  fécond,  l’ablciffe  *v  ne  rencon- 
tre point  la  Courbe , & c’elt  le  Cas  du  n\  1.  $ : mais  au 
lieu  du  point  C il  faut  prendre  le  point  D,  fur  la  perpen- 
diculaire «D, éloigné  de  l’Origine  « d’une  diltancc  *D  = 


Ch.  Y. 
$.  <1* 


Digitized  by  Google 


II* 


L'UNE  MEME  ABSCISSE. 


Ch.  V. 

$•  Si. 


*4 


parce  qu’ici  «B  [ — devient  nulle.  On  aura 


donc  le  re£l:  LttM  au  quarré  ttD1  en  raifbn  donnée  de 
d à a. 

IV.  W feulement  eft  égalé  à zéro  , l’équation  de  (a 
Courbe  étant  ayy  4*  ( bx  + et  ~)y  4.  eex  +f'  = o , les  or- 
données P L peuvent  bien  couper  la  Courbe  en  deux  fi*.  4*, 
points  L , M ; mais  les  abfcifTes  ne  la  coupent  qu’en  un 
lhil  point  QI§.4‘].  Alors  le  rea  : PL*  PM  eft  égal  à 

-PQ==^xPQj  puifque  A~ee,  & «=*.  Si 

on  porte  donc  l’Origine  en  Q^,  le  redangle  LPM  des  or- 
données eft  égal  au  Sangle  de  IWciffe  P Q par  une 

Droite  confiante  ~ , troifiéme  proportionelle  de  a à e. 


V-  Si  d & e , égales  chacune  à zéro  , réduifent  l’é- 
quation à <*J7+(**+*0>+/‘=o  , l’Axe  des  abfl 
ciftes  ne  rencontrera  point  la  Courbe  & le  red:  LPM  des  F*‘  47‘ 

ordonnées  eft  une  grandeur  confiante  C- , quelque  abfcifl 

fè  qu’on  prenne.  Ses  deux  ordonnées  LP , PM  font  donc 
réciproquement  proportionelles  l’une  à l’autre. 

Ce  Cas , où  l’Axe  des  abfciftès  ne  rencontre  point  la 
Courbe , parce  que  le  dernier  terme  de  l’équation  eft  ré- 
duit à p , eft  efTèntiellemcnt  différent  de  celui  qui  a été 
touché  au  n°.  I.  j , où  l’Axe  des  abfcifTes  ne  rencontre 
point  la  Courbe,  parce  que  l’éq  : Jxx  +ce x * /’  =0 
n’a  que  des  racines  imaginaires.  • . " 

On  ne  peut  fùppofèr  d , r , & f égales  chacune  à zé- 
ro, parce  qu  alors  1 équation  , divifible  par  .y,  fè  pourroit 
réduire  à deux  équations  du  premier  degré  y = o & a y 

+ cc  = °i  & ne  reprefenteroit  que  deux  Lignes  droi- 
tes [§.  ai.  40].  0 

Introd.à  /’ Analyfe  des  Lignes  Courbes.  P VI.  1. 
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Pt. VI.  VI.  i.  Reprenons  l’équation  générale,  & fuppofons  * 
= o,  ce  qui  la  réduit  à (6x+  ce)y  + dxx  + eex  + /* 

o.  Alors  chaque  abfcifle  n’a  plus  qu’une  ordonnée  [ §. 

41  ].  Et  pour  appliquer  à ce  Cas -ci  le  Théorème  géné- 
ra 4*-  ral  du  §.  6 1 , on  prendra  AT  égale  à — C~j  racine  de  1 eq: 

bx^ti=.  o & PL  fera  à , ou  le  re£l  : T P L au 

reft:  QPR,  en  raifon  donnée  de  J [s4]  à £[«].  Tranf- 
portant  donc  l’Origine  en  T , ce  qui  ne  change  rien  aux 
ordonnées , le  rectangle  TPL  des  coordonnées  oit  au  rcéb 
QPR  en  railon  donnée  de  à à b. 

Mais  fi  l’axe  a p , au  lieu  de  couper  la  Courbe  en  deux 
points  Q,  R , la  touche  en  un  feul  q , le  rect  : t p L fera 
au  quarre  de  p q en  railon  donnée. 

Et  fi  l’axe  ne  rencontre  point  la  Courbe  , parce 
que  les  racines  de  l’e'q  : dxx  •+*  ccx  +/'  = o lbnt  imagi- 

naires,  on  prendra  comme  au  n®.  I.  3 , «B= — & 

f\ 

BC-v'C-j T,)>  & le  reû  : TwL  fera  au  quarré  de 

d 4 dd 

ttC  en  raifon  donnée  de  d à b. 

a.  Dans  cette  meme  équation , fi  /==  o , l’Origine  tom- 
be fur  un  des  points  R,  où  la  Courbe  cli  rencontrée 
par  l’Axe  des  abfcifles. 

3.  Mais  e — o fait  tomber  l’Origine  au  point  K qui  di- 
vilê  également  QR  , lorlque.d  & f ont  des  fignes  diflé- 
rens.  S’ils  ont  même  ligne,  les  racines  de  l’éq  : dxx**?p 
— n font  imaginaires  , l’Axe  ne  rencontre  point  la 
Courbe,  & on  doit  tranfporter  le  point  C en  D fur  la 
perpendiculaire  «D  à la  meme  diftance  de  Porigme  <*. 

4.  Si  l’on  a d = o , l’Axe  des  ablcifles  ne  coupera  la 
Bs-  4P*  Courbe  [ §.  41  ] qu’en  un  feul  point  Qj  Et  prenant  toû- 

. jours 


Ch.  V. 
§.  61, 
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T<V 


•Cn.V.  . , _ Ce  ee  P O 

/•*»•  fours  AT=s — y,  on  aura  P L = — x ou  T PL 

[qui  eft  le  re&angle  des  coordonnées  ’,  en  tranfportant 
1 Origine  fur  T]  eft  égal  au  reél  : de  PQ.par  une  confian- 
te 

te  Si  on  mène  donc  une  autre  ordonnée  pl,  on  aura 

TPxPLrTpxpl  = PQj  pQ^  Donc  PL  eft  à pl  en  raî- 
fon  compofée  de  la  directe  de  PO  à p Q&  de  l’niverfe 
de  PT  à p T. 

j.  Enfin , fi  l’on  a d & e égales  chacune  à zéro . on 

aura  TPL  = Jj--  Donc  portant  l’Origine  en  T,  le  reélan-  n~- 

gle  des  coordonnées  eft  conftant. 

Vil.  Dans  tous  le  cas  du  n\  préc.  fi  on  avoit  c ==o, 
cela  ne  changerait  rien  aux  conclurions  , fi  ce  n’eft  que* 
l’Origine  fe  trouve  toute  portée  fur  le  point  T,  puilque  la 

diftance  AT,  qui  eft  — ~t  lè  trouve  nulle. 

VIII.  i.  Mais  fi  b , suffi  bien  que  4 , eft  égale  à zéro, 
l’équation  fera  tcy  + Jxx  + eex +fl  =o  , ce  qui  donne* 

dxx  + etx  +/*  d,  te  f'  4«- 

y—  T. =— «<**+?  *+*20= 

d ç ( 

— 7^*PQ*PR-  DoncyxPLssPQïcPR.  Le  reél: 

des  parties  P Qx  P R de  l’abfcifTe  eft  égal  au  reaangle  de 

l’ordonnée  PL  par  une  droite  confiante  e-4.  • 

d 

Si  l’abfcifTê  a p touche  la  Courbe  en  q , c’eft  le  quarré 
de  pq  qui  eft  égal  au  reélangle  de  l’ordonnée  pL  par  une 
confiante. 

Et  fi  l’abfcifie  mrtr  ne  rencontre  point  la  Courbe , les  ra- 
cines de  étant  imaginaires  , le  réel  : 

P » de 
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n 6 

h»  VI.  de  1’ordonnce  wL  par  une  confiante*  eft  égal  au  quarré  Ch.v. 
de  la  Droite  C menée  de  l’extrémité  *■  de  l’abfciffè  au  ^ 415 
point  fixe  C , déterminé  , comme  aux  n".  I.  3 , & V I.  1 , 

en  faifànt  *B  = — , & BC  = V C^-j ~n)* 

2 ci  a Ofàcl 

2.  Ici , comme  aux  n°.  1 1 , 1 1 1 , & V I , la  fuppofition 
de/==:c  porte  l’Origine  lur  un  des  deux  points  Q^&  R. 

Et  la  lüppofition  de  e = o porte  A en  K , ou  C en  D, 
fuivant  que  les  racines  de  </xx+/‘  = o font  réelles  ou 
imaginaires. 

Mais  on  ne  peut  fuppofèr  o , parce  que  l’équa- 
tion , n’ayant  plus  de  terme  du  fécond  dégré , ne  repuc- 
fenteroit  qu’une  Ligne  du  premier  Ordre. 

• • 63.  On  voit  par  cet  échantillon,  quelle  variété  de 

Cas  fè  préfbnteroit  dans  les  Lignes  des  Ordres  fupérieurs. 
Touchons  légèrement  ceux  qui  fe  raportent  aux  Lignes  du 
troifiéme  Ordre.  L’équation  générale  fera  *y'  + + «O 

yy  + (dxx  4*  ee'x  -+  f'  y -\-gx'  -\-hbxx-\-ilx  4*  l*  = o. 

I.  1 . Et  d'abord,  s’il  n’y  manque  ni  le  terme  a y'  ; ni 
Pt.  vil.  le  terme  gx'  , l’ablcille  & l’ordonnée  peuvent  couper  la 
_ Courbe  LQMRSN  reprélèntée  par  cette  équation,  cha- 
" cune  en  trois  points  Q,  R,  S ; L,  M , N.  Et  félon  le 
Théor.  général  [§.61  ] , le  folide  P L x PM  x P N des  or- 
données eft  au  (olide  PQjxPRxPS  des  parties  de  l’abfcif* 
fe , en  raifon  donnée  de  g [ A ] à a [ a.  J. 

De  forte  que  menant  deux  ordonnées  LN , I n , le  fo- 

• lide  PL  x PM  x PN  efl  au  folide  P Q_x  P R x PS  comme  le 
folide  plxpmxpn  au  folide  pQxpRxpS. 

Menant  auflî  qs  parallèle  à QS , on  aura,  toujours  par 
la  même  raifon  , le  folide  plxpmxpn  au  folide  pQx pR 
xpS,  comme  le  folide ;lx^mx;n  au  folide  />qx/»rx^s. 

Donc  enfin  PL  x PM  x PN  ett  à PQj*  P R X PS  comme 
plxpmxpn  à pqxprxps.  • 

Ce 
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Ce  qui  forme  ce  The'oréme.  Si  par  un  point  P on  c«.  v. 
mène  deux  droites  LPN,  QJ’S  qui  coupent  chacune  en  i,6i' 
trois  points  une  Ligne  du  tioifiéme  Ordre,  Si  par  un  au- 
tre point  p deux  autres  dtoites  l/>n  , qps  parallèles  aux 
premières  & qui  coupent  aufli  chacune  la  meme  Courbe 
.en  trois  points  ; le  lolide  des  parties  de  la  première  droi- 
te L N interceptées  entre  le  point  P & la  Courbe , eft  au 
folide  des  parties  de  la  fécondé  droite  QS  interceptées  aufli 
entre  le  point  P & la  Courbe , comme  le  folide  des  par- 
ties de  la  troifie'me  droite  ln  interceptées  pareillement  en- 
tre le  point  p & la  Courbe  , eft  au  folide  des  parties  de 
la  quatrième  droite  qs  interceptées  de  même  entre  le  point 
p & la  Courbe. 

a.  Si  Pabfciflè  a p coupe  la  Courbe  en  un  feul  point  s F«-  **• 
& la  touche  en  un  autre  point  q , où  l’on  conçoit  réünis 
deux  points  de  lèdion,  alors  le  folide  pLxpMxpN  eft 
au  folide  p q2  x p s en  raifon  donnée. 

De  même , fi  l’ordonnée  l/>m  touche  la  Courbe  en  m & 
la  coupe  en  1 , le  folide  plxpm 2 fera  au  folide  pq!xps 
en  raifon  donnée. 

Il  peut  même  arriver  que  l’abfciflè  [ ou  l’ordonncc  ] 
ne  touche  la  Courbe  qu’en  un  feul  point , auquel  fe  réü- 
niflent  les  trois  points  de  fedion  ÇQ  R,  S.  C’eft  ce  qui 
arrive,  quand  leq  :gx’  + hhxx  ■+.  i'x  + !*  — o , a fes  trois 
racines  égales.  Dans  ce  Cas,  fi  on  tranlporte  l’Origine  fur 
ce  point  de  contad , le  cube  de  l’abfciflè  eft  au  lolide  des 
ordonnées  en  raifon  donnée. 

?•  Si  lablciflè  et-ar  ne  rencontre  la  Courbe  qu’en  un 
lèul.  point  <t  y Si  la  coupe  en  ce  point -là  fans  la  toucher, 
le  folide  <srLx<srMx<rrN  des  ordonnés  eft  toujours  égal  à 
gx'  + hhxx  + i'x  + r Jf  hbxx  rx  l\  ir  . 

, ou  * (•*’  4*; + — +-).Mais 

a fi  S g & 

cette  grandeur  x»  + ~ x*  * — x*—  n’eft  plus  le  pro- 
o SS 

p 1 duit 
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Ch  v.  duit  de  trois  droites  terminées  à l’extrémité  tr  de  l’ablciflè,  P*..  VU. 
S-  e>  comme  l’écoienc  PQ,  PR,  PS  à l'extrémité  P de  l’ablcilTe 

bb  i 1 /4 

A P ; parce  que  l’éq  : x*  4*  — xx-\ — — = o n’a 

s s 

plus  qu’une  racine  réelle  , les  deux  autres  étant  imaginaires. 

On  peut  pourtant  réduire  le  produit  de  ces  deux  racines  ima- 
ginaires à un  quarré,  de  la  manière  luivante.  Soit  w = z. 

' Donc  &■< r [=«■» — tt7  — x — z]  clt  la  racine  réelle  de 
bb  i 1 / 4 

l’éq  : x’  «P  — x‘  4 *4*  — = o.  Ainfi , diviftnt  cette  . 

^ ^ ^ 

équation  par  x — z = o,  le  quotient  fera  le  produit  des 

bb 

racines  imaginaires.  Ce  quotient  cft  x*4-(z  4* — ) x+ 

(zz  + — z + — ),  & le  refte  z’+  — z‘+  — z 4«  — eft 
SS  S S S 

h h 

nul  ; puilque  z cft  la  racine  réelle  de  l’éq  : x’  + — x1  4* 

i*  J*  . & 

~*4*  — = 0.  Il  s’agit  donc  de  trouver  un  quarré  égal 
S S 

b b bb  $l 

à xx  4-  (z  4 ) x 4<  ( zz  + — 2 + — ).  Pour  cela  qu’on 

S S jfh 

prenne  a D = «a,s=z  & DE= — , on  aura  a F — 

hh  h b ^ 

Z 4*  — , & là  moitié  «B=Jz4*  — . Sur  le  diamètre  <*E 
S . ^ 

3u’on  décrive  le  demi-cercle  <*  F E , qui  coupera  en  F la 
roite  DF  élevée  perpendiculairement  fur  «D.  De  cette 

bb 

manière  *F,  moyenne  proportionelle  entre  « E [ z + — ] 

o 

bb 

5c  «D[z],  fera  égale  à /(ZZ44 — «)•  Qu’on  prenne 

£ fur 


Digitized  by  Google 


D'UNE  MEME  ABSCISSE.  119 

fur  FE,  prolongée  s’il  le  faut,  une  partie  FG  égale  » Fl"  VIL 

& 

& on  aura  a G1  = « F*  4*  FG1  = zz  + — z 4*  — . Qu’on 

, - S S ^ 

décrive  donc , du  centre  * , avec  le  raion  ce  G , un  cercle 
GC , qui  coupe  en  C la  droite  BC  perpendiculaire  à * B , 

& on  aura  BC*  = «C*  — ce  B1  = «G*  — ce  B*  = (zz  4< 

b h fx  bh  bb  i 1 h 4 

— Z + — ) — Qz  + -)  =Î22  + -Z  + • 


2S 


hh . 


ASS 


Donc  4rC‘  = wB:  + BC! =( x 4<îz  Hh  — )*  4-  $zz  4* 

— z 4*  7-  = **4-(z4«  — )x+(zz+^z+-> 

2g  S 4 SS  S SS 

Ainfi  puifque  le  folide  <nrL  x ®M  x eft  à **  4*  — + 

• t i ^ ^ 

— so  4 en  raifon  donnée  de  e à a , & que  *’  4«  — x*. 

5 . S & £ 

il  l* 

4 *4’"  — eft  le  produit  de  x — z [ qui  eft  <wo-]  par 

••O  O 

/.z.  z./.  # * 

xx  + (z4 — )*4-(zz4 z 4<  — ) [ qui  eft  ^C*  ] , 

S SS 

on  conclura  que  le  folide  ®Lx®Mx«N  des  ordonnées 
eft  au  folide  <nr(rx®-Cl  en  raifon  donnée  de  g à a. 

11.  1 . Si  la  grandeur  / eft  égale  à zéro , alors  l’e'q  : 
gx*  4-  hhxx  4-r  * x = 0 , a une  racine  x~p  : ce  qui 
montre  que  l’Origine  tombe  fur  un  des  trois  points  Q,  R , 
S,  où  l’Axe  des  abfciflès  rencontre  la  Courbe.  D’ailleurs 
tout  le  relie  fubfille  comme  dans  le  n°.  préc.  fi  ce  n’eft 
qu’il  faut  un  peu  varier  la  conftru&ion  du  cas  où  cette  cq: 
gx'  +bbxx  + i>x~o  a deux  racines  imaginaires,  & imi- 

h h 

ter  celle  du  §.  62.  n\I.  3.  On  prendra  « B = — — , on 

e'Iévera- 


Digitized  by  Google 


120  K"  PRODUIT  DES  0 RDO  NNF  ES 


Vl.  vii.  élévera  la  perpendiculaire  indéfinie  BC  & on  la  coupera 
en  C par  un  cercle  décrit  du  centre  * avec  Iç  raïon  « C 

— V f,~~  * Pour  avo‘r  ^ point  fixe  C , duquel  menant  la 


droite  <ar  C , on  aura  'sr  L x *»■  M x -»■  N à ■arC2  x * [ car , 
dans  ce  cas , « & r font  le  meme  point  ] en  raifon  donnée 
de  g à a.  Car  le  folidc  ar  L x *»■  M x ar  N des  ordonne'es 

- i i K*'  + bbsoe  + i/ix  gx  hh  , */#\ 

eft  égal  a =° - (xx+  - x ►£<  — ) 


S. 

a 


(ariXarC2  ). 


2.  Si  / & / font  nuis,  l’équation,  faite  en  égalant  à 
zéro  le  dernier  terme , fo  réduit  à gx'  + hbxx  — o , qui  a 
deux  racines  égales  à zéro.  Donc  alors  deux  des  points 
où  l’Axe  coupe  la  Courbe  font  réunis  en  un  foui  point  q , 
auquel  eft  fituée  l’Origine.  Et  le  folidc  pLxpM  xpN 
des  ordonnées  eft  en  raifon  donnée  au  folidc  qui  a pour 
baie  le  quarré  p q1  de  l’ablciftè , & pour  hauteur  la  droi- 
te p s. 

Enfin , fi  les  trois  grandeurs  h , / , / font  nulles , l’équa- 
tion du  dernier  terme  gx'  =o  a fos  trois  racines  x=o. 
Les  trois  points  Q^,  R , S , communs  à la  Courbe  & à 
l’Axe , fe  confondent  en  un  foui , fur  lequel  eft  pris  l’Ori- 
gine , & le  folide  des  trois  ordonne'es  eft  au  cube  de  l’abf- 
ciflè  en  raifon  donnée. 


Cm.  V. 

5-  <l. 


111.  i.  Si  au  contraire,  dans  le  dernier  terme,  la  gran- 
deur g eft  la  feule  qui  foit  zéro  , l’équation  faite  de  ce 
dernier  terme  fora  bh  xx+  i iix  4*  /*  =o  , qui  n’a  que 
$ b jeux  racines.  L’Axe  AP  ne  peut  donc  couper  la  Courbe 
qu’en  deux  points  R.  Et  PLxPMxPN  eft  égal  à 

^ x PQx PR  = ^ x PQx PR j puifqu’ici  A hh , & « —a. 

Le 
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Ca.V. 

§.dj. 


Le  folide  des  ordonnées  PLxPMxPN  cft  égal  à un  fo-  Pu  vit. 

h h 

lide  qui  a une  hauteur  donnée  — , & une  bafe  égale  au 


re£t angle  des  parties  P Q^,  PR  de  rabfcifTe. 

Si  l’abfcifte  a p touche  la  Courbe  au  point  q , le  re£l  : 
PQ^xPR  devient  le  quarré  pq\  Tranfportant  donc  l’Ori- 
gine a fur  ce  point  q,  le  folide  pLxpMxpN  des  ordon- 
nées eft  égal  au  folide  qui  a pour  hauteur  une  droite  don- 
h h 

née  — , & pour  bafe  le  quarré  de  1’abfciïTe  p q. 

Mais  fi  l’Axe  «w  ne  rencontre  point  la  Courbe,  ce 
qui  arrive  quand  les  racines  de  l’éq  : hhxx+iiix  4*  i*  — o 
font  imaginaires;  alors  on  prendra  , comme  au  §.  62.  n°.  1. 

3,  <t(3==  — ^ , on  élévera  la  perpendiculaire  BC  , 

on  la  coupera  par  un  Cercle  décrit  du  centre  * avec  un 
/♦  U 

raïon  « C = \J  ^ , & on  aura  le  point  fixe  C , 

duquel  menant  Car,  le  folide  5tLx7tMx7tN  des  ordon- 

h h 

nées  eft  égal  au  folide  qui  a la  hauteur  donnée  — & la 

bafe  égale  au  quarré  de  7t  C. 

2.  Si  g & h font  toutes  deux  nulles , le  dernier  terme 
de  l’éq  : de  la  Courbe  fera  iiix  + / 4 qui , égalé  à zéro , 

n’a  qu’une  racine T . L’Axe  AP  ne  rencontre  la  Cour-  u 

be  qu’en  un  fèul  point  Q.  Et  le  folide  PLx  PM  x PN  des 
A i1 

ordonnées  eft  égal  à — P Qj=  — PQ^,  c’eft-à-dire , [ en 

tranfportant  l’Origine  au  point  Q.  ] que  le  folide  des  or- 
données eft  égal  au  folide , qui  a pour  hauteur  l’ablcifle 

P Q & une  bafe  donnée  — . 

a 

bitrod,  à P Analyfe  des  Lignes  Courbes,  Q,  3.  En- 
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Pu  Vit. 
SS- 


j.  Enfin  ce  folide  PLxPMxPN 
/♦ 

d’une  grandeur  confiante  — , fi  les  quantités  £,  b,  J 
chacune  égale  à zéro. 


des  ordonnées  efl 
font 


Ch.  V. 
§•  6}- 


IV.  i.  Si  dans  l’éq  : de  la  Courbe  ay ’ -f-  ( bx  + cc  ) yy 
►P  (éxx  «hzvx-f- f 1 )j'~hgx’  + Mxx  + iiix  + /+==o  , 
le  coefficient  a du  premier  terme  elt  zéro  , ce  qui  donne 
la  première  place  au  terme  (bx^c  c'y  yy  : l'Axe  des  abfcif. 
B&"  S6-  les  peut  bien  couper  la  Courbe  en  trois  points  Q_,  R,  S; 
mais  aucune  ablcilTe  AP  n’aura  plus  de  deux  ordonnées 

P L , P M.  Et  prenant  AT  = — C~r  > racine  de  l’éq  : b x 

+ o , on  aura  [ §.  bi]  le  rcfl  : PLxPM  à ^ x.^ 

comme  A à *,  c’ell-à-dire,  comme  g à b.  Donc  le  folide 
PT  x PL  x PM  cil  au  lblide  P Qx  P R x P S en  raifon  don- 
née. Ainft  PT  x PL  x PM  : PQj<  PR  x PS  = pT  xp  1 x p m : 
^Qx/>Rx/>S.  En  prenant  le  point  donné  i pour  l’Ori- 
gine, on  dira  que  le  folide  PT  x PLxPM  de  l’ablciflè  & 
des  ordonnées  ell  proportioncl  au  folide  PQx  PR  x PS  des 
parties  de  l’Axe. 

Ici,  comme  au  n°.  1.  2 du  préfent  §.  l’Axe  ap  peut  toucher 
la  Courbe  en  q &:  la  couper  en  s , & alors  c’efl  au  lblide 
pqlxps  que  le  folide  ptxpLxpM  de  l’abicifle  & des 
ordonnées  cft  proportioncl. 

Il  peut  arriver  auffi  que  Pabfcifle  <*  ne  rencontre  la 
Courbe  qu’en  un  fêul  point  <r.  Dans  ce  cas  prenant,  com- 

b h 

me  au  n°.  I.  3 de  cc  § , a B ~ j z 4*  — » & BC~ 

— z 4<  ) , on  aura  le  folide  7tctx'tCî  propor- 

g g . , 

tionel  au  folide  ttTxttLxtt  M de  l’ablciffe  & des  ordon- 
nées. 

2,  4r 
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Ch. v.  2.  a étant  toujours  zéro,  fi  de  plus  /— o,  l’Origine  Pt.Vn. 

5-  6 1*  tombe  fur  un  des  points  Q^,  R,  S,  ou  fi  l’Axe  ne  rencon- 
tre la  Courbe  qu’en  un  feul  point  <t  , c’eft  à ce  point  <r 
qu’eft  l’Origine.  On  cherchera , en  ce  dernier  Cas , le  point 
fixe  C , comme  au  n°.  1 1.  t • de  ce  § , & on  aura  le  fo- 
lide  T7x7rLx7rM  de  l’ablciflè  & des  ordonnées  propor- 
tionel  au  iblide  irax-vC1. 

Si  outre  cela,  h=zo,  l’Axe  a q touche  la  Courbe  & 

l’Origine  eft  prile  au  point  de  contad  q.  Mais  on  a toû- 

jours  le  folide  ptxpLxpM  proportionel  au  folide  p s 
xpq'.  , 

Enfin , fi  a , /,  h & » font  zéros , les  trois  points 
R , S le  confondent  en  un  feul , où  eft  l’Origine.  Et  le  fo- 
lide PTxPLxPM  eft  proportionel  au  Cube  de  l’ablcifte. 

j.  Suppofons  maintenant  que  , dans  le  dernier  terme  , 
g (èulc  foit  zéro , l’Axe  A P ne  peut  rencontrer  la  Courbe  Kg-  yr. 

qu’en  deux  points.  & en  raifonant  comme  au  n”.  III.  i 

de  ce  §,  on  trouvera  que  le  folide  PTxPLxPM  eft  égal 
h h 

au  folide  — xPQ^PR  , fi  l’Axe  AP  coupe  la  Courbe  en 

deux  points  ; ou  que  le  folide  ptxpLxpM  eft  égal  au 

folide  ~ x p q1 , fi  l’Axe  ap  rencontre  la  Courbe  en  un 

léul  point  q:  ou  enfin  que  le  folide  <a-7 x ■srLx'srM  eft 

égal  au  folide  — x®C‘  ou  — x®D‘,  fi  l’Axe  *«■  ne 

rencontre  point  la  Courbe  ; le  point  C , ou  le  point  D , 
étant  déterminé , dans  ce  dernier  cas , comme  au  n°.  111.  i 
de  ce  §. 

Si,  non- lèulemcnt  g , mais  encore  £ eft  zéro,  l’Axe  Pl,viti- 
AP  ne  peut  couper  la  Courbe  qu’en  un  (êul  point  St  *8, 

8t  le  folide  PTxPLxPM  eft  égal  au  folide  x PQ^  Mais 

2 fi 
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Pl.viu.  fi  de  plus  /=  o,  l’Axe  ap  ne  rencontre  point  la  Courbe  , 
& le  folide  ptxpLxpM  de  l’ablcifle  par  les  ordonnées 
[ en  fixant  l’Origine  en  t ] ell  d’une  grandeur  conllan- 

r 

te  — . 

a 

V.  Si  dans  tous  les  Cas  du  n°.  préced.  on  fuppofe  c 
— o , les  condufions  qui  ont  été  tirées  relient  précisément 
les  memes.  La  feule  différence  cil  que  l’Origine  A elt  né- 

ceflairement  fixée  au  point  T , puifquc  AT  [ — y ] fè 


trouve  nulle. 

VL  Mais  fi  dans  ces  mêmes  cas  on  avoit  & = o,  l’é- 

■ . /•» 


quation  fb  réduiroit  à cette  forme  y y 4 


dxx  41  eex  4 /"* 


c c 


Ch.  V. 
§*i* 


gx  4 kjoxx  4^"*  4-  / — 0 |^c  re^  . jçg  ordonnées 
cc 

i , . . (X1  + bbxx+iiix*\>  J*  g 
*g-  S9-  PLxPM  efl  donc  égal  a 5 (( = 

xfx'4-~  xx + — x 4-  — ) = -£xPQxPRxPS.  Donc 

v g • g S cc 


— x PL  x PM  = PQx  PR  x PS.  On  aura  ici  toutes  les  mê- 
mes condufions  qui  fè  tirent  dans  le  n\  IV , fi  ce  n’ell  qu’au 
lieu  de  la  droite  variable  + ] on  doit  prendre 


I 


une  droite  confiante  — . 

£ 

Vil.  Suppofons  maintenant  que  a,  b & c étant  nuis 
fafïènt  difparoître  les  deux  premiers  termes  de  l’éq  : géné- 
rale , & la  réduifent  à ( dxx  4-  ttx  4 'P ) y 4£*’  4 bbxx  4 
ng.  6o-  itix  4 /*  = o.  Chaque  ablcifTe  A P n’aura  qu’une  feule 
ordonnée  PL.  Et  pour  appliquer  ici  le  Théor.  général , on 

prendra 
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prendra  AT  & AV  égales  aux  deux  racines  de  l’e'q  : dx1^  PL.vnr. 

eex  4*/  = o > « 1 on  aura  PL  a — -p- — , ou  le  fo- 

lide  PT  xPVxPL  au  folide  PQ.xPRxPS  en  raifon  don- 
ne'e  de  g à A. 

Lorlque  les  racines  A T , AV  de  Ieq  : àxx  4<  eex  +f 
~ o font  réelles , on  les  peut  déterminer  par  cette  conftruc- 

tion  triviale.  Prenez  fur  l’Axe  des  abfciiTes  AH  = — — „ 

2 4 

p 

élevez  la  perpendiculaire  H 1 = y'  , & du  centre  I , 

avec  un  raïon  1 T égal  à A H , décrivez  un  Cercle  qui 
coupera  l’Axe  en  T & V.  Car  H T ou  HV  = y/  ( 1T1  — 

1H*)  = v/CAH1  — = Ç).  Donc  AT 

= AH-HT= a+VC  &AV=AH 

te  e*  P 

+ HV  = — — v'C  — -j  ) , qui  font  les  deux 

racines  de  l’éq  : gxx  -f  ccx-b-p  = o. 

Mais  fi  les  racines  de  cette  équation  (ont  imaginaires , 

te  f » 

ce  qui  arrive  quand  IT  ou  AH  [-^]  <1H  [y/7-^  ] > la 
1 ee  p 

grandeur  xx  + x + -j  ne  peut  plus  reprcfenter  un  rec- 
tangle PT  x P V ; mais  elle  pourra  exprimer  le  quarré  d’une 
droite  I P , menée  de  l’extrémité  P de  l’abfciflTe  A P à un 
point  fixe  I , qui  fera  déterminé  comme  au  §.  62.  n°.  1.  3, 

en  prenant  AH  = — élevant  la  perpendiculaire  indé- 
finie H 1 , & la  coupant  en  I par  un  Cercle  décrit  du  cen- 

p 

tre  A avec  un  raïon  A I = p-r . 

d 

Ainfi 
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Pt.  VIII. 


Ainfi  le  folide  PQxPRxPS  ed  proportionel  au  folide  Ch.v. 
PTxPVxPL  quand  les  deux  racines  de  l’éq  : dxx-\-ecx+ 
fl  — o font  réelles  , & au  lolide  P l1  x P L quand  ces  raci- 
nes font  imaginaires. 

Dans  l’un  & dans  l’autre  cas  , ce  folide  P Qx  P R x P S 
cd  mécamorphofé  fuivant  toutes  les  manie'res  indiquées  aux 
n°.  1 , II,  8c  111  du  préfent  § , loit  par  la  pofition  de  l’Axe 
des  abfcilles,  foit  parles  fuppofitions  de  /=o,oude  /~ 
i = o , ou  de  l = i=b=z  o ; ou  de  £=  o , ou  de 
g = h = o , ou  de  g = b = / =■  o. 

t.  VIII.  Si  avec  a,  bt  8c  c,  on  a encore /==o,  lepoint 
T tombe  fur  A,  8c  le  point  V doit 'être  pris  à une  didance 

AV  de  l’Origine  qui  foit ~j  , parce  que  les  racines  de  • 

e c 

l’éq  : dxx  + eex  = o font  x = o 8c  x = ^ . On  a 

donc , en  ce  cas , le  folide  PAxPVxPL  proportionel  au 
folide  PQxPRxPS,  ou  à tous  ceux  dans  lelquels  ce 
dernier  fc  métamorpholè  par  les  fuppofitions  des  n°.  1 , 

II,  & 111. 

I X.  Si  ce  n’cd  pas  f , mais  e , qui  foit  = o , les  points 
T 8c  V tombent  de  part  8c  d’autic  de  l’Origine  A , à une 
f> 

di liance  v'  — J r ■>  lorfque  f d n’ont  pas  le  même  ligne , 

parce  que  x — ^ =o  8c  * + / — ^ = ° lotit 

les  racines  de  l’e'q  : dxx  +f'  = o.  Si  /"8c  d ont  le  nie- 

/I  • • * 

me  ligne , y/  — J~r  ed  une  grandeur  imaginaire  ; mais  xx+ 

fi 

exprime  le  quarré  de  KP  menée  de  l'extrémité  de  l’abC- 
cilTe  AP  au  point  K , détermine  en  prenant  A K [=  AV\ 
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— , fur  la  perpendiculaire  indefinie  élevée  au  point  Fl  VIII‘ 

A.  Alors,  le  folide  PLxPK1  ell  proportionel  au  folide  PQ^ 
x PR  x PS  , ou  à tous  ceux  que  lui  liibiliiucnt  les  (impoli-" 
tions  des  ns.  1 , 1 1 , & I 1 1. 

X.  Si  les  deux  grandeurs  / & e font  , en  meme  tems , 

= 0,  les  deux  points  T & V tombent  enfemble  fur  l’Ori- 
gine A,  parce  que  les  deux  racines  de  fe'q  : dxx  — o font 
x=o,  * = o : & c’eit  le  folide  PLxPA1  qui  cft  pro- 
portionel au  folide  P Qx  P R x P S , ou  aux  foiides  équi- 
valents. 

e ♦ 

De  meme,  la  fiippofition  de  d~  — donnant  à l’éq: 

4 / 

dxx  + eex  = o deux  racines  égales , chacune  à — 2^~ 


ee 


ou  — ~d  , fait  tomber  les  deux  points  T & V fur  le  point 

H , & change  le  rca.'  PTxPVen  un  quarte  PH1,  fur  le- 
quel élevant  un  Parallélépipède  qui  ait  PL  pour  hauteur, 
il  fera  proportionel  au  folide  PQx  PR  x PS , ou  à ceux  en 
qui  il  fè  transforme  par  les  fuppofitions  des  n°.  I , 1 1 « 

& 111. 

X 1.  Si  a , b , c 81  d (ont  nuis , l’éq  : dxx  ►{«  ee x 
— — 0 réduite  a 4</i  = 0 n’a  qu’une  racine  x — — 

— Té'  à laquelle  prenant  égale  A T , on  aura  [§.  61  ] 

PL  ^xPqxPRxPS  ePQxPRxPS  _ 

* xPT = ce  * PT * D°nC 


le  folide  de  la  confiante  — par  l’abfcifle  P T [ en  portant 

l’Origine  de  A en  T ] & par  l’ordonnée  PL  efl  égal 
au  folide  P Q^x  P R x P S , ou  à ceux  dans  lefquels  le 
transforment  les  fuppofitions  des  n°.  1 & II. 

XII.  En- 
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rt.vm.  XII.  Enfin , fi  a,  b,  c,J,&e  font  nuis,  l’cq:  de  la  Courbe  ré- 
duite  à >^bbxx+  /7/x+  / + = o , ouy-^  -p  *’  + — 

6 o 

• • • / 4 

— x-j — o , fait  voir  que  le  lolide  de  l’ordon- 

£ & y-» 

Bg.6*  née  P L [ y ] par  le  re&  : confiant7—  eft  égal  au  folide 

PQx PR X PS , ou  à ceux  qui  lui  font  fubftitués  dans  les 
n°.  I & II. 


Dans  le  cas  des  n*.  X.  & X I.  on  ne  peut  pas , comme 
au  n°.  11 1,  fuppofer£  = o;  parce  qu’alors  l’équation  , n’a- 
yant plus  de  terme  du  troifiéme  degré  , ne  repréfenteroit 
qu’une  Ligne  du  fecond  Ordre. 

On  voit  afi et,  , je  pente , que  fi  l’on  vouloit  détailler 
tous  ces  Cas , combiner  enfembje  ceux  qui  peuvent  l’être , 
& (è  laiflèr  aller  aux  conféquences-  qui  en  fuivent  naturel- 
lement , il  y auroit  dequoi  faire  un  Volume.  Mais  nous 
ne  nous  propofons  que  d’indiquer  les  principes  généraux , 
& d’autres  confidérations  nous  apellent. 


Ch.  v. 
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CHAPITRE  VI. 

Des  Diamètres , Contre-diamètres , & Centres 
des  Dignes  Courbes. 

6 y.  rT"'  O ü t ce  qui  a été'  démontré  au  Chap.  préccd. 

JL  n’eft  que  la  conféquence  de  ce  Principe  , Que 
le  dernier  terme  d’une  équation  eft  égal  au  produit  de  tou- 
tes fes  racines.  On  (ait  auflî  que  le  coefficient  du  lècond 
terme , pris  avec  un  figne  contraire  , efi  égal  à la  fomme 

t 


de  toutes  les  racines.  Donc  + 


•t  , N v- 

&Oy 


+ ( + bxe  + &c')y'J  1 &c  =0  étant  l’équa- 

tion d’une  Courbe  MmOjwQ^j  de  l’Ordre  v , fi  on  la 
divilè  par  le  coefficient  du  prémier  terme , afin  que  la  plus 
haute  puifiànce  de  y loit  làns  autre  coefficient  que  l’unité, 

elle  prendra  cette  forme  yv  ^-yv — 1 1 

ax 1 + fix1  1 &c 

+ àrc  = o , où  le  coefficient  du  lècond  terme , pris  avec 

a x*  1 >4*  b x * 4*  &c. 


un  figne  contraire , c’eft-à-dire , — 


ax*  @ x*  1 &c. 


exprime  la  (omme  de  toutes  les  racines  y , ou  de  toutes 
les  ordonnées  P M , Pm , Vf* , &c. 

65.  Si  lur  les  memes  Axes  on  décrit  une  autre  Ligne 
quelconque  N * Qn  repréfentée  par  une  équation  dont  les 

1 . r . v—s  b x*  &c 

deux  premiers  termes  foient  y 4< 

a.  x 1 <4*  /3  xi  1 &c 

bitrod , à P Analyfe  des  Lignes  Courbes.  R yv-t-i  f 


Pt-vnii 


F*.  <Tj. 
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'* , la  Ibmme  de  (es  ordonnées  PN  41  Pn  4*  P*  &c.  c^' 
fera  aulfi  — '^—7—— -y  c’eft-à-dire,  la  même 


<*  x 


t — 1 


&c 


que  la  fomme  des  ordonnées  PM  + P'n  + P|K  &c.  de  la 
première  Ligne. 

La  comparaifon  de  ces  deux  Lignes  & les  variétés  in- 
finies dont  elles  font  fufceptibles  [ car  il  fuffit  qu’elles  con- 
viennent dans  le  coefficient  du  fécond  terme , leurs  e'qua- 
tions  étant  ordonnées  par  y : elles  peuvent  différer  dans 
tout  le  relie  ] donnent  lieu  à une  infinité  de  Propofitions. 
Contentons-nous  de  remarquer  un  Cas  fort  fimple.  C’eft 
celui  où  / = /,  c’efl  - à - dire , celui  où  les  deux  Lignes 
font  du  même  ordre  v , & où  leurs  équations  ont  les  deux 
mêmes  premiers  termes.  Si  l’on  ne  prend  que  les  abfcillès 
qui  dans  chaque  Ligne  n’ont  point  d’ordonnées  imaginai- 
res , ou , ce  qui  efl  la  même  choie , fi  l’on  ne  prend  que 
les  ordonnées  qui  coupent  l’une  & l’autre  Ligne  en  autant  de 
points  qu’il  y a d’unités  dans  le  plus  haut  cxpolànt  v — t 
de  la  variable  y ; non-feulement  la  fomme  PM  Pm  + P*» 
&c.  des  ordonnées  de  la  prémiére  Ligne  MmO^Qjcft  égale  à 
la  lomme  PN  + Pn+  P»  &c.  des  ordonnées  de  la  lëconde 
Ligne  N r Qji  ; mais  encore  le  nombre  des  ordonnées  de 
l’une  ell  égal  au  nombre  des  ordonnées  de  l’autre.  Etl’éq: 
PM  + Pm  -PP**  &c.  = P N + Pn  + P»  &c.  peut  prendre 
cette  forme  PM  — PN  + Pm  — Pn  + P^  — Pr&c.  = o, 
ou  — NM  «+•  mn  + fit  &c  = o , foit  MN  &c  = m n + 
fi  t &c.  Propofition  qu’on  peut  énoncer  ainfi. 

Deux  Lignes  d’un  même  Ordre , & dont  les  équations 
ordonnées  par  y ont  les  deux  mêmes  premiers  termes  , 
étant  décrites  lùr  les  mêmes  Axes  ; toute  ordonnée  qui 
coupc  l’une  & l’autre  en  un  nombre  de  points  égal  à l’ex- 
polànt  de  la  plus  haute  puiflànce  d'y , eft  coupée  en  forte 

que 
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Ch. vl  que  la  fomrne  de  lès  parties  interceptées  entre  la  prémiére  Pt-Vin. 
/•  & |a  féconde  Ligne  elt  égalé  à la  foinine  de  fes  parties  in- 

terceptées entre  la  féconde  & Ja  prémiére  Ligne.  Je  diftin- 
gue  ces  parties  en  fuppofànt  qu’on  parcourt  l’ordonnée 
d’un  bout  à l’autre , & j’apelle  parties  interceptées  entre  la 
prémiére  & la  féconde  Ligne  celles  qu’on  parcourt  en  al- 
lant d’un  point  de  la  prémiére  Ligne  à un  point  de  la  fé- 
condé , & parties  interceptées  entre  la  fécondé  & la  prémié- 
re  Ligne  celles  qu’on  parcourt  en  allant  d’un  point  de  la 
féconde  Ligne  à un  point  de  la  prémiére.  Ainfi  parcou- 
rant l’ordonnée  N»deNàr,MNeft  une  partie  inter- 
ceptée entre  la  fécondé  & la  prémiére  Ligne , mais  m 11  & 

1 <u  » font  interceptées  entre  la  prémiére  Ligne  & la  féconde. 


66.  S’il  n’y  a dans  l'équation  aucune  puiflànce  de  x 
qui  ait  un  expofant  négatif,  comme  on  le  fuppolé  d’ordi- 


naire , & que  t foit  zéro , le  coefficient 


ax~^~ 1 -f -bx 1 >-f«  &c 
a x 1 ►b  13  x 1 1 dre 


du  fécond  terme  fe  réduit  à ax  + b.  Alors  on  peut  toû- 
joürs  prendre  pour  l’une  des  deux  Lignes,  le  Syftème  d’au- 
tant de  Droites  qu’il  y a d'unités  dans  v.  Et  ces  Droites 
fe  peuvent  décrire  en  une  infinité  de  façons.  Car  fi  A B. , 
A H font  les  deux  Axes , & qu’ayant  pris  une  ablcifié  A B 
= 1 , on  lui  donne  les  ordonnées  BC  [ — e] , BD  [ — d\ 
BE  [ — -e  ] &c.  dont  le  nombre  foit  -y,  & la  fbmme  [ — c 

— d — e dre.  ] égale  à — * a , où  l’on  peut , fi  l’on  veut , 
prendre  le  zéro  pour  une  ou  plufieurs  de  ces  grandeurs 
f , dy  e , dre.  & qu’on  mène  par  l’Origine  A les  Droites 
ACc,  ADd,  AEe,  &c.  qu’on  prenne  auffi  fur  l’Axe  des 
ordonnées  les  parties  AF  [ — f J,  AG  [ — g],  AH  [ — h] 
&c.  dont  la  fournie  [ — f — g — h dre.  ] foit  égale  à 

— b : & qu’on  mène  les  Droites  Ff , Gg , Hh  , &c.  parallè- 
les à AC,  AD,  AE,  &c.  Le  fÿftème  de  ces  Droites  F f, 

R 2 G g. 


F 
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Pl.viii.  Gg,  H h Sic.  fera  rcpréfcnté  par  une  équation  dont  les  Ch.vi. 

deux  premiers  termes  feront  y'J  ►£<  ( <*x  ►£<  £ “ 1 . Car  5' 6<s' 

l'ordonnée  P f de  la  Droite  F f eft  égale  à P c + c f.  Or 
Pc  eft  la  troifiéme  proportionelle  à AB  fi],  BC  [ — r]  & 

AP  [a-].  Donc  Pc  = — ex.  Et  cf  cil  égale  à AF 
[ — f\  , F f étant  parallèle  à Ac.  Donc  P f [=  Pc  4-1  cf  ] 

= — ex — f.  L’équation  de  la  Droite  F f eft  doncjy-f- 
(x+/=o.  Par  la  même  railbn  l’éq:  de  G g c [\  y + dx 
= o , celle  de  H h cil  y ►F*  c x 4-  h = o , & ainli  de 
fuite  autant  qu’il  y aura  de  Droites.  Donc  le  (yfteme  de 
ces  Droites  eft  repréfênté  par  le  produit  -\-c  x +/')  (jy 
-p<&:+£)(y  + <rx4*£)  &c  =.  o de  toutes  ces  équations 

[§.20],  dont  le  premier  terme  eft  yJ  & le  fécond  ((rx 

►P/)  + (d*+£)  •+■(**  + £)  + {£’* )/J  1 = ((r  + 

à^e  &c')x+  + b &c')')  y v~l  =(ax  + fc)/'-1, 

puifque  c -p<^+  c + dre  = a , & f- f-£  + h-\-  &e  z = b.  Le 

lÿftème  de  ces  Droites  eft  donc  repréfenté  par  l’éq  :y^  + 

( ax -f- b')  )V  1 +&c  ~ o , dont  le  fécond  terme  a pour 
coefficient  a x 4-  b , qui  étant  pris  avec  un  ligne  contraire , 
donne  — a x — b pour  la  fomme  Pf+Pg+Ph  &c. 
des  ordonnées. 

On  peut  aufli , fi  l’on  veut , & cela  revient  au  même , 
prendre  les  ordonnées  AF  > AG  , AH  &c.  égales  à /,  g , h 
&c.  dont  la  lommc  (oit  — b , & les  ablcifles  Al,  AK, 

A L &c.  égales  à /,  kt  /,  &e.  telles  que  j -f  ^ +-j  &c. 

foit  — a , & mener  les  Droites  1F,  KG  , LH.  Car  AP 
étant  x , on  a Al  [/]  : AF  [/"]  = 1P[/  + *]  •"  Pf= 

r.  De  meme  Pg  = g + ^ x , & Ph  = b + -y  x , 

&c.  Donc  la  fomme  Pf+Pg+Ph  &c  = /*+  g + b 

&e  + 
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f g h , Pt-', 

^ + (7  + 7+7  &Ox=  — b — **• 

Ainfi  décrivant  fur  les  mêmes  Axes  une  Courbe  MQm^ 
dans  l’équation  de  laquelle  les  deux  premiers  termes  foient 

yJ _j_  Qax  + b')  yV  ' , fi  Ton  mène  une  ordonnée  P « 
qui  rencontre  cette  Courbe  en  un  nombre  v de  points  M , 
m , &c.  la  Tomme  des  ordonnées  P M , P m , P n &c.  de  « 

la  Courbe  , fera  égale  à la  Tomme  des  ordonnées  P T,  P g , 
Ph,  Src.  des  Droites  FT,  Gg,  Hh,  &c.  & les  parties  h**, 
gin,  &c.  interceptées  entre  les  Droites  & la  Courbe  , fe- 
ront égales  aux  parties  f ou  à la  partie  ] MT  &c.  intercep- 
tées entre  la  Courbe  & les  Droites. 


6 j.  Rien  n’cmpêche  de  prendre  les  ordonnées  AF> 
AG,  AH  &c.  égales  entr’elles , & comme  leur  nombre  eft 

b 

v & leur  Tomme  — b , chacune  Tcra  — — . On  peut  de 

même  prendre  les  ablciflès  AI , AK , AL , &c.  égales  entr’el- 

b ? b , b . 

les.  Les  nommant  — r,  la  lomme  + — + — H — cre  = 


4-  - doit  être  — a:  ce  qui  donne  r= 


a ' ^ors  FiS'  gf< 


toutes  les  Droites  IF,  KG,  LH  &c.  le  réduiTent  à une 

a b 

Teule  RS  repréTentée  par  l’éq  : y + ~ * + ~ = o ou  vy 


►F  .ix  4 b — o.  Son  ordonnée  PS  prilè  v fois  eft  égale  à la 
Tomme  PM  + Pm  + P/u  &c.  des  ordonnées  de  la  Courbe 
M Qui  M , & les  parties  MS,  m S , &c.  interceptées  entre 
la  Courbe  & la  Droite  (ont  égales  aux  parties  [ou  à la 
partie  Sp  8tc.  interceptée  entre  la  Droite  & la  Courbe. 
De  forte  que  fi  l’on  prend  cette  Droite  RS  pour  l’Axe  des 
ablciflès , la  Tomme  des  ordonnées  négatives  SM  + Sm,  &c. 

R 3 eft 
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•VIII.  eft  égale  à la  fomme  &c.  des  pofitives.  Une  Droite  Ch.vi. 
qui  a cette  pofition  (è  nomme  un  Diamètre , à prendre  ce  *7' 
mot  dans  une  lignification  étendue  * . 


68.  I l n y a point  de  Courbe  algébrique  qui  n’ait  une 
infinité  de  Diamètres , parce  qu’il  n’y  a point  de  Courbe 
dont  on  ne  puiflTe  transformer,  en  une  infinité  de  façons , 

l’équation  &e')yV~~/+(  ax+l  +bx 

v — t — i 

&c  )y  &c  = o , de  forte  que  l'expofant  / de- 

vienne égal  à zéro.  Il  faut  pour  cela  que  la  plus  haute 
juiflànce  de  l’ordonnée  y foit  d’un  degré  dont  l’expofant 
v — J foit  <%**!  à v.  Or  c’eft  ce  ou’on  peut  toùjours 
aire  en  donnant  une  pofition  convenable  aux  ordonnées. 

Car  puifque  l’Ordre  de  la  Courbe  eft  v , il  y aura  né- 
ccfTairetncnt  dans  fon  équation  des  termes  , tels  que 

0.x  y , ax  y , &t  ou  la  fomme  des  ex- 

pofants  de  x & y fera  v [§.  31  ].  On  change  la  pofition 
des  ordonnées  en  fubftituant  z + ru  à x,  81  ru  à y [§.25], 


t v -t  v—t 


fubftitution  qui  change  ces  termes  en  <*(z  + r«)  / « 

t-^~  j v — / — . | y — t—  | f 

a(z  + ru)  j u ,&c.  c’eft-à-dire,  en  « (z  . . 


/-f-is  v-t-i  v-t-i 
.r  u )s  u , 


. t t V — t v — t , /4-i 

...  + r «)/  « , a(z 

v—t  t V—t  t v — t V v-t-1  t+ 1 v-t-i 

&c.  ou  «t  / Z u + ...  <tr  t u , as  % u 

*+•  v — * — -i  v , „ 

+ ....ar  s u , crc.  U y aura  donc  des  ter- 

t V — t V /-f-I  V — t — I V 

mes  ar  s u , ar  s u , &c , où  l’expofant 

v de  l’ordonnée  u eft  le  même  que  celui  de  l’Ordre  de  la 
Courbe.  Donc  , pourvû  qu’on  choififtè  r & / de  telle 


grandeur  que  le  coëffiçient  ot r /J  *+ar 


v — t — 1 


+ &c. 

de 


* Newton  , Enimer,  lin.  tert.  or  Unis.  §.  II.  1. 
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Ch.  VI. 
£•  6 8 • 


V y 

de  « ne  foit  pas  zéro,  c’eft-à-dire,  pourvû  que  *+a  — 

+ &c.  ne  foit  pas  zéro , ce  qui  (ë  peut  faire  en  une  infi- 
nité de  manières  , ces  ordonnées  u auront  un  Diame'tre. 

• 

69.  Mais  on  peut  s’élever  à des  Propofitions  encore 
plus  géne'rales  fur  cette  matière.  Soit  CMNn  une  Courbe 
de  l’Ordre  v , dont  l’équation  rélative  aux  ablciflcs  AP 

*U  rJ  — 1 1 

[jf]  & aux  ordonnées  PM  [y]  foit  y + (ax>{<  b)y 

4.  («oc  + dx+f  ~)yV  2 •+■  ( fx'  4 -gxx  + hx  *^i')yV  * 

+ &c  = o , où  la  variable  y s’élève  à la  puiflànce  v , ce 
qui  eft  toûjours  poflïble  [ §.  prie.  ].  S»it  de  plus  B QJ3 
une  autre  Ligne  décrite  fur  les  mêmes  Axes , dont  les  abfi- 
cifles  foient  AP[x]  & les  ordonnées  PQ  [«].  Qu’on 
nomme  z la  partie  QM  , QN , ou  Qn , de  l’ordonnée  com- 
prit entre  -les  deux  Lignes  , & qu’on  fubftituë , dans  l’éq  *. 
de  la  Courbe  CMNn,±z  + » au  lieu  d'y.  Cette  équa- 
tion ordonnée , après  (à  transformation , fuivant  les  dimen- 

V 

fions  de  z aura  pour  premier  terme  z , & les  coefficients 
du  fécond , troifiéme , quatrième  &c.  termes  feront  relpec- 

• » V 1 y»  - 1 

tivement , vu  4"  Cax  + * ) > « 5 Hh («  + e) 

1.2  1 


+ («f*+dx+0 


V.V l.V 2 , . V- 

.«*4.  — 


-I.V- 


I.  2.  J 


I.  Z 


\ax  + 


b)ul  + J-^  - fcx  x + dx  + e')  + (/V +£**  + £•*+! 
O»  à-c. 

Si  l’on  fuppofè  fucceflîvement  chacun  de  ces  coeffi- 
cients égal  à zéro  , il  en  réfultera  les  conféquences  (la- 
vantes. 

L Le  coefficient  du  fécond  terme  d’une  équation  étant 

égal 


Pi.vw. 


fîj.  66. 
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Pl..vui.  égal  à la  fommc  de  fès  racines  : fi  ce  coefficient  eft  zéro  Cn.vr. 
la  fommc  des  racines  pofuives  eft  égale  à la  fommc  des  68m 
négatives.  Donc  , faifânt  vu  4-  ax  4-  b = o la  fomme  des 
z pofitives  eft  égale  à la  fomme  des  z négatives.  Mais 
v h b = 0 eft  une  équation  à la  Ligne  drgite. 

Ainfi  une  Courbe  C M N n étant  donnée  , on  peut  mener 
une  Droite  BQD  telle  que  la  prenant  pour  l’Axe  des 
abfcifles , la  fomme  des  ordonnées  pofitives  QJVl , QN , 

&c.  fera  égale  à la  fomme  des  ordonnées  négatives  Qji  , 

&c.  [ §•  prie.  ] . 

II.  Le  coefficient  du  troifiéme  terme  d’une  équation 
eft  la  fommc  de  tous  les  produits  qu’on  peut  faire  de  fès 
racines  prifes  deux  à deux.  Cette  fommc  eft  donc  nulle, 
les  produits  pofitifs  Q^M x QN  &c.  font  égaux  aux  néga- 
tifs QMxQn  -j-  C^N  x Ç^n  &c  , lorfque  ce  coefficient  eft 

zéro  : ce  qui  donne  l’équation  vl  4 (ax~b 

\ • 2 I 

b')  4-  ( exx  4-1  dx  + e ) = o à une  Ligne  du  fécond  Ordre. 

Donc  lorfqu’une  Courbe  du  troifiéme  Ordre  ou  d’un  Or- 
dre fupérieur  eft  donnée  , on  peut  toûjours  décrire  une 
Ligne  du  fécond  Ordre  oui  coupe  fes  ordonnées,  de  ma- 
nière que  , faifànt  tous  les  produits  qu’on  peut  faire  en 
multipliant  deux  à deux  les  parties  d’une  ordonnée  com- 
prifes  entre  ces  deux  Lignes  , la  fomme  des  produits  pofi- 
tifs fera  égale  à la  fomme  des  négatifs. 

III.  De  même  , puifque  le  coefficient  du  quatrième 
terme  d’une  équation  eft  la  fomme  des  produits  des  raci- 
nes prîtes  trois  à trois , fi  l’on  fait  ce  coefficient  égal  à zé- 


ro , on  aura  l’éq  : 


V.‘ 


t.v- 


1.  2.  3 


«3  + 


1.  2 


(ax  4- 


b')  tP  + J—~- (ex* dx  + e )«  + (/V  +£**  + bx 4-  / ) 

= 0 à une  Ligne  du  troifiéme  Ordre.  On  peut  donc 

affurer 


w 
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Ch. vi.  aftiirer,  qu’une  Ligne  du  quatrième  Ordre  ou  de  quelque  pt.vm. 

**  Ordre  fupe'rieur  étant  donnée  , on  peut  toujours  tracer 
une  Ligne  du  troifiéme  Ordre  qui  partage  les  ordonnées 
de  la  pre'miére  Ligne , de  manière  que  failànt  tous  les  pro- 
duits pollibles  de  trois  dimenfions  avec  les  parties  d’une 
ordonnée  comprîtes  entre  ces  deux  Lignes , la  fomme  des 
produits  pofitifs  fera  égalé  à la  Comme  des  produits  né- 
gatifs. 

Et  ces  Propofitions  te  peuvent  continuer  à l’infini  *. 

70.  Les  Courbes  , qui  divifênt  ainfi  les  ordonnées 
d’une  autre  Courbe , en  peuvent  ctre  apellées  les  Diamè- 
tres Curvilignes.  On  attache  quelquefois  à ce  mot  de 
Diamètre  une  fignification  bien  plus  rcflerre'e.  On  défi- 
gne  par  ce  nom  un  Axe  qui  coupe  les  ordonne'es  de  fa- 
çon que  chaque  abteifte  ait  des  ordonnées  pofitives  & né- 
gatives égales.  Il  coupe  donc  l’elpace  terminé  par  la 
Courbe  en  deux  parties  égales  & qui  font  meme  fembla- 
bles  iorfque  les  ordonnées  font  perpendiculaires  à l’Axe. 

Mr.  Newton  apeile  ces  Diamètres  , des  Diamètres  ab- 
folus  f. 

L’on  voit  d’abord  qu’en  ce  cas  chaque  abteifte  a des 
ordonnées  en  nombre  pair  , puifqu’à  chaque  ordonnée 
pofitive  il  répond  une  ordonnée  négative  égale.  Donc  la 
plus  haute  puiflànce  de  y doit  être  une  puiffance  paire. 

Mais  de  plus  il  faut  que  toutes  les  puifiànccs  impaires  de 
y manquent  dans  l’équation.  Car  , fi  chaque  ordonnée 
pofitive  a une  ordonnée  négative  égale  , chaque  racine  po- 
fitive [ + X J de  y aura  une  racine  négative  correspondan- 
te [ — X j,  en  forte  que  l’équation  aura  autant  de  racines 
^ + ^=0  que  de  racines  y — X=so.  On  peut  join- 
Introd.  àf  Analyfe  des  Lignes  Courbes.  S dre 

* Stirling,  Lin.  sert.  Ord.  Newton,  pag.  7 J. 

•f  Newton  , Emm.  lin.  tert.  Ord.  §.  III.  à la  fin. 
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r*-  VIH.  dre  ccs  racines  par  couples  & en  faire  l’cquation  du  fé- 
cond degré  y y — XX=c>  où  il  n’y  a point  de  puiffan- 
ce  impaire  de  y.  Donc  , dans  l’équation  de  la  Courbe 
toute  compofée  de  pareilles  équations,  on  ne  verra  aucu- 
ne puiilàncc  impaire  de  y. 

71.  Il  cil  clair  par  les  §§.  préccd.  que  tout  Diamètre 
d’une  Ligne  du  fécond  Ordre  elt  un  Diamètre  abloîu.  Car, 
dans  cet  Ordre  , chaque  abtcitïè  ne  peut  avoir  que  deux 
ordonnées  [§.  41  ].  Donc,  fi  leur  tomme  efi  égale  à zé- 
ro , ce  qui  elt  le  propre  des  Diamètres  [ §.  67  J , il  faut 
que  l’une  étant  pofitive  Sc  l’autre  négative  , elles  tbient 
égales  : ce  qui  conftituë  la  nature  du  Diamètre  abfolu 
[§•  préc.  ] ^ 

Par  confisquent , quelque  pofition  qu’on  donne  aux  or- 
données d’une  L'gne  du  tccond  Ordre  , pourvu  que  cha- 
que abtcitlè  ait  deux  ordonnées , on  pourra  toujours  leur 
trouver  un  Diamètre  abfolu.  Car  quelque  pofition  qu’a- 
yent  les  ordonnées  d’une  Courbe  , on  peut  toujours  leur 
trouver  un  Diamètre , pourvu  que,  dans  l’équation , la  plus 
haute  puiflànce  d’_y  ait  le  meme  cxpolànt  que  l’Ordre  de  la 
Courbe  [ §.  68  ].  Donc  , dans  le  tccond  Ordre  , pourvû 
qu’y  s’élève  au  quarré  , c’cfi-à-dirc  , pourvû  que  chaque 
abfcitfe  ait  deux  ordonnées  [§.  41  ],  la  Courbe  aura  un 
Diamètre.  Et  dans  cet  Ordre , tout  Diamètre  cil  ablolu. 

72.  Il  n’en  eft  pas  de  même  dans  les  Ordres  fupé- 
ricurs.  Une  Courbe  peut  n’avoir  aucun  Diamètre  abfolu , 
parce  qu’encore  qu’on  puitTe  toujours  faire  évanouir  quel- 
ques-uns des  termes  de  l’équation  qui  renferment  des 

f>uifianccs  impaires  d’y  , il  n’eft  pas  toujours  potfible  de 
es  faire  tous  difparoître. 

Dans  les  Courbes , par  ex.  du  troifiéme  Ordre , repré- 
fentées  généralement  par  l’éq  : a ►f*  b y ►f»  cx+  dyy  + ex  y 

+/xx 
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*y>fxx  A- g y'  4 bxyy  4 ixxy  4 /x*  = o , fi  l’on  demande  Pi-Ylii. 

quel  doit  être  le  raport  des  coefficients  a , b,  c,  d,  &c. 

qui  permet  que  la  Courbe  ait  un  Diamètre  ablolu  : On 

peut  répondre  i°.  que  cela  aura  lieu  quand  b , e & /, 

qui  multiplient  les  puiffiances  impaires  d\y  , loin  zéro  : & 

alors  la  Ligne  même  des  abfcifies  ell  le  Diamètre.  Car 

<w  • , , . , /*’  4 -f*1  4* cx  4~  a j 

1 équation , réduite  a )y  *4 hx>\*  d ==°  * 3 dcux 

racines  égales , l’une  pofitive  , l’autre  négative , rir  y/  — 

/x'  ’Vfx'  -\-CX  >4  <*  , • ,ii  r • 

, a moins  qu  elles  ne  (oient  toutes 

b x 4 d ‘ 

deux  imaginaires.  2°.  La  Courbe  peut  avoir  un  Diamc'tre 
ablolu  different  de  l’Axe  des  ablcifics.  Et  pour  détermi- 
ner en  quel  cas  la  choie  cfi  poflible,  on  donnera  aux  deux 
Axes  une  pofition  indéterminée,  en  fubftituant  m-y-pz  »l+ru 
à x & n >4  qz  4 -t»  à y [ §.  24  ] , ou  feulement  q z 4 / n , 
parce  que  la  pofition  de  l’Origine  fur  l’Axe  des  ablcifics 
étant  indifférente,  on  peut,  la  placer  au  point  où  la  nou- 
velle L>'gne  des  ablcilles  coupe  la  primitive  , ce  qui  rend 
n = c.  Après  cette  fubftitution  , fi  on  égale  à zéro  les 
coefficients  des  termes  «,  «z,  uzz,  «’  qui  contiennent 
les  puillances  impaires  de  l’ordonnée  u , on  aura  ces  qua- 
tre équations. 

(A  ) . . . bs  -J-  cr  4 tms  4 2fmr-y~  imms  4-  5 Immr  = o 
( B ) . . . idqs  -\-ep  s eqr-\-zfpr-y-  ihrnqs  4-  2 imqr  4 
2 im p s 4*  6 1 mpr o 

( O . . . Igqqi^ihpqs-y-  hqqr-y-  2tpqr+  !pps+ilppr==  o 
( D') . . .gs'  -y-brss  ■ÿ-srrs  4 lr'  = o 
On  peut  déterminer  le  raport  de  / à r,  ou  la  valeur 

de  la  fra&ion  — par  l’éq  : D . . . gS-^  + b ~ + i ~ 4/ 

= 0,  qui  étant  du  troificme  degré  a toujours  au  moins 
une  racine  réelle.  Ce  rapoit  ainfi  déterminé  , fi  on  le 

S 2 fubfii- 


Digitized  by  Google 


des  di  a metr  es 


Pt.  VIII. 


14Q 


fubftituë  dans  l’eq:  A réduite  à cette  forme 


Zl+'JL 


m 


c + 

?'+  iy 


= 0,  on  dc'tcrmincra  fa  valeur  de  m.  Et 


(*4. z 'tm  ) ~ + 2/+  6lm 

comme  l’éq  : B donne  “ = , le 

P e -J-  21m  •+■  (2 d >4  2hm)  ~- 

raport  de  q à p eft  déterminé,  dès  que  - & m (ont  con- 


nus. Mettant  donc  ces  valeurs  de  & de  — dans  l’éq: 

P r \ 

C qui  fc  réduit  à ?£  *Jr + 2b.  -p  + / . Ç 

+ 2t.  41  5 /=  o , on  aura  l’équation  qui  exprime  le 

P 

raport  que  doivent  avoir  entr’eux  les  coefficients  b,  cf  </, 
e,f,  g,  h j i , afin  que  la  Courbe  (bit  fulceptible  de  Dia- 
mètres abfolus. 

Mais  ce  Calcul  (era  fort  long , fi  l’on  ne  trouve  quel- 
ques abrégez.  On  y fuppléera  en  quelque  (orte  , fi  l’on 
confidérc  qu’on  peut  toûjours  faire  évanouir  le  terme  «* 

# j1  /2  . X 

par  la  rélolution  de  l’e'quat  : — + + ^ = o. 

qui  détermine  la  pofition  des  ordonnées  qui  ne  répugné 
pas  à un  Diamètre  abtolu.  Cette  équation  ne  pouvant 
avoir  qu’une  ou  trois  racines  réelles,  il  en  fuit,  qu’une  Li- 
gne du  troifiéme  Ordre  ne  fauroit  avoir  qu’un  ou  trois 
Diamètres  ablblus.  Mais  toute  Ligne  de  cet  Ordre  n’en 

eft 
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Ch. vi.  eft  pas  fufceptible.  Suppofant  que  l’équation  de  la  Cour- 
S-7**  be,  après  l’évanouïflement  du  terme  u' , foit  (Az+B)nl 
+ ( Czz  + Dz  4-  Fz'  ■+  Gzz  4-  Hz  -f- /=  o , il  faut 

encore  voir  fi  l’on  peut  donner  à l’axe  des  Abfcilïes  une 
pofition  qui  fafTe  dilparoitre  le  fécond  terme.  Car  on  ne 
peut  plus  changer  la  pofition  des  ordonnées  fans  faire  re- 
paraître On  donnera  donc  à l’Axe  des  abftiflès  tine 
pofition  quelconque  [ §.  25]  en  fubllituant  p z pour  z & 
m+u  + qz  pour  «;  ce  qui  transforme  l'équation  en 
(Apz  + B)  ( mm  +2wu  + uu  + 2mqz  4-  2quz  + qqzi') 
4*  ( Cppzz  4-  Dpi  + E)(w  + u*+‘^z)+F  p'  z*  4<  Gp'z’’ 
►b1  Hpz  1=  o , dont  les  termes  qui  renferment  la  pré- 
miére  puiflancc  d’u  [ ce  font  ceux  qu’il  faut  anéantir  ] 
font  ( Apz  + B)( 2mu  + 2q\xt ) ( Cppzz  4- DpL  «f  E)  u , 

ou  ( iApq  + Cp  p')  uz  z 4«  {2  Amp  + 2 Bq  -f-  Dp')  uz  + 
(2Bw  + f)u.  Ces  trois  termes  égales  à zéro  donnent 
ces  trois  équations  2Apq  4-  Cpq  = o , 2Amp+2Bq  + Dp 
= 0 , & 2Bm  ►b'  £ = o.  Des  deux  premières  on  déduit 
nA p 2 B _ ^ _ A B 

' * C q 2 Am  4-  Ü'  °nC  C 2 Am  4 < £> 


[ puifque  l’éq  : 2 B m >{•  E = o donne 


B BB 

_AE — DB — AE‘ 
B 


Ainfi  on  a 


E _ 

2m—  g 1 

l’éq  : CB  B — 


ABD  AAE  , ou  AAE——ABD  4*  BBC  — o , pour 
déterminer  le  raport  des  coefficients  A , B , C,  D , E 
propres  à donner  à la  Courbe  un  Diamètre  ablolu. 


7?*  A l’imitation  des  Diamètres,  Mr.  de  Bra- 
gelongne  * a imaginé  les  Contre  -Diamètres.  C’elt  le 

S 1 nom. 

* Hift.  de  F Acad.  1732.  psg.  70. 
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Pt. vni.  nom  qu'tl  donne  à un  Axe  des  abfciffcs  te!  que  les  abf-  Ck.  vf. 
cilles  oppofecs  égalés  ont  des  ordonnées  oppofées  ega-  §•  Ji- 
les.  H coupe  donc  la  Courbe  en  deux  parties  égales  & 
femblables , comme  le  Diamètre  , mais  avec  cette  différen- 
ce, que  les  parties  (cmblables  (ont  oppofées  : celle  qui  efl 
dans  l’angle  des  coordonnées  pofitives  étant  égale  & lèm- 
blable  à celle  qui  le  trouve  dans  l’angle  des  coordonnées 
négatives , &c.  fi  bien  que  , quand  un  Axe  elt  en  meme 
tems  Diamètre  & Contre  - Diamètre , la  Courbe  (è  trouve 
partagée  par  lès  Axes  en  quatre  parties  égales  & fembla- 
bles ; à fuppolcr , comme  on  le  fait  ici , que  les  ordon- 
nées font  perpendiculaires  aux  abfciffes.  Telle  cil  la  Cour- 
be qu’on  a examinée  au  §.  1 6. 

L’équation  d’une  Courbe  , dont  la  Ligne  des  abfcifiès 
eft  un  Contre  - Diamètre  , doit  être  telle  que,  changeant 
4.x  en  — x,  & en  — y , elle  relie  préciféæcnt  la 
même.  Car  alors  les  — x égales  aux  4<x  auront  des 
— y égales  aux  + y.  Cela  a lieu  toutes  les  fois  que, 
dans  l’équation  mile  fur  le  Triangle  analytique  [ §.  35  J , il 
manque  tous  les  Rangs  pairs , à*  compter  du  plus  haut  Rang 
en  defeendant.  Ainfi  l’éq  : (^)  du  quatrième  Ordre,  à 
qui  il  manque  le  fécond  & quatrième  Rangs , ne  changera 

my'  4-  uxy'  + oxxyy  4* px'y  4-  ÿ*4 

• • • • 

4*  dyy  4*  e xy  fx  x 

• • 

4*  a 

point,  fi  au  lieu  de  °n  écrit  — x & — y au  lieu 
de  4- y.  Une  pareille  fubftitution  changera  l’éq  : ( B ) du 
troiliéme  Ordre , à qui  il  manque  auüï  les  Rangs  pairs , en 
l’éq:  (C),  qui  ell  jullcment  la'même  , quoique  les  fi- 

gnes 
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Ch.  vi.  gnes  foient  changez  : Car  fi  4*£  = o,  auflî  — B = o,  Pl.viii. 
f-  71-  c’eft  - à - dire  , C=  o. 


(B) 

4-  g y 4-  bxyy  4*  txxy  Hh  /■** 

• ’ • • 

4 * b y 4*  ex 


(C) 

- — -gy’  — bxyy  — txxy — /x1 

• 9 • 

b y ex 


74.  Qj:  and  l’équation  d’une  Courbe  indique  un 
Contre  - Diamètre , on  peut  changer  , comme  on  voudra, 
la  polîtion  des  abfciflcs  & des  ordonnées  ; elle  conlèrvera 
Ion  Contre  - diamètre , pourvu  qu’011  confèrve  la  même 
Origine.  Car  cette  tranlpofuion  des  ablcillès  & des  or- 
données fe  fait  [§-25]  en  fubfiituant  pi^rtt  à x,  8ifz 
4*  su  à y.  Or  puilqu’ici  les  z & les  u (ont  du  mêmç  dé- 
gré  que  les  x & les  y , il  eft  clair  que  z & a dans  l’équa- 
tion transformée  feront  au  meme  dégré  que  x & y dans 
les  termes  corrclpondants  de  la  propoféc  : de  forte  que 
les  termes , qui  naillent  de  la  fubllitution  faite  en  un  Rang 
quelconque  de  l’équation  propofée  , reftent  dans  le  meme 
Rang  de  la  transformée.  Donc , puifque  , la  Courbe  ayant 
un  Contre  - Diamètre  , les  Rangs  pairs  manquent  dans  la 
propoféc  [§.  prie.  ] , ils  manqueront  auflî  dans  la  trans- 
formée. Ainfi  la  Ligne  des  z eft  un  Contre- Diamètre  , 
auflî  bien  que  la  Ligne  des  x. 

Cela  n’eft  pas  moins  évident  par  cette  Démonftration. 

Soit  PAp  le  Contre  - Diamètre  d’une  Courbe  M A m , A f*‘  6 
l’Origine  , d’où  prenant  les  abfciftës  AP,  Ap  oppofées  & 
égales , on  aura  les  ordonnées  PM,  p m auflî  oppolées  & 
égales.  Donc  les  triangles  APM , Apm  font  égaux  & lem- 
blables.  Donc  AM  eft  égale  & oppofèe  à Am.  Mainte- 
nant , fi  l’on  change  l’Axe  des  ablcifTes  & qu’on  lui  donne 
une  pofition  quelconque  QAq,  pourvu  qu’il  pafic  par  la 

meme 
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même  Origine  A , & qu’on  mène  auffi  comme  on  vou- 
dra les  ordonnées  MQj  m q ; puifqu’elles  font  parallèles , 
les  triangles  AMQj  Amq  font  femblables  & égaux , à caulè 
de  AM  égale  à Am.  Donc  les  abfcifles  oppofées  & éga- 
les AQ^,  Aq  , ont  des  ordonnées  Q^M  , q m oppofées  & 
égales.  Donc  QAq  eft  aulfi  un  Contre  - Diamètre. 

75.  On  voit  par-là  que  le  Contre  Diamètre  , dans 
les  Courbes  qui  en  font  fufceptibles  , dépend  du  choix 
de  l’Origine.  Elle  doit  être  placée  de  manière  qu’elle  di- 
vife  en  deux  parties  égales  toutes  les  droites  MAm  , qui , 
menées  par  ce  point  A , fe  terminent  de  part  & d’autre  à 
la  Courbe.  De  forte  que  de  toutes  parts  de  l’Origine  les 
parties  dirc&ement  oppofées  de  la  Courbe  font  une  fi- 
métrie  parfaite.  Le  Point  qui  a cette  fituation  s’apelic  le 
Centre  de  la  Courbe  *. 

75.  Pour.reconnoîtrc  par  l’équation  d’une  Courbe , fi 
elle  peut  avoir  un  Centre , & pour  déterminer  le  raport 
de  fes  coefficients  qui  l’en  rend  fufceptible , aulfi  bien  que 
la  pofition  de  ce  Centre  ; on  tranfportera  l'Origine  en  un 
point  quelconque,  écrivant  [§.  25  ou  29]  m + 7,  pour  x , 
& n tt  pour  ) dans  l’équation  de  cette  Courbe.  Puis 
on  fuppofera  que  les  rangs  pairs  , à compter  dès  le  plus 
haut , s’évanouïïTent , & les  équations  que  donne  cette  fup- 
pofition  font  celles  qui  déterminent  le  raport  des  coeffi- 
cients propre  à donner  un  Centre  à la  Courbe  , & qui  fi- 
xent la  pofition  de  ce  Centre. 

Exemple  /.  L’équation  générale  des  Lignes  du  fé- 
cond Ordre  eft  * 4*  by  + ex  + dyy  + exy  ^fxx  = o.  Par 
la  fubflitution  de  w 4*  s ^ > & de  » 4*  « à , clic  fè 

change  en 

du  u 

* Newtctn  , Fnumer.  lin.  tert-  Ord.  §.  III,  Mr.  de  Gua  de 

l’Anal.  CY.  pag.  1. 
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C*  VI.  duu  -f-  ezu  +/z  z n 

+ (£  + em  -f-  2dn  ) u 4<  ((  + w + 2/»)z>  = o 
4-  (4  -j-  b» + f/w  4*  dnn*\*enm  -J- fmrri)  ) 

On  fera  difparoître  le  fécond  Rang , en  égalant  b «-f* 

em^iàn  & c + en  + 2/ m chacun  à zéro,  d’où  l’on  ti- 

be icd  ce — 2 bf 

rera  m = — r= & » = ---? . Donc  , en  ge- 

4 df — ee  /\df — ee  ° 

néral , les  Courbes  du  fécond  Ordre  peuvent  avoir  un  Cen- 
tre , dont  la  pofition  eft  déterminée  par  ces  valeurs  de  m 
& de  ».  Car  ce  Centre  eft  le  point  dont  m eft  l’abfcifle 
& » l’ordonne'e. 

Il  n’y  a qu’une  exception;  c’eft  quand  4 df — ee=zo. 
Alors  m & » font  infinies  ; ce  qui  tranfporte  le  Centre  in- 
finiment loin  & le  fait  difparoître. 

Cependant,  fi  4 df — ee  étant  zéro,  be — 2c  à eft 

auffi  zéro,  on  aura  r=  , & cette  valeur  fubftituce 

dans  4 df — eez=o , la  change  en  4 df — = 0 , ou 

divifant  par  en  2bf — ce  — o.  Donc  ce — 2bf  eft 
auffi  ze'ro , & par  conféqucnt  » auffi  bien  que  m s’expri- 
ment par  la  fraâion  , qui  eft  d’une  valeur  indéter- 
minée. La  pofition  du  Centre  eft  donc  indéterminée. 
Mais  dans  ce  cas,  l’équation  générale,  réduite  à a + by  + 

4*  dyy  -j-  2xy  ^df+fxx  = o,  eft  rédu&ible  en  ces 

deux  équations  du  premier  Ordre  y y/  d + xy/  f 4* 

b + \/(bb 4 ad)  b — y/(bb — 4 ad') 

= o . & yjd+xy/f+  ^ 

= 0.  Elle  n’exprime  donc  que  deux  Droites  parallèles 
bttrod,  à ï Analyfe  des  Lignes  Courbes.  T [§-4°]> 
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i46  des  centres 

Fi.Vlil.  [ §.  40  ] , qui  ont  une  infinité  de  Centres  , aflavoir  tous  Ch.  vt. 
les  points  de  la  Droite  , qui  leur  elt  parallèle  & autant 
éloignée  de  l’une  que  de  l’autre. 

Au  refie,  tout  Contre- Diamètre  d’une  Ligne  du  fécond 
Ordre  en  efi  aufli  un  Diamètre  ablolu.  Car  l’équation  , 
qui  exprime  la  nature  d’une  Ligne  du  fécond  Ordre  rela- 
tivement à l’Origine  placée  au  Centre  , aura  cette  forme 
Ayy+  Bxy  -+-  Cxx  4-  D=o , puifque  le  fécond  Rang  y doit 
manquer.  Et  l’on  peut  toujours  faire  difparoître  le  terme 
Bxy  fans  changer  l’Origine  ni  l’Axe  des  abfcifies , mais  en 
donnant  feulement  aux  ordonnées  une  pofition  convena- 
ble , c’efi-à-dire , en  faifant  y =20*  & x = z — Bn  [ §. 

2 5],  ce  qui  transformera  l’éq  : Ayy  + Bxy  + Cxx  + D 
= oy  en  (4  ACC — BBC^uu  4*  Czz  +D  = o , , où  il 
n’y  a aucune  puillànce  impaire  de  u.  Ce  qui  fait  voir 
que  la  Ligne  des  z efi  un  Diamètre  abfoiu  , aufli  bien  qu’un 
Contre  - Diamètre. 

Exemple  2.  L’équation  générale  des  Lignes  du 
troifiéme  Ordre  , a 4*  h 4*  ex  4»  dyy  -f-  ex y 4 -fxx^gy' 

4-  hxyy  4*  ix\y  4 Bt*  = o , par  la  lubfiitution  de  m 4.Z  à 
x , & de  » 4*  « à y , le  change  en  o = 


£«'  4 htfz  4 iuzx  4* 

4 (2 htt+2im+e)uz  4* 

( ignn-\-2bmn-\-imm\  ( l Imm  4 2 imn^bnn  \ 

^ 4-  idn  4*  cm  4-  b ' u 4 ^fm  4* en  4* f ** 
gn'  4*  inmz  4*  /«** 

( 4.  dnx  4.  enm  4 / m1  \ 

+bn+cm  ) 


Si  la  Courbe  a un  Centre , le  fécond  & quatrième;  Rang 
doivent  difparoître.  L’évanouïfiémcnt  du  fécond  donne  ces 
trois  équations  2bn  + 2Îm  >i>e  = o 
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& j/«  + /»+/=:o.  La  comparaifon  de  la  ie.  & de  la  P1.VI1L 

1'.  donnent  *»  = - — — . Sc  » = — Et  ces 

5 9Sj — ht  9gt — bt 

valeurs  fubflituées  dans  la  2'. , la  changent  en  ehi  — 2 dit 
— 2fhh  + 6dbl  cfgi  — qegl  = o , équation  qui  expri- 
me un  raport  des  coefficients  d,  et  g , h , i,  l , (ans  le- 
quel la  Courbe  ne  (âuroit  avoir  un  Centre.  Il  faut  de 
plus  fubftituer  ces  mêmes  valeurs  de  m & de  »,  dans  l’éq: 
gn ’ 4*  hnnm  + &c  — O , faite  en  égalant  le  4e.  Rang  à zé- 
ro, & cette  fubRitution  donnera  un  (ècond  raport  des  coef- 
ficients également  néceflàire  pour  que  la  Courbe  du  troi- 
fiéme  Ordre  puitlc  avoir  un  Centre  : mais  ce  raport  feroit 
fort  compliqué.  Il  fera  plus  fimple , en  appliquant  le  Prin- 
cipe à une  équation  moins  compofée  que  la  générale. 

Par  ex.  Péq  : xyy  4«  Ey  + A*'  4*  Bxx  + Cx  -f-  D = o 
repréfente  la  plus  grande  partie  des  Courbes  du  troifiéme 
Ordre.  En  la  comparant  avec  l’éq  : générale , on  aura  a 
= Dy  b — E,  C — C,  d=o,  e — o ,/==  B,  g = o, 
h=  1,  i = o,  /=zA.  Les  trois  équations  que  donne 
révanouïïTement  du  2'.  rang,  fe  réduilent  donc  à o»+» 

+ 0=0,  2»  + o»»Hho  = o,  & -$Am  >4*  c»  4*  B — o , 
d’où  l’on  tire  f/?~o,n  — o,B  — o.  Et  ces  valeurs  fub- 
flituées  dans  l’équation  qui  réfûlte  de  l’évanouïlTèmcnt  du 
4e.  Rang  , la  réduifènt  à a = a = D.  Ainfi  la  Courbe  ne 
peut  avoir  de  Centre , à moins  que  B Si  D ne  foient  zé- 
ro , & alors  ce  Centre  eft  fur  l’Origine  même , puifque  m 
Si  n font  l’une  & l’autre  égales  à zéro. 


T 2 ' CHAPI- 
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CHAPITRE  VIT. 

Détermination  des  pins  grands  termes  d'une 
équation.  Principes  de  la  Méthode  des 
Sériés  ou  Suites  infinies. 

77 . T L n’y  a rien  de  plus  remarquable  dans  les  Cour- 
X tes , que  les  Branches  infinies , & les  Points  fingu- 
liers  : c’eft  le  nom  qu’on  donne  aux  Points  d’une  Courbe  , 
qui  ont  quelque  choie  qui  les  difiingue  des  autres.  C’eft 
par  le  nombre  , l’elpcce  & la  position  des  Branches  infi- 
nies , que  les  Courbes  fe  divilènt  en  Genres  & Efpèces  : 

& c'efi  la  nature , le  nombre  & la  pofition  des  Points  fin- 
guliers  , qui  caraclérilènt  les  dtverfes  Courbes  d’une  même 
hlpcce. 

Voici  le  Principe  qui  nous  guidera  dans  ces  Recher- 
ches. Si  dans  une  équation  indéterminée  , on  fuppofe 
une  des  variables  x ou  y infinie  ou  infiniment  petite,  cette 
fuppofition  rend  certains  termes  de  l’équation  infiniment 
plus  grands  que  les  autres.  On  peut  donc  retrancher  ceux- 
ci  lans  fcrupule , parce  qu’ils  ne  font  rien  en  comparaifon 
des  plus  grands  , qui  forment  feuls  toute  l’équation.  Par 
ce  retranchement  elle  devient  plus  fimple  & plus  traitable. 

Il  ne  s’agit  que  d’avoir  une  Régie  pour  dilcerner  dans  une 
équation  propofée  , quels  font  les  termes  que  la  fuppofi- 
tion d’x  ou  d’j'  infiniment  grande  ou  infiniment  petite  , 
rend  infiniment  plus  grands  que  tous  les  autres. 

78.  Il  est  bien  clair  que  quand  une  variable  devient 
infinie , toutes  fes  pui fiances  & toutes  fes  racines  font  auiïi 

infinies. 
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infinies.*  Mais  ces  infinis  conftituent  divers  Ordres , félon  Ch.vii. 
les  dégrés  de  leurs  expofànts.  Quand  x eft  infinie  , fon  78> 
quarré  x x , qui  eft  le  produit  de  l’infini  multiplié  par  l’in- 
fini , ou  l’infini  répété'  infiniment  fouvent,  fon  quarré,  dis- 
je  , eft  infiniment  infini , ou  l’infini  du  fécond  Ordre.  Le 
cube  xxx  , qui  eft  le  quarré  xx  multiplié  par  l’infini  x, 
eft  l’infini  du  troifiéme  Ordre , & ainfi  de  fuite.  Ces  Or- 
dres de  l’infini  font  les  Ordres  potentiels. 

Il  faut  auffi  reconnoître  les  Ordres  radicaux.  Quoi- 
que x,:  2 , ou  y/x  foit  infinie,  aucun  fini  ne  pouvant  l’é- 
galer , elle  eft  pourtant  infiniment  moindre  que  x , puis- 
qu'elle eft  moyenne  proportionellc  entre  x & l’unité,  en- 
tre l’infini  & le  fini.  Et  xi:*  , ou  y'x , auffi  infinie,  eft 
infiniment  moindre  que  x1  * 2 . 

En  général , toute  puiftance , parfaite  ou  imparfaite  r 
de  l’infini  [ x]  eft  infiniment  plus  grande  que  toute  autre 
puiftance  du  même  infini , dont  l’expofant  eft  inférieur  au 

fien.  xm^n  eft  infiniment  plus  grande  que  xm  , parce  que 

xm  + n eft  xm  mu|tip|j^ç  par  xn . Qr  x”  eft  jnfinje. 

Donc  xm~^~n  eft  xm  prife  une  infinité  de  fois. 

Mais  les  puiflances  d’un  cxpofànt  négatif,  dont  la  ra- 
cine eft  infinie,  font  des  infiniment  petits.  Par  ex. x 1 , 
qui  eft  , eft  infiniment  petite.  Car  le  quotient  d’une 

Divifion  diminuant  dans  la  même  proportion  que  le  divi- 
feur  augmente,  le  fini  [ 1 ] divife  par  l’infini  [x]  aura  un 

I — 2 I _ 1 

quotient  [ — ] infiniment  petit.  Et  x , ou  ^ , eft 

encore  infiniment  plus  petite  , puifque  c’cft  l’infiniment  pe- 

T 3 tit 

* Fontenelle  , Geoi/t.  de  Flnfini.  Part.  I.  Sedl.  2. 
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ip  des  plus  grands  termes 

tit  [— ] divifc  par  l’infini  [x],  ou  l’infinitiéme  partie  de 

rinfiniment  petit.  Par  la  même  raifon  x * eft  d’un  Or- 
dre  encore  plus  bas  , & ainfi  de  fuite.  Mais  x , ou 
— - quoiqu’infiniment  petite  , puifquc  y/x  eft  infiniment 

y/  X 

1*2 

grande  , x , dis-je , eft  infiniment  moins  petite  que 
x l:  car  x 1,2  [ou  -^]  eft  la  moyenne  proportio- 

nclle  entre  1 & x [ou 


79*  Q.u  A N D on  ^PP0^  une  variable  infiniment  pe- 
tite , toutes  fes  puiftànces  & toutes  (es  racines  d’un 
expofant  pofitif  font  aulfi  infiniment  petites  ; mais  avec 
la  même  gradation  & la  meme  diftindion  d’Ordre  que 
dans  l’infini  , en  forte  que  de  deux  puiftànces  d’une 
même  racine  infiniment  petite  , celle  qui  a le  plus  grand 
expolânt  eft  infiniment  plus  petite  que  l’autre.  Si  x eft 
infiniment  petite , xx  eft  encore  infiniment  plus  petite  , ou 
l’infiniment  petit  du  fécond  Ordre,  xxx  celui  du  troifié- 
me  Ordre , &c.  Car  1 , x , xx , xxx , &c.  font  des  quan- 
tité^ proportionelles  ; de  forte  que  1 étant  infiniment  plus 
grand  que  x,  x eft  infiniment  plus  grande  que  xx,  & xx 

que  xxx  , & en  général  xm  eft  infiniment  plus  grande 

m-\-n 
que  x ~ . 

A ces  Ordres  potentiels  des  infiniment  petits  , il  faut 

joindre  les  Ordres  radicaux.  Puifque  x1  ‘ 2 eft  moyenne 
proportionelle  entre  le  fini  [ 1 ] & l’infiniment  petit  [ x ] , 
elle  eft  infiniment  petite  , quoiqu’elle  le  foit  infiniment 

moins 
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moins  que  x.  Et  x1'*  , autre  infiniment  petit,  I’cft  infi- 
niment  moins  que  xl‘‘2.  Car  x1’*  [ = x2,6]  eft  à 
x,:2  [ = comme  le  fini  [i  ] à Pinfiniment  petit 

[x,:5]. 

Mais  la  racine  x étant  infiniment  petite , les  puilfances 
ou  racines  d’un  expolànt  négatif  font  infinies.  Ainfi  x 1 
[ou  — ] eft  £j*fini  du  premier  Ordre  , parce  que  le 
fini  [ i ] contient  Pinfiniment  petit  [ x ] une  infinité  de  fois. 
Et  x 2 [ou  - ],  étant  l’infini  [ — ] multiplié  par 
hii-même , eft  l’infini  de  l’infini , ou  l’infini  du  fécond  Or- 

— — j • 2 I I 

dre  , &c.  Mais  x [ ou  . = T eft  un  infini 

L xt.-2  V xJ 

radical , &c. 


8a.  Cette  fubordination  des  infinis  & des  infiniment 
petits  étant  bien  établie , il  femble  d’abord  que  rien  ne  foie 
plus  aifé  que  de  reconnoitre  dans  une  équation  les  termes 
que  la  fuppofition  d’x  ou  d ’y  infinie  ou  infiniment  petite 
rend  infiniment  plus  grands  que  les  autres.  Si  on  fuppole 
x infiniment  grande,  il  femble  qu’on  n’ait  qu’à  choilir  les 
termes  où  x a -le  plus  grand  expofant:  au  contraire,  fi  on 
fuppofe  x infiniment  petite , on  croiroit  n’avoir  qu’à  pren- 
dre les  termes  où  fon  expolànt  eft  le  plus  petit.  xYIais  ce 
fèroit  conclure  avec  précipitation.  Car  l’équation  , ou  la 
Courbe  qu’elle  reprélènte  , peut  être  telle  qu’à  x infinie 
réponde  y infinie , ou  finie , ou  infiniment  petite.  Il  fau- 
dra donc  , du  moins  par  raport  aux  termes  où  entrent  x 
& y , avoir  égard  aux  expolànts  de  ces  deux  variables.  Si, 
par  ex. , le  terme  x'y  eft  celui  où  x a le  plus  grand  ex- 
pofant, 
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Ch.  vil.  pofant , on  ne  doit  pas  le  prefiêr  de  conclure  que  ce  ter- 
S'  8o‘  me  eft  infiniment  plus  grand  que  xy*  autre  terme  de 
l’équation.  Car  fi  x & y iont  deux  grandeurs  infinies  d’un 
même  Ordre , x’y  n'eft  que  du  quatrième  Ordre  de  l’infi- 
ni , au  lieu  que  xy+  eft  du  cinquième  Ordre.  C’cft  donc 
plutôt  xj+  qui  furpafiè  infiniment  x'y. 

On  ne  doit  pas  non  plus  juger  qu’un  terme  foit  d’un 
Ordre  fupérieur  à un  autre , parce  que  les  cxpolànts  de  x 
& de  y pris  enlèmble  font  une  Ibmme  plus  grande  dans 
l’un  que  dans  l’autre.  Par  ce  principe  on  conduroit  que 
xy * eft  infiniment  plus  grand  que  x'y  , & cela  (croit  vrai, 
fi  x & y étoient  deux  infinis  du  même  Ordre.  Mais  fi  x 
étant  infinie , y eft  ou  infiniment  petite  , ou  finie , ou  feu- 
lement d’un  Ordre  plus  petit  que  x2'*  , x'y  l’emporte  in- 
finiment fur  xy*. 

Quel  moyen  y aura- 1- il  donc  pour  difeemer  les  plus 
grands  termes  d’une  Equation  , puifqu’il  fcmble  qu’on  ne 
les  peut  reconnoître  (ans  favoir  de  quel  Ordre  eft  y par 
raport  à x , & qu’on  ne  peut  découvrir  ce  raport  de  y à 
x fans  avoir  féparé  des  autres  les  plus  grands  termes  de  l’é- 
quation ? Quel  fil  nous  conduira  dans  ce  Labyrinthe  f 

8 1 . D’a  bord  il  eft  évident  qu’on  ne  (àuroit  fuppofèr 
qu’un  leul  terme  de  l’e'quation  foit  infiniment  plus  grand 
que  tous  les  autres.  Car  tous  les  autres  termes  s’évanouï- 
roient  en  comparaifon  de  celui-là  & pourroictit  être  re- 
tranchés. Alors  ce  terme  (cul  (croit  égal  à zéro  , & le 
plus  grand  terme  de  l’équation  ne  leroit  rien  : ce  qui  eft 
abfurde. 

Les  plus  grands  termes  font  donc  au  moins  au  nom- 
bre de  deux.  Mais  rien  n’empêche  qu’on  ne  prenne  deux 
termes  quelconques  , & qu’on  ne  les  fuppofe  les  plus 
grands  de  l’équation  ; à moins  que  les  conféquences  de 
cette  fuppofition  ne  détruifent  la  fuppofition  même. 

Qu’on 
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Qu’on  propofe,  par  ex.  l’e'q  : x'y*\<ay' — 4*x=  o, 
& qu’on  fuppofê  d’abord  x infinie.  On  commencera  par 
comparer  x'y  & ay' , en  fuppolànt  que  ces  termes  font 
toute  l’équation  , & qu’étant  infiniment  plus  grands  que 
— a'x  , ce  terme  peut  être  impunément  retranché.  On  au- 
ra donc  x1y  ayx  = o , ou  x'y  = — ay*  , & d.vifant 
x1 

par  — ay,  y= . Donc  x e'tant  infinie,  y eft  un 

infini  du  fécond  Ordre.  Donc  les  termes  xly  & ayl  font 
des  infinis  du  quatrième  Ordre,  en  comparaifon  defquels 
a'x , qui  n’eft  qu’un  infini  du  premier  Ordre , s'évanouît. 
11  n’y  a donc  rien  d’abfurde  à fuppofcr  que  x'y  & ay' 
font  les  plus  grands  termes  de  l’équation. 

On  peut  enluite  comparer  x'y  & — a'x  , & fuppofèr 
toute  l’équation  réduite  à x'y- — a'x  = o,  ce  qui,  tranf- 

al 

pofànt  & divifànt  par  x 1 , donne  y=  — . Donc  x étant 

infinie , y eft  infiniment  petite  , & dans  cette  fuppofition  , 
le  terme  ay1  eft  un  infiniment  petit  du  fécond  Ordre , qui 
s’évanouît  auprès  des  termes  infinis  x'y  & a'  x.  On  a 
donc  pû  faire  fans  abfurdité  cette  fuppofition. 

Il  refte  à comparer  les  termes  ay ' & — a'x.  S’ils  font 
infiniment  plus  grands  que  xLy , toute  l’équation  fè  réduit 

à ayx a'x  = o,  qui  don  ne  y = al‘ 2 xl‘ 2 . Mais 

cette  valeur  de  y , fubftituée  dans  x'y  , le  change  en 

al’2x 5*2.  Ce  terme  x'y,  ou  a1  : 1 x*'2  , qu’on  fuppo- 
foit  infiniment  plus  petit,  que  les  deux  autres  ay'  [=*‘x] , 
& — a'x  , eft  donc  infiniment  plus  grand  , puilque  fon 
expofànt  [ 5:2]  furpaftè  le  leur  [ 1 ].  Ainfi  la  fuppofi- 
tion fè  détruit  elle-même  & ne  peut  fubfiftcr. 

Suppofons  maintenant  x infiniment  petite.  Et  fi  l’on 
compare  d’abord  les  termes  af  & — a'x  en  les  fuppo- 
Intred.  à PAnalyfc  des  Ligna  Courbes.  V fant 


Cm.  VIL 
§.  Si. 
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Ch.  vil  fant  infiniment  plus  grands  que  x*y , cette  fiippofition  ne 
f- 8|*  mène  à aucune  abfùrdité.  Elle  réduit  l’éq  : à ay' . — -a'x 

= 0,  qui  donuc  yz=.  a1 ' 2 x '*  3.  Et  cette  valeur  lùbfti- 

tuée  dans  x'y  , le  transforme  en  a1’2  x ** 2 , où  l’expofant 
d’x  [5:2]  eft  plus  grand  que  dans  les  deux  autres  ter- 
mes ay'  [ = a'x^  & — a'x.  Or  x étant  infiniment  peti- 
te , les  puiflances  d’un  plus  haut  expolânt  font  infiniment 
plus  petites  que  celles  d’un  expolânt  intérieur  [ §.  79  ] . 
Donc  x1^  cil  infiniment  plu6  petit  que  ay'  & que  — <j!x; 
ce  qui  elt  conforme  à la  fuppofition. 

Mais,  fi  on  liippofoit  que  le  terme  — a' x elt  infini- 
ment plus  petit  que  les  deux  autres  , on  réduiroit  l’équa- 

x* 

tîon  à x'y  ►£■  ayx  = o , ce  qui  donne  y = — — . Ainfi 

a 

x'y  & ay1  le  transforment  en  — — & 4*  - ~ • Ce  font 

donc  des  infiniment  petits  du  quatrième  Ordre,  qui  dilpa- 
roiilcnt  auprès  de  • — a'x  , infiniment  petit  du  premier 
Ordre.  La  fuppofition  le  contredit  donc  à elle-même. 

J’en  dis  autant  de  la  fuppofition  , qui  établiroit  x’y  & 
— a'x  pour  les  plus  grands  termes  de  l’équation.  Il  en 

re'fultc^=  - , c’cft-à-dire,  y infinie,  quand  x eft  infini- 
ment petite.  Donc  le  terme  ay1 , qu’on  fuppofoit  le  plus 
petit , efl  réellement  infiniment  plus  grand  que  les  autres  : 
ce  qui  détruit  la  fuppofition. 

Par  tout  ce  détail  il  paraît  , cju’à  fùppolèr  x infinie, 

l’équation  propolee  x'y  *4*  ay' a'xssz  o fe  réduit  à ces 

deux-ci , x'y  4*  ay1  = o , ou  xx  4<  ary  = o , & x'y — a'x 

= 0,  ou  xy <m=o  ; & qu’à  fùppolèr  x infiniment 

petite  , elle  iè  réduit  à celle-ci  feulement , ay'  — a'x^z  o, 
ou  y'  — ax  3~  o. 


82.  Mais 
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82.  Mais  ce  qui  a été  facile  dans  un  Exemple,  où  Ch  vu. 
réquation  propofe'e  n’avoit  que  trois  termes  , deviendroit  *»• 
fort  pénible  , fi  l’on  avoit  eu  une  équation  plus  complexe, 
où  le  nombre  des  termes  engageroit  à beaucoup  de  com- 
paraifons,  la  plupart  infruétueules.  Dans  ces  Cas -là,  il 
eft  fort  commode  de  le  (èrwir  du  Triangle  analytique  , & 
de  placer  chaque  terme  de  l'équation  dans  la  Café  qui  lui 
eft  aflignée.  En  concevant  ce  Triangle  couché  fur  la  ban- 
de lâns  x , lorlqu’on  fuppofe  x infinie  ou  infiniment  pe- 
tite [ on  le  coucheroit  fur  la  bande  lâns  y fi  la  luppofition 
étoit  de  y infinie  ou  infiniment  petite  ] il  eft  clair  que  de 
de  tous  les  termes  qui  le  trouvent  dans  une  même  bande 
perpendiculaire  , on  ne  peut  regarder  comme  un  des  plus 
grands  termes  de  l’équation  que  celui  qui  occupe  la  plus 
haute  place  de  cette  bande  , en  fuppofont  x infinie , ou 
celui  qui  y eft  placé  le  plus  bas , en  prenant  x pour  infi- 
niment petite.  Car  dans  tous  les  termes  d’une  même  co- 
lomne,  y ayant  le  même  expolànt,  leur  fubordination  dé- 
pend uniquement  des  expolànts  d’*.  Donc  , x étant  in- 
finie , le  plus  grand  terme  de  la  eolomne  eft  celui  où  x a 
le  plus  grand  expolànt,  c’eft-à-dire , celui  qui  eft  placé  le 
plus  haut  ; & x étant  infiniment  petite , le  plus  grand  ter- 
me de  la  eolomne  eft  celui  où  x a le  plus  petit  expofanr, 
celui  qui  eft  placé  le  plus  bas  [§§.  78.  79  ]. 
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8 j.  Cette  confidération  lèrt  déjà  beaucoup  à dimi- 
nuer  les  nombre  des  comparailons  qu’il  faudroit  faire 
pour  difeerner  les  plus  grands  termes  d’une  équation  [ §. 
8 1 ].  Mais  pour  éviter  toutes  les  comparailons  inutiles , il 
faut  y joindre  cette  oblcrvation.  C’eft  que  fi  on  compare 
deux  termes  quelconques , en  les  fuppofant  d’un  même 
Ordre  , & qu’on  mène  une  ligne  droite  par  les  centres  des 
Cafés  où  logent  ces  deux  termes  , tous  les  termes  qui 
font  dans  les  Cafés  dont  les  centres  fe  trouvent  for  cette 
même  Droite , feront  auffi  du  même  Ordre  que  les  termes 
comparés.  Et  que  toutes  les  Cales , dont  les  centres  font 
au-deflùs  de  cette  ligne  droite  renferment  des  termes  d’un 
Ordre  fupérieur  ; comme  , au  contraire  , les  Cales  dont 
les  centres  font  au-dclïbus  de  la  ligne  droite , contiennent 
des  termes  d’un  Ordre  inférieur. 

Ainfi , quand  on  veut  comparer  les  termes  x‘  & x'y*  > 

en 


Digitized  by  Google 


D’UNE  £ QU  AT  10  N.  157 

en  les  fuppolànt  d’un  même  Ordre;  ils  feront  encore  d’un  Ch. vil. 
meme  Ordre  , après  divile  l’un  & l’autre  par  une  même  ^ - 

x%  x*yl 

grandeur  x*.  Donc  [^i=]t  & [--£?•  = ] xjr1  font 

d’un  même  Ordre.  L’unité  étant  une  grandeur  finie,  xyx 
cft  aufli  une  grandeur  finie.  Qu’on  la  nomme  R'.  On  au- 
ra donc  xy 1 = R1 , ou  y*  = — , & T=  =Rx  s. 

J J x J yx 

Si  on  me'nc  une  Droite , ou  qu’on  applique  une  Régie  aux 
centres  des  Cafes  x1  & x'y 1 , on  verra  qu’elle  pâlie  aufli 
par  le  centre  de  la  Café  x*y* , & , en  prolongeant  le  Trian- 
gle, par  les  centres  des  Cafes  x'y6 , x6y'  , &c.  Substituant 

R1 

dans  ces  termes  , au  lieu  de  y1  fa  valeur  — , ils  feront 

x 

changez  en  R*xl , Rsx'  , R'x1  , &c  , qui  font  tous  de 
l’Ordre  xx.  Mais  toute  Calé , comme  x+y’ , dont  le  cen- 
tre eft  au-deflus  de  la  Régie , contient  un  terme  d’un  Or- 
dre fupérieur.  Car,  mettant  pour  y (à  valeur  Rx  1-2  * 

x+y  eft  transformé  en  R}x*  2 = R}  x*’  2 dont  l’ex- 
pofant  furpafté  celui  de  x’.  Toute  Cafe , au  contraire  , 
comme  x1/ , dont  le  centre  cft  au-deflous  de  la  Régie, 

loge  un  terme  d’un  Ordre  inférieur  à x2 . Car  Rx  1,2 

fubftitué  pour  y dans  x*jy*  , le  change  en  R*  x * 2 

rrfrx5'  qui  eft  d’un  Ordre  inférieur  à x . 

De  même,  la  Régie  qui  paflè  par  les  centres  des  Cafes 
y*  & xy'  , pafle  aufli  par  le  centre  de  la  Cafe  xxyx.  Qu’on 
luppole  d’un  même  Ordre  deux  quelconques  de  ces  ter- 
mes , comme  xy'  & x’y1.  Ils  feront  donc  du  même  Or- 
dre en  les  divilânt  par  la  même  grandeur  xxyx.  Donc 

V j x'y\ 
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>.8 j.  -7-;  [=ai  J etaut  une  grandeur  finie  , • / ou  — fera 
x y x y x 

audi  une  grandeur  finie,  qu’on  peut  nommer  R*  , & on 

aura  y 3 = R’x,  ou  y = Rx  '3  . Cette  valeur  fubftituée 

dans  les  termes  y' , xy' , x1^* , qui  font  fur  la  Régie , les 

. d8  8:3  „5  1 +5..-3  Ds  8:3  D2  2+2:? 

change  en  R x , R x J 3 = R x , R x 3 

2 §,*3  A 

= R x ' s , & fait  voir  qu’ils  font  tous  du  même  Ordre 

x* Mais,  fi  on  prend  une  Café  dont  le  centre  (bit 
au-deflùs  de  la  Régie , comme  x'y 4 ; on  verra  , en  écri- 
1*2 

vaut  Rx  ' 3 pour  y , que  le  terme  qui  la  remplit  eft 

[R^x2^4*  * =R2x,C'^  ] d’un  Ordre  fupérieur  à . 
Qu’on  prenne,  au  contraire,  une  Café  dont  le  centre  eft 
au-deflbus  de  la  Régie  , comme  xy * ; & la  fiiblfitution 

de  Rx  3 ky,  change  le  terme  qui  remplit  cette  Café 


en  R^x 

, 8:3 

a x 3 . 


*++•* 7 ? 


x=zK*x'  3 , qui  eft  d’un  Ordre  inférieur 


84.  1 l faut , avant  qu’aller  plus  loin , démontrer  cette 
propriété  du  Tiiangle  analytique.  Elle  eft  fondée  fur  ce 
que  les  Cafés  qui  ont  leurs  centres  en  Ligne  droite  font 
remplies  de  termes  où  les  expolânts  de  x & de  y font  des 
progreflions  arithmétiques.  Cela  eft  évident,  quand  cette 
Droite , ou  cette  Régie , eft  couchée  fur  une  bande  hori- 
zontale , ou  fur  une  verticale.  Pour  rendre  l’expreffion 
plus  courte,  nous  apellerons  celles-là  des  Lignes  & celles- 
ci  des  Coloimies.  Quand  la  Régie  eft  horizontale , les  ter- 
mes par  leiquels  elle  pafle  ont  tous  le  même  expofant  de 
x , & ceu*  d'y  font  les  nombres  naturels  1 , 2 , 3 , 4 » &c* 

Quand 
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Quand  la  Règle  eft  verticale  , les  expofanrs  d\?  font  tous 
les  mêmes,  & ceux  de  x font  la  progrelfion  i , 3 , $ , 4, 
&c.  Enfuite  lorfque  la  Règle  eft  intimée  aux  bandes  ; fi 
on  fuppofe  que , partant  du  centre  d’une  Cafc  , elle  ne 
rencontre  le  centre  d’une  autre  Cale  qu’apiès  avoir  tra- 
verle'  k lignes  & / colomnes;  il  eft  clair,  puilque  les  Ca- 
fés font  rangées  uniformément  , qu’il  lui  faudra  encore 
traverler  k lignes  & / colomnes  pour  atteindre  le  centre 
d’une  troifiéme  Calé , & encore  autant  pour  parvenir  à 
une  quatrième,  & ainfi  de  fuite.  Donc  ,,  comme  l’expo- 
fànt  de  x augmente  d’une  unité  en  montant  d’une  ligne,  & 
que  l’expofant  de  y augmente  aulli  d’une  unité  en  traver- 
fanc  une  eolomne  de  droite  à gauche  ; fi  le  terme  qui  eft 

dans  la  première  Café  eft  x™ y”  t celui  de  la  féconde  fera 

celui  de  la  troifiéme  & ainfi 

de  fuite:  où  les  expofànts  de  x font  la  progr.  arithm.-  m , 
m-j-k,  m ak  &c.  Si  ceux  de^  la  progrelfion 
n 2/,  &c. 

Réciproquement , fi  l’on  choifit  des  termes  , comme 

m n m-i-k  «+/  rr,*\*2k  n>\*zl  , . . 

x y , x y , x y , &c.  ou  les  expo- 

fants , tant  de  x que  de  y , foient  en  progrelfion  arithmé- 
tique dont  les  différences  foient  k Si  / : tous  ces  termes 
fe  trouvent  dans  des  Cafés , dont  les  centres  font  fur  une 
même  ligne  droite  qui  traverfe  en  même  teins  k lignes  & 
/ colomnes  : ce  qui  détermine  l’inclinailon  de  cette  Droi- 
te aux  bandes  du  Triangle. 


85.  Car  Pinclinaifon  de  la  Réglé  aux  bandes  du  Trian- 
gle, & le  raport  de  k à / de'pcndcnt  entièrement  l’un  de 
l’autre , puifque  k & / font  le  nombre  des  lignes  & le 
nombre  des  colomnes  que  traverfe  en  meme  teins  la  Régie. 
Si  k furpafle  /,  la  Régie  eft  plus  inclinée  aux  colomnes 

qu’aux 


Ch.  VII. 

§ S4- 
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Ch.  vii.  qu’aux  lignes  , & coupe  une  plus  grande  portion  de  la 
8,1  première  bande  verticale  que  de  la  première  bande  hori- 
zontale , à compter  ces  portions  dès  la  Pointe.  C’elt  le 
contraire  fi  / furpatle  k . En  général , puifque  la  Régie 
traverfe  é lignes  en  traverlânt  / colomnes  , elle  traverlera 
de  colotnne  en  colomne  un  nombre  de  lignes  exprimé 
k k 

par  j , foit  que  y-  défigne  un  nombre  entier  ou  un 

nombre  rompu.  Si  la  Réglé  traverfe  deux  colomnes  en 
traverlânt  une  feule  ligne  , elle  ne  traverlera  qu’une  demi  - 
ligne  en  traverlânt  une  feule  colomne. 


85.  Donc,  fi  on  tire  fur  la  furface  du  Triangle  ana- 
lytique deux  Droites  parallèles  , & par  conféquenl  autant 
inclinées  l’une  que  l’autre  aux  lignes  & aux  colomnes  •,  les 
Cafés , dont  ces  Droites  traverlent  le  centre  , contiennent 
des  termes  où  les  expofants  de  x , & aulfi  ceux  de  y , font 
des  progrclfions  arithmétiques,  qui  ont  dans  l’une  & l’au- 
tre Droite  la  même  différence.  Ceux  de  la  prémiére 

. m n m+k  n-\-l  m- 4-2* 

Droite  étant,  par  ex. , x y , x y , x y 


&c.  ceux  de  la  féconde  peuvent  être  y ^ , x^-^* ^ , 

j+2ty+2l&c. 

Réciproquement  , fi  l’on  choifit  deux  fuites  de  ter- 

m n m-\-k  «4-/  -zk  n^zl  . „ p a 

mes , x y y x y , x y crc.  & x y‘  , 

*'+  /+*,  x P ‘ 2k  fl  y &c.  où  les  expolânts  de  x , 
& aulfi  ceux  de  y , fâllènt  des  progreflions  arithmétiques 
qui  dans  l’une  & dans  l’autre  fuite  ayent  les  mêmes  diffé- 
rences ; ces  deux  fuites  de  termes  fe  trouveront  fur  deux 
Droites  parallèles. 


87.  Tellb 


» 
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t 

87.  Telle  étant  la  difpofition  des  termes  fur  le  ChVti. 
Triangle  analytique  , fi  on  compare  enfcmble  deux  ter-  J>‘  *7’ 
mes  quelconques , en  les  fuppofânt  d’un  même  Ordre  d’in- 
fini, & qu’on  applique  une  Régie  fur  les  centres  des  Ca- 
fés où  logent  ces  deux  termes  : Je  dis  que  tous  les  ter- 
mes , qui  font  dans  des  Cales  par  les  centres  defquelles 
pafle  cette  Réglé , (ont  aulfi  du  même  Ordre.  Car  leurs 
expolànts  font  en  progreflion  arithmétique  [§.  84].  On 

peut  donc  reprélènter  ces  termes  par  la  fuite  x m yn  , 
m-\-k  n>*rl  m-\-2k  «►{«j/  OT+4* 

x y > * y tx  y >x  y > 

Prenons-cn  deux  termes  quelcon- 

ques,  comme  x y & x J y , « fuppo- 
fons-les  d’un  meme  Ordre.  Ils  relieront  d’un  même  Or- 
dre , après  avoir  été  divifés  par  une  même  grandeur 

. , , , W + jli  «-4-2  / 

« + »4-2/  ^ rX  ^ 

* ! ■ Donc  V+Ï7=]  1 • & 

x y 

w+s*  «4.5/ 

[ m+2k  ^2/==]  x 3 y ^ ^ont  d’un  m^nie  Ordre.  Ainfi 

x y 

l’unité  étant  elîèntiellement  une  grandeur  finie  , x'  y , 

& la  racine  cubique  x y , & toutes  fes  racines  & les 
puiHànces  font  finies.  Ainfi  tous  les  termes  qui  font  fur 

la  Régie,  x*’/,  xW+2ky”+2/,  tfv.  n’é- 

tant que  x y”  multiplié  fucceffivement  par  les  grandeurs 

finies  1 , x y x2  y2^,  x**v^,  cfr.  (ont  tous  du  mê- 
me Ordre. 

Par  la  même  railbn,  tous  les  termes  x^  fl , J>'^'^y^~^r\ 

Introd.  à l' Analyfe  des  Lignes  Courbes.  X x ^lk 
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o.vn.  xf>+2k yV+z*  s (*re.  qui  font  fur  une  Droite  parallèle  à la- 

RMr  font  tous -du  même  Ordre  ’queo//.  Et  récipro-  ■ 
quement  tous  les  termes  qui  font  d un  meme » Ordre^lont 
logés  dans  des  Cafés  dont  le*  centres  fe  trouvent  fur  la- 
r&c-,  ou  fur  une  Droite  parallèle  a la  Règle. 


' 88.  Puifqüe  xky  cft  une  grandeur  finie,  fi  on  la 

nomme  R„  on  aura  . ,5e  qui  domine 

Ic-raport  des  Ordres  d’ x & d'y,  en  feifant  voir  qu  y eft 
du- meme  Ordre  que  la  puiffauce  d’*  qui  a pour  expo- 

fant  - négatif  le  nombre  { 7 ] de  lignes  * que  traverfe  la  , 

Régie  , tandis  qu’elle  traverfe  une  feule  colomne  [§."8$]. 


t •/  \-/  , , w n 

En  fubftituant  R ''  x à /,  dans  le-  terme  x y ou  - 
o a n / m — ni:* 

dans  le  terme  xF / , on  le  transforme  en  R x 

& ïÔ'  xF  9 : ce  qui  marque  que.  les  termes  x.  y , 

x"^  y**  &c*  qui  font  fur  la  Règle  .font  de  l’Ordre  m-ni.l, 

8^  que  les  termes  x^ y^ , x &c.  qui  font  fur  une 

parallèle  à la  Règle  , font  de  l’Ordre  p — qi  :l . 


8p.  On  trouvera  aulfi  les  expofants  de  ces  Ordres  , 
cri  examinant  quel  cft  le  point  auquel  la  Réglé  , ou  là 
parallèle,  coupe  la  première  bande  verticale.  Si  ceft  le’ 
centre  de  quelque  Café  de  cette  bande,  la  puifiance  de  x 
qui  eft  dans  cette  Café  r montre  par  fon  expofant  que  eft 
l’Ordre  des  termes  places  fur  la  Règle , ou  fur  fa  parallèle', 

pui£;ue  tous  ces  termes  font,  du  même  Ordre  [ $.  prêt-.  J. 
v Mais 
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.•\Mais  fi Ja  Réglé,  -ou, (à  parallèle,  palTe  entre  les  centres  de  C"  vît. 
deux  Cales  , le  point  où  elle  paire  défigne  encore  l’Ordre  ^ 
de  fes  termes , dont  alors  l’expofànt  elt  un  nombre  rom- 
pu. Il  faut  concevoir  cette  bande  verticale  , & en  gé- 
néral chaque  colomne  , comme  une  Droite  divifée  en 
parties  égales  par  les,  centres  des  Cales  , imaginer  que  les 
, termes.  x‘  ,.x‘ ,.x! , &c.  dont  les  expofants  loin  des  nom-  , 
bres  entiers  , font , placés  for  les  points  de  divifion  , »& 

...  . 1:2  ti+i;?  £+3:4 

feindre  que  les  termes , comme  cr  , x >x  3 , 

&c.  dont  les  expolànts  font  des  nombres  rompus  ou  mix- 
tes , , fonti  placés  for  les  points  qui  divifent  les  intervalles 
des  centres  , dans  la  mène  raifon  que  l’unité  elt  divilee 
par  la  fraction,  qui  fait , ou  concourt  ;à  faire  l’cxpofànt  de 

| • 2 

x.  Ainfij  on  concevra  x ‘ précifémcnt  au  milieu  entre 
1 


o 

x ou  1 


& 


1 4*  1 1 ? 

& x ‘ ■ fera  placé  fur  le  premier 


point  dé  la  (ùbdivifion  qui  partageroit  en  trois  parties 
égales  l’intervalle  entre  x‘  & x1  , &c.  Cela  bien  conçu  , 
fi  la  Régie,  ou  (à  parallèle pafloit , par  ex.  entre  les  cen- 
tres de  xl,&  de  x1 , mais  trois  fois  plus  près  du  dernier 
que  du  premier , c’eft-à-dire  , par  le  point  où  i’on  doit 

concevoir  x*^~*  ’ ^ , on  conduroit  que  tous  les  termes 
placés  fur  cette  Droite , font  de  i’Ordre  2* . 

L’cxpofànt  d’un  Ordre  peut  être  négatif , lorfque  la 
Régie , ou  fà  parallèle , ne  coupe  point  la  première  bande 
verticale  , mais  bien  fon  prolongement  au-dc(1bus  de  la 
première  bande  horizontale.  Cela  arrive  quand  m<nk:l 

ou  p -c’eft-à-dire , quand  ou  ^ • Alors 

l’cxpofànt  jw  — - **.7,  ou  p-~~-qV-:J  , elV négatif  Dans 
ce  cas , on  conçoit  la  première  colomne  comme  une  Droi- 
te prolongée  au-deifous  de  la  Pointe,  & divifée  en  parties 

X 2 éga’cs 
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égales  à celles  qui  (ont  au  - deflus  , & l’on  attache  âux 
points  de  divifion  les  termes  d’cxpofànts  négatifs , x 1 , 
x 2 y x * , &c. 


90.  Donc  , puifque  de  deux  Droites  parallèles  celle 

qui  elt  fupérieure  coupe  la  première  colomne  en  un  point 

fupérieur  ; tous  les  termes  qui  font  fur  la  Droite  (uperieu- 

re  font  d’un  Ordre  fupérieur  aux  termes  qui  font  fur  la 

Droite  inférieure.  Ainfi  la  Règle  partant  par  les  termes 

m n n+l  w-J-2*  w+2/  , . _ . 

x y , x y t x y , crc.  qui  font  tous  de 

l’Ordre  m — »*••/;  un  autre  terme  quelconque  elf  d’un 
Ordre  fupérieur  ou  inférieur  félon  qu’il  efl  logé  dans  une 
Cale  dont  le  centre  cil  au- deflus  ou  au-deflous  de  la 
Régie. 


91.  C’est- la'  le  Principe  qui  détermine  les  compa* 
raifons  qu’on  peut  faire  pour  chercher  les  plus  grands  ter- 
mes d’une  équation  [§.  80,  83  ].  En  fuppofànt  x infi- 
nie , on  voit  qu’il  fèroit  inutile  de  regarder  deux  termes 
comme  étant  du  même  Ordre  & les  plus  grands  de  l’équa- 
tion , fi  la  Régie , appliquée  aux  centres  de  leurs  Cafés , 
laiflè  au- deflus  d’elle  quelque  autre  terme.  Car  ce  terme 
[ §.  prie.  ] fèroit  d’un  Ordre  fupérieur  à ceux  par  lefquels 
pafTe  la  Régie.  Il  fèroit  donc  infiniment  plus  grand  que 
ceux  qu’on  voudroit  fuppofèr  les  plus  grands  [§.  78  J; 
ce  qui  fèroit  abfurdc. 

Et  en  fuppofànt  x infiniment  petite,  ta  comparaifon 
de  deux  termes  fera  inutile , fi  la  Régie , appliquée  aux 
centres  de  leurs  Cafés , laifTe  au-defTous  d’elle  quelque  ter- 
me de  l’équation.  Car  quand  on  voudra  fuppofèr  que 
ces  deux  termes  (ont  du  même  Ordre  & les  plus  grands 
de  l’équation , U fe  trouvera  [ §.  prie.  ] que  les  termes  qui 

font 
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font  dans  une  Café  inferieure  feront  d’un  Ordre  inférieur  , Ch.  vu. 
& par  conféquent  infiniment  plus  grands  L §•  79  3 que  ceux  ÿI' 
qu’on  a fuppofé  les  plus  grands  : ce  qui  eft  contradi&oirc. 

92.  De  - là  on  déduit  naturellement  la  Régie  fuivan- 
te  pour  difcerner  dans  une  équation  indéterminée  les  ter- 
mes qui  deviennent  infiniment  plus  grands  que  tous  les 
autres , par  la  fuppofition  d’x  ou  d’y  infinie  ou  infiniment 
petite  * . 

Ayant  tracé  le  Triangle  analytique;  on  placera  chaque 
terme  de  l’équation  dans  la  Café  qui  lui  efl  propre.  Ou , 
ce  qui  dans  la  pratique  eft  plus  commode  , on  formera  le 
Triangle  avec  des  points  dilpofés  en  quinconce,  & on 
changera  en  une  étoile , ou  en  une  petite  croix  , chaque 
point  qui  tient  la  place  d’un  des  termes  de  l’équation.  On 
peut  aufli  avoir  un  Triangle  de  bois  ou  d’ivoire,  percé  de 
petits  trous  rangés  à égales  diftances  & parallèlement  aux 
côtés  du  Triangle,  & on  remplira  avec  de  petites  chevil- 
les les  trous  qui  repréfentent  les  Cafés  où  devroient  être 
loges  les  termes  de  l’équation. 

Puis  on  couchera  le  Triangle,  ou -on  fè  le  repréfêntera 
couché , fur  la  bande  fans  x , fi  c’eft  x qu’on  fuppofe  in-  ' 
finie  ou  infiniment  petite  : mais  on  le  couchera  fur  la 
bande  fans  yt  fi  c’eft  y qu’on  veut  fuppofer  infinie  ou 
infiniment  petite. 

Après  cela , fi  la  variable  eft  fuppofée  infinie , on  ver- 
ra quelles  font  les  Cafés  pleines  par  le  centre  defquellcs 
peut  paflèr  une  Régie  fans  laifler  au-deffus  d’elle  aucune 
autre  Café  pleine.  Les  termes  qui  occupent  ces  Cafés 

X j ‘ font 

* Newton  , Met  te  Je  des  Fluxions.  §.  29  & fiiiv.  Fpifola  ud  Or  - 
demburqvm  poflerior.  Taylor,  Metkodus  Incrément.  Part.  T. 

Prop.  9.  Stirmnc  , Line*  3*.  ordinis  &e.  pag.  12.  s’GravesAsde, 
Elément a Matkef.  univerf.  pag.  233.  & feq. 
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.Cn.vir.  font  du0x  qui,  dans  cette  fuppofuion  , , font  lèuls  Joute 
$ ?*•  l’équ  n.  .Et  !a  Droite  qui,  mcnéc  .le  |ong  de  la  Régie  , 
détermine  ainfi  ces  plus  grands  termes,  s’apellcra  Une  Dé- 
ter  minant  (s  fnpèrieure.  Il  s’en  peut  trouver  pluficurs  pour 
une  meme  équation. 

Mais  fi  l’on  liippofe  ïou)  infiniment  petite , on  cher- 
chera , avec  la  Régie,  quelles  font  les  Cales  pleines  par  le 
centre  delquelles  peut  paiTpr.npe.  Droite , fans  lai  (Ter  au  - 
dclfous  d’elle  aucune  Calé  pleine.  Cette  Droite , ou  ces 
Droites  , car  il  peut  y en  avoir  plus  d’une,  le  nommeront 
des  üiterminatrices  inférieures , parce  qu’elles  déterminent 
les  plus  grands  termes  de  l’cquation  : ce  font  ceyx  qui  oc- 
cupent les  Cafés  par  les  centres  defquelles  elles  pafl'ent. 

ÜExempls  l , fera  celui  de  l’équation  propofée 
ci-dclTus  [§.  81  ] — /»’>:=  o.  voyant  décrit  le 

Triangle  avec  des  points , & converti  en  étoiles  les  points 
qui  représentent  les  Calés  x*jy , y1 , & x , on  verra  , 


Qu'on 
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Qu’on  ne  peut  mener  pat  les  Cales  pleines  que  trois 
determinatrices  AB *,  B C,  Cy/,  defqucllcs  , couchant  1". 
le  Triangle  fur  la  bande  fans  * , deux  font  fupérieqres  AB, 
AC , & une  inferieure  BC : mais  eu  le  couchant  2°.  fur  la 
bande  fans  y , la  de^erminainCC  AB  eft  fupéricurc  , & AC 
f ’ B C inferieures. 


La  déterminatrice  AB  donne,  l’éq .■  x'y  ay'  = 0 , ou 

XX  + O. 

La  déterminatrice  AÔ dorfrfè  x'y—«f  x~=zQ  ,'où  xj  —aa—O. 

Et  la  déterminatrice  fiC  donne  ay: — «t\xz=.o,o\i  yy — mx±=ü. 

Donc-par  la  fuppofition  de*  x infinie  j l’éqaationr  pro- 
poféc  eft  réduite  à ces  deux  xx  4-  ay 1=  o xy — «ta 
=0,  que  fournifierit  les  déterinmatrkes  AB AC,  fupé- 
rieures  quand  le  Triangle  eft  couché  fur  la  bande  fans  x. 

Et  par  la  fuppofiüon  de  x infiniment  petite,  l’équation 
(è  réduit  à yy  — *x  = o,  que  donne  la  déterminatrice  BC 
inférieure  dans  la  même  ' polition  du  Tiiangie.' 

Mais  par  la  fuppofirion  d’y  infinie-',  l’eqitatron'  eft  ré- 
dditè  à XA-^ay  k=:o , donnée  par  la' déterminatrice  AB 
fuperieure  dans  le  Triangle  couché  fur  la  bande  faits  y. 

Et  la  fuppofition  d’y  infiniment  petite  réduit  l’équation 
à xy  — aa=o,  & yy  — ax=o  , que  fournirent  les 
determinatrices  AC,  BC  inférieures  dans  cette  mêu.C  poli- 
tiôn  du  Triangle: 


Exemple  1,  On  propofe  Icq:  xxyy  ‘{•axy1  -\-bxly 
4.  ex'  + (Idxy  + eexx  + f'y  = o.  Après  l’avoir  mile  1 lur 
le  Triang  : analyt  : c’cft-à-dire  , après  avoir  formé  le  Trian- 
gle avec  des  points  , & changé  en  étoiles  ceux  qui  répon- 
dent aux  termes  de  l’équation  , on  verra  que  toutes  les  étoi- 
les peuvent  être  renfermées  dans  le  Pentagone  ABCDE. 
U y a donc  cinq  détcrminatrices , qui  fourni flèftf  les  cinq 

«quations  fui  vante  ji  > - .... 

AB 


C.:.  VII, 
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AB  donne  f'y+axy1—  o,  ou,  divifànt  par  ay}  xy-r~  =o. 

BC donne  axy'+x'y1  z=zo}  ou,  divifànt  par  xyl,  *-f-*  = o. 
CD  donne  xzyl+c> e*  o,  ou,  divifànt  par  xl,yy+ex=o. 

DE  donne  cx‘-\-eexl^=,  o,  ou,  divifànt  par  ex1,  x + e-=.o. 

c 


& EA  donne  eexx  °>  ou,  divifànt  par  ee%  xx+ 


r _ 


o. 


Si  on  fuppofè  x infinie,  on  couchera  le  Triangle  fur 
la  bande  fàns  x , & on  examinera  quelles  déterminatrices 
deviennent  fupe'rieures.  C’ell  la  feule  CD.  Donc  cette 
liippofition  réduit  l’équation  propoféc  à la  feule  éq:  yy  + 
ex  = o. 


Et  fi  on  fuppofe  x infiniment  petite  , en  IaifTant  le 
Triangle  dans  la  même  fituation,  on  verra  quelles  détermi- 
natrices font  inférieures.  Ce  font  AB  & AE  qui  donnent 
p f » 

les  éq  : xy  + ~ = o , & xx  4*  —*y  = o.  C’eft  donc  à 

ces  deux  équations  que  fê  réduit  la  propofée  par  la  fup- 
pofition  d’x  infiniment  petite. 


Si  on  veut  luppofèr  y infinie,  il  faut  concevoir  le  Trian- 
gle couché  fur  la  bande  fàns  y , & voir  quelles  détermi- 
natrices deviennent  alors  fupe'rieures.  Ce  font  AB,  BC , 

CD. 
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CD.  Les  éq  : xy  = 0,  * **=0,  ^^^=0, 

qu’elles  donnent , font  celles  auxquelles  la  fuppofition  d 'y 
infinie  réduit  la  propofée. 

Mais  en  fuppofant  y infiniment  petite , on  prendra  les 
déterminatrices  inférieures  AE , ED,  qui  donnent  les  éq: 


f\  cc 

xx  + ~ y = o > & x + — = o pour  celles  auxquelles  (c 

réduit  la  propofee  par  la  fuppofition  d’^  infiniment  pe- 
tite. 

93.  Une  déterminatrice  peut  pafiêr  par  plus  de  deux 
Cafés  , & alors  l’équation  qu’elle  foyj-nit  a plus  de  deux 
termes.  Mais  cette  équation  peut  le  réfoudre  par  les  Ré- 
gies ordinaires  de  l’Algèbre  en  plufieurs  équations  fimples. 

Si  la  déterminatrice  pafTe  par  les  Cafés  x* y* , x”^yn^ , 
m+2k  mJfzl  t 

* y » &c'  L 04  J elle  donnera  une  équation 

telle  que  ax  y 4-  bx  + ex  ^ ^ 

, n+ll  , , , 

dx  y crc  — o,  dont  les  termes  qui  répondent  à 
des  Cafés  vuides  , auront  leurs  coefficients  a , b,  c , ou  &c. 
égaux  à zéro.  Tous  les  termes  de  cette  équation  étant  di- 

vifibles  par***  ” , elle  fe  peut  réduire  à a+bx  y 4. 

. 2k  2/  . . ik  3/  , „ kl 

c*  y -{-dx  y &c===o,  ou,  fuppolânt  x y =:z,à 

s + bz  + czz  + d&'  &c  =0.  Soient  R , r,  p,  &c.  les  ra- 
cines de  cette  équation.  Elle  peut  donc  lè  décompofer 
en  ces  équations  z — R = o,  z — r = o , z — p = o , 

&(.  c’cft-à-dire , x y- — Rd=o,  x* y — r = o , x* y — 

P = o , &c.  qu’on  réduit  à y = R x * , y =rx  , 

Introd.  à P A/ialyfe  des  Lignes  Courbes,  Y y1 


ee 


Ch.  VII. 
§•  9 *• 
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l * , ~ . Dt;/  —ï:l 

y —px  0“c  , ou  enfin  a y = K x , y . . i ■ 

i •/  — fc.7  i .7  — k;l  . . . . 

r x ,y=p  x &c.  : ce  qui  convient  avec 

|’eq  : y — R'1 x kJ  trouvée  au  §.  88-,  la  valeur  de  la 

lettre  R , qui  avoit  c'té  prife  en  général  pour  défigner  un 
coefficient  quelconque,  étant  ici  déterminée  à marquer  les 
racines  R,  r , p , &c.  de  l’e'q  : a + bz  ^czz+jz* 

=r  O. 

|;/l k:/ 

94.  Ce?  coefficients  R , r , p , &c.  des  e'q:  y— R x , 
i.7  — *:/  1.7  — k:l  , . 4 • _ 

a:  ,y=P  x , e-rc.  peuvent  etre  ima- 

ginaires. Us  le  lonPtous,  lorfque  l’éq:  a-\-bz  ^czz&c 
= o n’a  que  des  racines  imaginaires  : ce  qui  peut  arriver 
toutes  les  fois  qu’elle  eft  d’un  degré  pair , quand  le  nom- 
bre complet  de  fes  termes  eft  impair  , lorfque  la  determi- 
natrice  parte  par  un  nombre  de  Cafés  impair  , à compter 
depuis  la  première  de  celles  qui  font  pleines  jufqu’à  la  der- 
nière. Mais  quand  ce  nombre  de  Cafés  efi  pair  , Péq  : 
a + bi  + czz  &c  = o , étant  d’un  dégré  impair  , a nécef- 
fâiremcnt  quelque  racine  réelle.  En  particulier  , elle  n’en 
peut  avoir  d’imaginaires , lorfque  la  déterminatrice  11e  tra- 
verfe  que  deux  Cafés  pleines , qui  foient  fur  deux  bandes, 
horizontales  ou  verticales  , contiguës.  Car  l’équation 

, m n . m-\- 1 » + / 

étant  a x y -f-  b x y = o 

= 0 , [i  ou  l n’étant  que  l’unité  , à caufe 

de  la  contiguïté  des  bandes  ] , on  aura  a + b xy  = o , 

k a / 

ou  4 + bx  y=z  o , c’eft-à-dire , xx=: ^ y , ou  y — 


m n 

ou  ax  y + 


b * 


95.  U 
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95.  Il  (è  peut  que  les  coefficients  R,rt  p,  &c.  (oient  Ch.  vil 


re'els , & que  cependant  les  valeurs  R 1 


1 :/  — *:/ 
r x 


*•  s>S- 


f ' x ’ &c.  foient  imaginaires , ou  entièrement  ou  à 
demi.  J’apelle  demi  - imaginaire , une  racine  qui,  comme 
V^*x , cil  réelle  quand  on  prend  x pofitive  , & imaginaire 
quand  on  prend  x négative  ; ou  qui , comme  y'  — ax  • 
eft  imaginaire  quand  x eft  pofitive,  & re'elle  quand  x eft 
négative.  J’apellc  entièrement  imaginaire  , ou  fimplcment 
imaginaire , une  racine  qui,  comme  y' — xx  , eft  imagi- 
naire , quelque  valeur , pofitive  ou  négative , qu’on  don- 
ne à x. 

Puifque  les  puiflànces  paires  d’une  racine , pofitive  ou 
négative , font  néceflàiremcnt  pofitives  ; mais  que  les  puit 
lances  impaires  font  pofitives , fi  la  racine  eft  pofitive , & 
négatives , fi  la  racine  eft  négative  : il  eft  clair  qu’une  ra- 
cine impaire  eft  toûjours  réelle , quelle  que  foit  la  puiflàn- 
cc  dont  on  tire  cette  racine  : mais  qu’une  racine  paire 
n’eft  réelle  qu’autant  que  la  puiflànce  eft  pofitive.  Donc 
fi  cette  puiflànce  eft  une  puiflànce  paire  d’une  quantité 
variable , la  racine  paire  (èra  réelle , ou  entièrement  imagi- 
naire , (èlon  que  la  puiflànce  eft  prifè  pofitivement  ou  né- 
gativement, c’eft-à-dire  , (elon  qu’elle  eft  affèétée  d’un 
coefficient  pofitif  ou  négatif  Mais  fi  la  puiflànce , dont 
on  tire  une  racine  paire , eft  une  puiflànce  impaire  d’une 
quantité  variable  , la  racine  eft  demi -imaginaire.  Ainfi 

dans  l’éq  : y z=  R^'* x ‘^=  ^Rx  *,  fi  / eft  un  nom- 
bre impair , y eft  toûjours  une  grandeur  réelle  : mais  fi  / 
eft  pair,  y eft  demi  - imaginaire,  * étant  impair;  & * étant 
pair , y eft  réelle  lorfque  R eft  pofitif , imaginaire  lorfque 
R eft  négatif 


r 


I 

i 

A 

jj 
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96.  11  eft  bon  de  remarquer  touchant  l’expolànt  — 


k 

*— • 

/ 


fo.I 

de  x dans  les  éq:  y = R x • que  donne  la  déter- 
minatrice , 


1 *.  Qu’il  eft  négatif,  quand  k & / ont  le  même  ligne  : 
ce  qui  arrive  quand  les  progrelfions  arithmétiques  + 
* , m- f 2* , &c.  n , » + » 4-  2/ , des  expofànts  de  x 

& de  y dans  les  termes  qui  font  fur  la  Régie  [ §.  84  ] font 
toutes  deux  amendantes  ou  toutes  deux  defeendantes.  A- 
lors  la  Régie  s’éloigne  en  meme  tems  de  la  prémiére  Ban- 
de horizontale  & de  la  prémiére  Bande  verticale  ; elle  ne 
coupe  qu’une  de  ces  deux  bandes , ou  elle  part  de  la  Poin- 
te. Dans  ce  Cas  , x infinie  rend  y ['=/?' x ou 

( — j^)1  ^ ] infiniment  petite,  & x infiniment  petite  rend^ 
x 

infinie  [§.  78.  79  ]. 

h 

29.  Que  cet  expofant  — - eft  pofitif,  quand  / & * 


ont  des  fignes  contraires  : ce  qui  a lieu  quand  les  progr  : 
arithm  : m,  m+k,  m 4«  2* , &c.  »,  » + /,  «4*2/,  &t. 
font  l’une  amendante  & l’autre  defeendante  : quand  la  Ré- 
gie s’aprochc  d’une  des  deux  Bandes  extérieures  du  Trian- 
gle en  s’éloignant  de  l’autre  : quand  elle  les  coupe  toutes 
deux  ailleurs  qu’à  1a  Pointe.  Dans  ce  Cas  , x & y 

[ RX'* x ' ou  (flx*)1’  ] font  toutes  deux  infinies  ou  tou- 
tes deux  infiniment  petites.  Elles  font  d’un  meme  Ordre , 

fi  = 1 , fi  * = /,  fi  la  déterminatrice  eft  également  in- 


h 

clinée  aux  deux  bandes.  Mais  fi  > 1 , fi  k > / , fi  la 

déterminatrice , plus  inclinée  aux  bandes  verticales  qu’aux 

horizon- 
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horizontales  , retranche  une  plus  grande  portion  de  la  Ch.vii. 

i.7  Jt.7 , S-  >6- 

Bande  (ans  y que  de  la  Bande  (ans  x ; alors  y [R  ‘ x ' j 
eft  d’un  Ordre  fupe'rieur  à x , foie  dans  l’infini  (oit  dans 
finfiniment  petit  : comme , au  contraire , il  lui  eft  d’un 

Ordre  inférieur  , fi  y < i , fi  k <;  / , fi  la  déterminatrice 

retranche  une  plus  petite  portion  de  la  Bande  làns  y que 
de  la  Bande  fans  x. 

g°.  Que  ü k = o,  ce  qui  arrive  quand  la  détermina- 
trice  eft  parallèle  à la  Bande  (ans  x,  alors  y=RX"  x 

1 • / o f • 1 t 

fe  réduit  ày  = iï  ’ x =R  ' . Donc  x infinie  ne  don- 
ne pour  y que  des  valeurs  finies. 

40.  Et  par  la  même  raifon  , quand  la  déterminatrice  , 
parallèle  à la  Bande  (ans  y , rend  / égal  à zéro  , on  con- 
clura que  y infinie  ne  donne  pour  x que  des  valeurs  fi- 
nies , déterminées  par  les  racines  de  l’équation  ax* y1  -f. 

m-Lk  »-U/  m «+1  2*  n 4*  2/  , • r 

hx  y + ex  y &c  = o , qui  , puilque 

/ = o,  fe  réduit  , en  divilànt  par  x™ 'y* , à a + bx  4. 

. Jk  , x 

+ CX  + G ‘C  = o. 


97.  Il  y a bien  des  recherches  (ùr  les  Lignes  courbes 
où  il  ftiffit  de  connoître  le  raport  d\y  à x , quand  ces  va- 
riables font  infinies  ou  infiniment  petites.  Mais  il  en  eft 
beaucoup  d’autres  où  il  faut  aller  plus  loin,  & chercher 
ce  que  produifent  les  termes  qu’on  a négliges  comme  in- 
finiment petits  en  comparaifon  de  ceux  qu’on  a employés. 
Il  eft  meme  fouvent  très  - utile  de  trouver  le  raport  d’j'  à 
x finies , du  moins  par  approximation.  Ceci  nous  mène 
naturellement  à la  Méthode  des  Séries  ou  Suites  infinies  , 
qui  découle  fans  peine  de  ce  qu’on  vient  d’établir. 

Y g 98.  Unb 
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Cm. vu.  98.  Une  Sérié  eft  une  fuite  de  termes  qui  fait  une 
S-  approximation  continuelle  à la  racine  d’une  équation.  On 
la  nomme  convergente  , pour  marquer  qu’on  aprochc  d’au- 
tant plus  de  la  valeur  de  la  racine,  qu’on  prend  un  plus 
grand  nombre  de  termes  de  la  Série  : enforte  qu’on  au- 
roit  au  jufte  cette  racine , fi  le  nombre  des  termes  de  la 
Série  étoit  fini  , ou  qu’e'tant  infinis  en  nombre  , on  pût 
les  fbmmer. 

Une  Série , au  contraire  , fèroit  divergente  , quand  on 
s’éloigneroit  d’autant  plus  de  la  racine  de  l’équation , qu’on 
prendroit-  plus  de  termes  de  la  Se'rie.  Il  elt  clair  qu’une 
Série  divergente  ert  trompculè , ou  du  moins  inutile.  Car 
il  vaudrott  mieux  s’en  tenir  au  premier  terme  que  d’y 
joindre  les  fuivants. 

On  propofe  par  ex.  Péq  : *yl  — *’y  — *xl  =0.  Si 
on  cherche  y en  x,.c’e(l-à-dire  , fi  oo  regarde  y comme 
inconnue , & x comme  connue  , quoique  variable , on 
trouvera  que  l’équation  a ces  quatre  racines , 


O*) 


XX  X4  . X* 

. X + — * — — T Hh  + 


_ » T.  a 

CB').  • • a ~i 


1 2a 


T-  &*. 


OU  1 — A A*  X 


? 7 -6 

—j  a1  x — t 


2a‘°x~9 — 55. "x  ,&t. 


(C)...+/LV:2 

+j<+t 


parce  que  chacune  de  ces  quatre  Séries  fubllituée  dans  l’e- 
quation  au  lieu  d’y,  en  réduit  le  premier  membre  à zi- 
ro  , & par  conséquent  à l’égalité  avec  le  fécond*  membre. 

Les  Séries  A , B , C , D lont  donc  les  valeurs  À' y , & 
ces  valeurs  (croient  exa&cs , fi  on  épuifoit  ces  Séries.  Mais 

quand 
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quand  cela"n’cft  pas  poflïblc , on  a du  moins  dans  ces  Ch  vu. 
Séries  une  approximation  continuelle  aux  véritables  valeurs  >•  >*• 
d'y  , pourvû  qu’elles  foient  convergentes  : ce  qui  a lieu , 
lorfque  chaque  tcime  eft  plus  petit  que  celui  qui  le  pré- 
cédé, & que  ces  termes  diminuent  à l’infini. 

99.  Pour  cet  effet , on  range  tous  les  termes  d’une  Sé- 
rie de  façon  que  les  expolànts  des  puiffances  de  là  varia- 
ble aillent  toujours  en  croiflànt  ou  toujours  en  décroiflànt. 

Car  une  Série  , dont  les  termes  font  difpofcs  félon  cette 
Loi , lcra  fûrement  convergente , pourvû  qu’on  prenne 
fa  variable  afTez  petite  ou  allez  grande. 

/ • x*  X* 

Ainfi , dans  la  Série  A....X- j * -I 

&c.  les  expolànts  d’x  vont  en  croifTant.  Si  donc  on  lup- 

pôle  x fort  petite , en  comparaifon  à' a , enforte  que  - foit  . 

une  fra&ion  moindre  que  l’unité , les  puillànces  — , — , 

a aa 

x'  x* 

-, , — + &c.  de  cette  fraâion  font  une  progrelfion  géomé- 
trique qui  décroit  à l’infini , d’autant  plus  rapidement  que 

x x 

- eft  plus  petite.  Si  par  ex.  x=  , ou  — = j3,  la 

a <* 

fuite  des  puilTances  de  — fera  d> , , T-0W  , v&s  &c.  Si 

- = rss , la  fuite  de  fes  puifTances  fera  > rass , tôs Uss  > 

&c.  Ce  qui  fijffit  pour  faire  voir  que  plus  x eft  petite 
par  raport  à a , plus  vite  décroît  la  fuite  des  puiftànces  de 

X 

- . Donc  , fi  les  termes  de  la  Série  A font  réglés  fur  les 

puif- 
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JÇ 

puiflfance  de  — , comme  on  voit  qu’elle  l’eft  en  lui  don- 
nant cette  forme 


X I XX  . X 

ax(~+—  x — Hhox 

v a % aa 


a ' 


1 

87 


x4  1 x‘  , . 


on  pourra  toûjours  prendre  x fi  petite , que  chaque  ter- 
me fera  beaucoup  plus  petit  que  celui  qui  le  précédé  , & 
qu’ils  décroîtront  à l'infini  : ce  qui  rendra  la  Série  conver- 
gente. 

Au  contraire,  dans  les  Séries  B,  C,  Dt  les  expofànts 
d’x  vont  en  décroiflant.  11  faudra  donc  fuppofer  x fort 

grande  en  comparaifon  d’à  , en  forte  que  la  fra&ion  — 

foit  beaucoup  plus  petite  que  l’unité.  Alors  la  Série  fera, 
convergente  , parce  que  les  puiflànces  de  cette  fraûion 

"x  * ïi  * x7  ’ x4  * &C’  ^°nt  UnC  Pr°6reffion  g^ométriquc 
qui  décroît  avec  d’autant  de  vite  fie  que  x eft  plus  grande. 
Les  Séries  B,  C,  D , aiant  leurs  termes  ordonnés  fé- 
lon les  puiflànces  de  comme  on  le  voit  en  leur 
donnant  cette  forme 


(£)...— 4(1+^+  + 12 4*55  JT7 

X .X  » . X X 


CO  & CD)  =>=|cj3'3+j05  &>■). 


il  eft  clair,  qu’en  prenant  x aflez,  grande  , ces  Séries  fe- 
ront infailliblement  convergentes. 

Par  la  raifon  des  contraires , la  Série  A , appliquée  à 
une  valeur  d’x  plus  grande  quV»,  & les  Séries  B , C,  V , 

appli- 
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appliquées  à des  valeurs  dV  plus  petites  qu’* , fèroient  di-  Ch.  vrr. 
vergentes.  ^ >9' 

100.  On  diftingue  donc  deux  fortes  de  Scïies.  Les 
unes  font  d’autant  plus  convergentes  que  leur  variable  eft 
plus  petite  : les  autres  convergent  d’autant  plus  que  cet- 
te variable  eft  plus  grande.  Dans  les  premières  , qui  (è 
nomment  Séries  croi f antes , ou  amendantes  , les  cxpofants 
de  la  variable  vont  en  croulant.  Ils  vont  en  décroiti.mt 
dans  les  autres  , qui  s’apellent  Séries  décroi fautes  eu  def- 
tendantes.  Il  eft  néceffaire  de  les  distinguer  : car  on  les 
employé  à des  ufàges  très- différons  ou  même  oppofés. 

roi.  La  forme  générale  d’une  Série  eft  aJJ-\-Bx  + 

Cx*  + Dx  ►f4  &e  i où  les  expolants  6,  /,  A,  /,  &c.  vont 
en  croifiànt , ou  en  décroillànt  , félon  que  la  Série  eft  af- 
cendante  ou  defeendante.  A , B , C,  D , &c  font  les 
coefficients  des  termes  fucceffifs.  Et  comme  il  ell  fort  pof- 
fible  que  quelcun  d’entr’eux  foit  zéro , avec  tous  ceux  qui 
le  fuivent,  il  fè  peut  faire  que  la  Série  foit  terminée , & 
alors  elle  donne  la  julle  valeur  d\y  en  termes  finis. 

...  * i . 9 

102.  On  trouvera  fùccefïivement  tous  les  termes 
d’une  Série  de  cette  manière.  Pour  avoir  le  premier , on 
fuppofèra  x infinie , fi  on  cherche  une  Série  defeendante  , 

& x infiniment  petite , fi  l’on  veut  avoir  une  Série  afeen- 
dante.  Cette  fuppofition  réduit  la  Série  au  fèul  premier 

terme  aJ° . Car  fi  la  Série  eft  defeendante,  Pexpofânt  h 
eft  plus  grand  que  tous  les  autres  /,£,/,  &c.  & x étant 

fuppofée  infinie , la  puiflàncc  vt  eft  infiniment  plus  grande 

que  les  autres  x* , x*  > x , &c  [§.  78],  qu’on  peut  fup- 
Introd.  à l'Analyfe  des  Lignes  Courbes.  Z primer 
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Ch. vii.  primer  fans  erreur.  Et  fi  la  Série  effc  amendante  , l'ncpo- 
S-  m*.  fent  h cil  le  plus  petit  , & x étant  infiniment  petite  , la 

puillànce  x fait  difparoitre  toutes  les  autres  x , x , x , 
Crc.  Donc  la  fuppofnion  d’x  infinie  , dans  une  Série  dé- 
croifiànte  , & celle  d’ x infiniment  petite  dans  une  Série 

b 

croiflante , la  réduit  à y = A x . Or  ces  memes  fuppo- 
fitions  reduilènt  l’cquation  propofe'e  à une  ou  plufieurs 

équations,  telles  quc^  = l?''  x ’ £§.$>}],  qui  font 
données  par  les  détcrminatriccs  fupérieures  ou  inferieures 

[§.92].  Donc  A=R  ' & h = — j.  De  forte  que 

les  déterminatriccs  font  connoître  le  premier  terme  de  la 
Série , ou  des  Séries , iorfque  l’équation  propofe'e  en  peut 
donner  plufieurs. 

Les  termes  fuivans  fc  trouvent  de  la  même  manière. 

Que  u reprclcnte  la  fbmme  des  termes  Bx  Cx"  4*  Dx 

érc.  qui  fuivent  le  premier,  & on  aura  y=Ax  -4 -a. 
Cette  valeur  d 'y  fubllituée  dans  Téquation  propofée  la 
transforme  en  une  autre  dont  les  variables  font  u & x. 
Qu’on  fuppofê , dans  cette  transformée , x infinie  pour  les 
Séries  defeendantes  , & x infiniment  petite  pour  les  Séries 
amendantes  : & les  déterminatrices,  fupérieures  ou  inférieu- 
tes  , donneront  une  ou  plufieurs  équations  telles  que  « = 

R ' x **"  [§.  9 j ].  Mais  les  memes  fuppofitions  d’ x in- 
finie ou  infiniment  petite  , réduifent  la  Série  * = Bx  •+• 
Cxk  4-  crc.  à tt  = Bx.  Donc  B = R ' ^ & / = — - . 

Ainfi  les  déterminatrices  de  cette  prémiére  transformée 
e i 

donnent  le  fécond  terme  Bx  de  la  Série. 
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On  transformera  de  nouveau  l’équation , en  fupporam 

i , kl 

u = Bx  4«  / où  / rcpréfènte  tous  les  termes  Cx  -f*  Dx  + 

&c.  qui  fuivent  le  fécond  de  la  Série.  Et  les  détermina- 

trices  de  cette  féconde  trausforméc  donneront  le  troifiéme 

terme  Cx  de  la  Série.  En  continuant  de  la  meme  manié- 
ré on  aura  le  quatrième  terme  & les  fuivans  à l'infini  , 
c’ert-à-dire,  jufqu’au  dernier  fi  la  Série  cfl  terminée,  ou  du 
moins  autant  qu’on  en  voudra , autant  que  le  demandera 
le  but  qu’on  fe  propofe , fi  le  nornbie  des  termes  de  la 
Série  eft  infini , ou  trop  grand. 

10$.  Mais  dans  le  cours  de  ces  opérations  on  doit  fè 
fouvenir  que  la  nature  des  Séries  afeendantes  exige  que 
les  expolànts  d’x  aillent  en  croillànt  , & que  dans  les  Sé- 
ries defeendantes  ces  expolànts  doivent  aller  en  décroif- 
fant.  Donc,  quoiqu’à  la  première  opération,  à celle  qui 
fe  fait  fur  l’équation  propofée,  on  doive  prendre  en  con- 
fidération  toutes  les  détcrminatrices  fupéricurcs  , pour 
avoir  toutes  les  Séries  defcëndantes , ou  toutes  les  déter 
minatrices  inférieures  pour  avoir  toutes  les  Séries  amen- 
dantes : dans  les  opérations  fuivantes , on  ne  doit  faire  au- 
cune attention  aux  déterminatrices  fupérieures  qui  domc- 
roient  le  meme  ou  un  plus  grand  expolàat  que  le  précé- 
dent , ni  aux  déterminatrices  inférieures  qui  donnerbient 
le  même  ou  un  plus  petit  expolànt  que  celui  qu’on  â eû 
par  l’opération  précédente.  S’il  n’y  a point  d’autres  déter- 
minatrices , le  cours  des  opérations  efi  fiui  8c  la  Série  cil 
terminée.  = . 

Exemple  t.  L’éq  : ay* — x'y — axA  =0  propofée 
ci-deflus  [$.98]  étant  placée  fur  le  Triang:  analyt:  8c^  ce 
Triangle  étant  couché  fur  la  Bande  fans  x , on  voit  qu’elle 
n’a  qu.’une  feule  détermiuauice  infé.  ieure , qui , paCan  par 

Z a ■ les 


ru  v:r. 

) . IOU. 
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Cb.  VTI. 
§.  toj. 


V 


-/'  ' 

• $ • • • 

les  Cales  y1  & x*  , donne  l’e'q:  ayl — «x1  ~o,  ou  y—x. 
C’ert  là  le  premier  terme  d’une  Série  amendante.  Pour 
avoir  le  fécond  , on  lubftitucra  x 4-  tt  à y , & l’cquation 
fera  transformée  en  ax'  4*  3 attxx  4-"  g auux  + au' — x* 

• — x'n ax ’ — — o , ou  $auxx»{*  g auux  4*  au* — x 4 — x'u 

= 0 , laquelle  étant  placée,  à Ion  tour,  fur  leTriang: 
anal  : a deux  déterminatriccs  inférieures.  L’une  qui  paflè 


x 


/ 


» Ji 
/ 


par  les  Cales  a* , ttrtx , uxx  eft  à négliger , parce  qu’elle 
donneroit  uz=zKx,  & que  ce  fécond  expolànt  d’x  11’eft 
pas  plus  grand  que  celui  qu’on  a trouvé  par  la  première 
opération.  Mais  l’autre  détermînatrice , qui  paflé  par  les 
Calés  «xx  & x4  donne  l’èq  : 3 anxx  — x 4 = o , ou  «= 

X X 

. C’eft-là  le  fécond  terme  de  la  Série.  On  aura  le 
3 a 

• xx 

troifiéme  en  fubftituant  — •+<  t au  lieu  d’«  dans  l’équa- 

\a 

tion  précédente,  ce  qui  la  transforme  en  x4  4"  3*txx  + 
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— + 2/x’  ►f»  34//X+  q*  — +t/xx+  at'— IX4  — — ^ 
$<*  27 *<*  3 <*  3*  3-  ' * 

/*’  = O - OU  2 AtXX  4*  /X1  >4>  2Æ//X  4 1 -U 

27  M 3 a 

ttxx+at1  =0.  En  la  mettant  fur  le  Tr:  anal:  on  retrou- 
ve la  détenninatricc , qui  donne  / = Ülx,  & qui  eft  par 


• * 

• * *l 

• * * 

:>*• 


confcqucnt  à rejetter.  Mais  il  y a une  autre  déterminatri- 
cc  inferieure , qui  palTe  par  txx  & x* , & qui  donne  l’éq  : 

34/xx-f- — = o , ou  t—  e . • Et  c eft  le  troifie- 

a 2-jaa  01» 

XX 

me  terme  de  la  Se'rie.  Car  y=x +«  > & *=  — *bt  , 

&/  — — ^-,drr.  Donc  j>c=x  + ^ — Cfr.  L’oa 

voit  qu’il  eft  aifé  de  continuer  cette  Série. 


Exemple  2.  On  propofe  l’éq  : yy  — 2xy  + « — ■ 
2ay  -+-  ax  -f-  aa  = o , de  laquelle  on  veut  tirer  la  valeur 
d’^  en  x par  une  Série  afeendante.  On  mettra  donc  lé- 
quation  fur  le  Tr  : anal  : & on  cherchera  les  determinatri- 
ces  inférieures.  Il  n’y  en  a qu’une  couchée  fur  la  Bande 
lâns  x , qui  donne  1 eq  : yy  — 2ay  -f-  aa  — o , qui , quoi- 

Z j que 
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que  du  fécond  degré , n’a  qu’une  racine  , mais  double  , 
y — a = o,  ou  yz=za.  On  fubftitucra  donc  a + ttiy, 
& la  transformée  fera  aa  + lau+uu — 2 ax — 2//x  + xx 

2aa 2au  + ax  + aa  = o,  ou  uu ax 2ux 

xx=o,  qu’on  mettra  auflî  fur  le  Tr:  anal:  où  on  ne 
lui  trouvera  qu’une  décerminatrice  inférieure  , qui  donne 


* 

* • • 


Péq:  uu — ax  — O , ou  u - — ; z±z%/  a x — a1'2  x 1 ' * . 

\*2  1/2 

Ainfi  on  fubrtitucra  a x >+<  t à a dans  Péq  : uu  — 
ax  — 2ux+xx^=  o,  ce  qui  la  transforme  en  axdtz 

2a*'2  tx'2  + tt  — ax  rp  2a  ’2  x^'2 2 1 x +k*=o  > 

1:2  1:2  , , ”~i:î  ’i+i:a 

ou  r^za  tx  +fl+2/t  x 2tx  + xxz=zo. 

Celle-ci  fera  mife,  à fou  tour,  fur  le  Triangle,  & comme 

« jr.  , 1:*  1:2  0 1:2  i+t:i 

deux  de  fes  termes  ±2*  tx  & +»a  x 

n’ont  point  de  Cafés  à fè  loger,  on  les  placera  [comme 

on  a dit  au  §.  89  ] entre  deux  Cafés , fç.  le  premier  (ùr  la 

féconde  eolomne  entre  les  Cafés  /x° , ou  / , & tx'  ; & le 


* 

* 


fécond 
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fécond  fur  la  prAnîére  colomne  entre  la  Café  se'  & la  Ca- 
fé x*.  Alors  on  trouve  à l’équation  deux  déicrminatrices 

inférieures,  dont  l’une,  qui  parte  par  tt  & tx  ’I 2 , donne- 

roit  t=Rx  ' , ce  qui  eft  le  meme  expolànt  que  ci-dert 
fus.  On  la  négligera  donc , & l’on  ne  fera  attention  qu’à 

l’autre  qui  parte  par  les  Cafés  tx  & x ~ , donnant 

n/  1:2  1:2  1:2  1 + 1:2 

I eq  : zt:  24  tx  z+24  x — O , ou  t — -x  qui 

cl\  le  troifiéme  terme  de  la  Série.  Pour  avoir  le  quatriè- 
me, on  fubllituera  x + j au  lieu  de  / dans  la  dernière 

éq:ziz24  tx  +//.^T24  x 2/x  + xx=zot 

• 1 c * c , r .2  t 1.2  , 1:2  1:2 

oc  la  transformée  fera  ±24  x z±z24  jx  + 


xx  + 2 sx  + //  : 


1:2  1 + 1:2 

24  X 


— 2XX 2 SX  + XX  =ro. 


i;2  I *2 

ou  =ir  24  ' jx  ' +jj  = o.  Ces  deux  termes  étant  placés 
fur  le  Tr:  anal:  n’ont  qu’une  détcrminatrice , qui  donneroit 


I *2 

t=Rx  ' . Cet  expolànt  étant  donc  moindre  que  le 
précédent,  ne  peut  être  admis.  Ainfi  la  Série  elt  termi- 
née; car  on  a y ==  4 + « = 4 zt  y/  4x  + / = a — s/ a x 
+ x.  Si  pourtant  on  vouloir  voir  ce  que  donnera  cette 

dernière  détcrminatrice  , ou  Ion  équation  zfc  24  sx 
+ ss  = o , on  lui  trouvera  deux  racines  ; 1 s = o , qui 

1*2  |J2 

termine  la  Série.  20.  s = zp  2a  ‘ x ' 2y/ax  > & 

celle-ci. 


Ch.  VU. 
f.  IOJ. 
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Cm.  vil.  celle -ci,  fubftitucc  dans  y = a rfcy/^x-f-  x 4*  /,  donne 
S.  ioj.  y — a z±z  /tx-f-  x z^z  2\J ax  , ce  qui  ell  toujours  y — a 
rtyAîx  + x.  C’eft  donc  là  la  vraye  valeur  d’j^:  ce  qui  fè 
vérifie  (ans  peine  , puilqu’en  chaflant  l’irrationalité  , l’éq  : 
y = a r±=  y/  ax  4"  x (c  transforme  dans  l'éq  : propofée  yy 
— zxy  4*  xx  — 2<iy  ►b  ax  4-"  aa  — o. 


104.  On  remarquera  ici,  1°.  que  fi , dans  la  fuite  des 
équations  que  fourniflent  les  déterminatriecs  fuccelfives  , 
il  s*en  trouve  quelcunc  qui  n’ait  que  des  racines  imaginai- 
res , toute  la  Série  , que  les  premiers  termes  (embloicnt 
promettre  , devient  par-là  imaginaire.  Car  un  fèul  terme 
imaginaire  rend  imaginaire  toute  la  Comme  dont  il  fait 
partie  ; à moins  que  ce  qu’il  y a d’imaginaire  dans  un  ter- 
me ne  (bit  détruit  par  ce  qu’il  y a d’imaginaire  dans  un 
autre  terme  ; ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  ici  , où  x a dans 
chaque  terme  un  expofant  différent. 

20.  Que  fi  parmi  les  termes  d’une  Série  il  y en  a quel- 
cun  qui  (bit  demi  - imaginaire  , la  Série  eft  demi-imaginai- 
re; c’el\-à-dire  [ §.  95  ] imaginaire  en  prenant  x politivc, 
réelle  en  la  prenant  négative;  ou  réciproquement. 

30.  Que  fi  parmi  les  équations  qui  déterminent  les  ter- 
mes fuccelfifs  d’une  Série , il  s’en  trouve  qui  aient  plufieurs 
racines  réelles  ; alors  la  Série  fe  fourche , pour  ainfi  dire, 
& (è  multiplie  en  autant  de  Séries  , qu’il  y a de  racines 
réelles , chaque  fois  que  cela  arrive. 

Exemple  I.  On  demande  la  valeur  d’y  en  x,  par 
une  Série  alcendantc  tirée  de  l’éq  : x’  4-  x'y  + ayy — 2a' y 
“f-  U ~ O ? 

Mile  fur  le  Tr.  anal  : couché  fur  la  Bande  (ans  x,  elle 
n’a  qu’une  déterminatrice  inférieure  , qui  donne  Péq  : ayy 
— 2*'y  -p  a'  = o , dont  la  racine  unique  , mais  dou- 
ble , eft  y — a.  On  fuppofera  donc  y = a >f>  u , & en 

fubni- 
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fubrtituera  cette  valeur  dans  l’équation  propofée.  La  trans- 
formée X 1 + axl  +UX1  HH  areu  = 0 J mife  fur  le  Triangle, 
n’a  auffi  qu’une  dcterminatrice  inférieure , qui  donne  auu 

* 

* * 

• • • 

• * • • 

-f-  axz  = o , dont  les  racines  u—±*J — xx , font  absolu- 
ment imaginaires.  On  ne  peut  donc  exprimer  la  valeur  d'y 
en  at  par  aucune  Série  amendante.  Car  la  feule  qui  pourroit 
donner  cette  valeur,  feroit  y — a + u~  <*i±=  \{ — xx  &c. 
qui  eft  imaginaire. 

Exemple  1.  Soit  propofée  l’éq  : xly-{-ayy 2axy 

+ axx  = o , dont  on  veut  tirer  la  valeur  d'y  en  jf  par 
«ne  Série  afeendante.  On  la  placera  fur  le  Tr.  anal:  & la 
determinatrice  inférieure  partant  par  les  Cafus  y y , xy , xx, 

• 

* * 

• * • 

• * • • 

donnera  l’éq:  ayy  — zaxy  4-  axx  = o , qui  n’a  qu’une 
racine , mais  double  , y =x.  On  fubllkuera  donc  x 4-1  h 
à y dans  l'équation  propofée,  & on  mettra  fur  le  Trian- 
httrod.  à l' An alyfe  des  Lignes  Courbes.  A a gle 
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Ch  vu.  gle  la  transformée  x’  + x1/* -+-*««—  °*  E^e  na  auAî 
6-  *°f! 

* 

* • 

• • • 

• * • • 

qu’une  déterminatricc  inferieure  , qui  donne  l’éq  : « « « + 

^ x * 

— o,  laquelle  a deux  racines  » = — — & — 

j i _____  j *2 

i*/  — — . On  fubftituera  rtr  + t — — <*  x 

y a a 

_ x**2  4*  / à » dans  la  première  transformée  , & la  fè- 

— 1:2  3*{*i:2  . 1 ‘2  JH 

condc  fera  x — • x -j-/xxr±r24  /x— x 

4-<*//==o,  qu’on  mettra  fur  le  Tr:  anal  : Elle  a deux 

détcrminatrices  inférieures  ; l’une  inutile  , parce  que  pal- 

fant  par  les  Cafés  //,/**’  , clic  donneroit  r=zRx  > 

* 

• • 

• * • 

* 


• • 


• • • 

* • • 


où  x a le  même  expolânt  que  dans  le  terme  précédent  : 

2 *2  3 | ,*2 

l’autre  utile , qui  palTant  par  tx  & x » donnera 

d=  2 a 1 * / x — x- 1 ''  2 =fc ‘ ’ *' 2 X — x 5 +t:  2 = o , ou 
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t = — . Les  trois  premiers  termes  de  la  Sérié  font 

2 a 

donc  x =i=  v/  — — — — . Où  l’on  voit 
a 2 a 

1®.  Que  la  Se'ric  eft  imaginaire,  fi  l’on  prend  x pofiti- 

AT* 

ve  , parce  qu’alors  y/  — - eft  une  grandeur  imaginaire. 

Mais  fi  on  prend  x négative , la  Série  fora  réelle , & alors 

x » 

2®.  La  Série  fora  double,  parce  que  le  terme  y/  — - 

a également  le  ligne  -4-  & le  ligne  — » l’équation  auu  + 
x^=o,  qui  a donné  ce  terme  ayant  deux  racines  réelles 

z x*  „ . x* 

« = + V — - , « * = — V — - • 
a a 

Il  y a donc  réellement  deux  Séries  , dont  les  trois 
premiers  termes  font  x + y^ — - — — pour  l’une  & 

x — y/ — - — — pour  l’autre. 
r a zar 

105.  Joignons  quelques  confidérations  nccellàires 
pour  rendre  cette  Méthode  plus  abrégée  & plus  parfaite. 

h 

La  lùbftitution  de  Ax  4-1  « à y [ §.  102]  dans  un 
terme  quelconque  de  l’équation  propofée  , le  transforme 
en  autant  de  termes  qu’il  y a de  colomnes  depuis  celle  où 
il  fo  trouve  julqu’à  la  prémiére  inclufivement  ; chaque  ter- 
me ayant  là  place  fur  chaque  colomne , & tous  ces  termes 
étant  fitués  fur  une  même  Droite  parallèle  à la  détermina- 

trice  qui  a donné  l’éq  : y = A xJ . 

Car  la  puillànce  » de  * + Ax  étant  , [ §.  26  ] 

a « « 

A a 2 u + 


Ch.  VII,' 
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§.  ioj.  t*  +nAx  « *+•  — 


i .2  2 b n — 2 , ». 

- A X H '*+»-- 


I.»- 


A »“ 

A x " 


I.  2.  3 


* + &c.  julqu’à  A Ahi  qui  cft  le  dernier  ter- 


me; fi  on  fobftitue  cette  puiflance  à y*  , dans  un  terme 


>n  n 


comme  x y qui  cfl  de  l’ordre  m^nh  [ §.  88]  , & 

qui  le  trouve  fur  une  colotnne  précédée  de  n autres , on 

, m n w m-y-h  n 1 . ».  » 1 

le  transformera  en  x « 4*  » A x • u 4* 


t.  2 


2 ni-\-2h  » 2 , , . _ „ .n  m+nh  , 

A x u -j-  ce.  jufqua  A x , dont  tous 

les  termes , en  regardant  u comme  y qui  étoit  de  l'or-  . 
dre  h , l’ont  de  l’ordre  m 4«  »A.  Or  tous  les  termes , qui 
font  d’un  même  ordre , le  trouvent  fur  une  même  Droi- 
te parallèle  à la  déterminatrice  [ §.  87  J.  Donc  tous  les 

termes  , dans  lefquels  a été  transformé  x' y*  , font  for 
une  Droite  parallèle  à la  déterminatrice  qui  a donné  y = 

Ax\  Et  il  cft  clair  que  le  premier  terme  A tP  occupe 

la  Cale  où  étoit  le  terme  transformé  x” y , fur  une  co- 

lomnc  précédée  de  » autres  ; que  le  fécond  terme  x*^  tP 


eft  fur  une  colomne  qui  a » — 1 colomnes  avant  elle;  que 

le  troifiéme  x™~^~2  tP  2 eft  fur  la  colomne  voifine  ;8i 

ainfi  jnfqu’au  dernier  terme  A x^^  qui  cft  for  la  prémié- 
re  colomne , ou  fur  la  Bande  des  puilTànces  d’x. 

Ainfi  quand  on  place  l’éq  : x'y'  -\-ay'  4 +bxy''  >\*cx'y 
4*  ddxy  >\*f'x  — o lur  le  friang  : aualyt  : couché  fur  la 
Bande  (ans  x , on  lui  trouve  quatre  déieririnatrices.  Il  y 
en  a d’abord  une  horizontale  , qui  pallè  par  les  Cafés 

» 
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„y  & xly.  Elle  donne  pour  y une  valeur  confiante  [ §. 
9^,  $*.]  qu’on  peut  nommer  A.  En  fubfiituant  A+u  à 
y dans  la  propolée,  elle  fe  transforme  en  A'x1  4>  2 Aux1 
+tfxx  +A‘*+  ^A'au  4-  lAau1  + au'  4<  A1  bx  + 2 Abux 
4.  £«!x  4<  Acx 1 4-  eux 1 + Addx  -}-  ddux  >kf'x  = o , où 
l’on  voit  que  les  termes 


de  la  pro- 
pose ont 
produit 
dans  la 
transfor- 
mée. 


xlul}x'rt,xx 
u1  y* 
XU*  y XU y X 
x1#,  X1 
XU  , X 
X 


* — * — 4 

* — * — * 


* — 4 — t — ii 


Ainfi  chaque  terme  en  a donné  un  à toutes  les  colom- 
nes  qui  le  précédent,  & ces  termes  fe  trouvent  for  une 
Droite  horizontale , c’eA-à-dire  , parallèle  à la  détermina- 
trice  qui  a donné  y = A. 

La  fécondé  déterminatrice  de  l’équation  propofée  paf- 
foit  par  les  Cafés  y'  & xL  y1 , & donnoit  y = Axl.  La 
fobfiitutinn  de  Ax~  -+~u  ky  transforme  l’équation  en  A1xc 
►h  ? Aux*  4*  u'x'  + A'  axt  + $ A aux*  -f-  lAau  x 4*  au 
►h  Al  bx'  2 Abux'  4*  bu' x 4*  Acx 4 -j -eux'  4*  Addx ’ 4* 

ddux  — o-  Donc  les  termes 


Aa  1 


*'y * 


\ 
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/•  joy. 


ont 

donne 


Y 


Et  en  plaçant  la  transforme'e  fur  le  Tr:  anal:  on  verra 
que  tous  les  termes , auxquels  un  terme  de  la  propoféc  a 
été'  transforme',  ont  leurs  places  fur  une  même  Droite  pa- 
rallèle à la  déterminatrice  qui  a donne'  l’e'q-:  y = Axx. 

La  même  choie  fe  vérifie  pour  les  deux  autres  determi- 
natrices  de  l’équation  propofée.  La  troifiéme  pafloit  par 
les  Cafés  y'  & x , & donnoit  une  équation  de  cette  forme 

y = Axl‘î . On  fubftituera  donc  Ax1’^  >^u  à y,  & la 

transforme'e  fera  Alx2~^~2'î  -f-  2 Aux 2,^,:3  -j_«lxl  + A'ax 

+ % A1  aux?'  î $ Aau'  xl,1  + au*  + A1  bxx~^~2‘  * + 

2 Abux1^*1’^  bu'x+Acx2*^1'^  +(ux*  4*  AddxxJf‘X'^ 

ddux  *\*f'xz=,  o.  Ainfi  les  termes 


donnent 


■ • 

,+^+ 


*' 

»+- 


*- 


'tf 


SI 
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Sî  on  place  cette  transformée  fur  le  Tr  : anal  : on  voit  Ch.  vil. 
que  chaque  terme  de  la  propofée  a donne'  un  terme  à tou-  $•  10*r 
tes  les  colomnes  qui  le  precedent , & que  ces  termes  lont 
fur  des  Droites  parallèles  à la  détcrminatricc  qui  a donné 
y =.Ax'  ! * : mais  comme  Pexpofant  de  l’Ordre  de  y eft 
la  fra&ion  \ , il  a falu , pour  placer  ces  termes , diviier  en 
trois  parties  égales  les  intervalles  des  Cafés  contiguës  fur 
une  même  colomne  [§.  89  ] . 

Enfin  la  quatrième  déterminatrice  de  l’équation  propo- 
féc,  partant  par  x2y  & x,  donne  yz=Ax  Et  la 
fubftitution  de  Ax~'*{*u  à y change  la  propofée  en 
yi*  z Aux  4*  u «xx  HH  A a'  x ~ ' -+-  $ A1  a ux~~  1 4* 

^Aauux’-'  ' 4-  au'  -j-  A 1 bx  “ 1 41  iAbu  <4*  bu'x  4<  Ac x 
4*  eux1  4-  Add+ddux  4*/^,x= o.  Donc  les  termes 


*V' 

\ i 

fX1U1>XU,  x° 

y ’ > 

) . 1 

<u*)  x-V , x—1», x \ 

xy1  ( 

vprodui- 

/ KUl  , M , JC  * 

*ly  { 

fent 

\x'u  , X 

xy 

) * \ 

f xut  X® 

x * 

'x 

*-  M * 

\! 


Ici  l’on  obferve  la  même  Régie  : mais  comme  l’expo- 
lànt  négatif  [ — i ] de  l’ordre  d’_y  a fait  naitre  des  termes 
où  x a un  expofànt  négatif  ; il  a falu  , pour  placer  ces 
termes,  prolonger  le  Triangle  au-deflous  de  la  Bande  fans 

* L§*  bl 


106.  Ces 
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10 6.  Ces  Exemples  font  voir  que  quand  plufieurs  ter- 
mes de  l’équation  propofee  lbnt  fur  la  déterminatrice  ou 
lùr  quelcune  de  lés  parallèles;  en  un  mot  , quand  ils  font 
d’un  même  ordre  ; ils  fe  transforment  en  .des  termes  , 
qui  , diltt  ibucz.  fur  une  meme  Droite  , le  mêlent  & 
fe  logent  quelquefois  plufieurs  enfemble  dans  la  même 
Cale. 


Ainfi , dans  le  t.  Ex.  du  §.  pre'c.  quand  on  a employé 
la  déterminatrice  horizontale  , les  termes  xyl  & cxy , qui 
étoient  lùr  cette  déterminatrice  , ont  été  transformés  en 
x’«*  4*  (2  A+c)  x*  n 4«  (yf*  4«  At  ) x1  , & les  termes 
bxy'~ , ddxy  , f'x  , qui  étoient  fur  une  Droite  parallèle  à 
cette  déterminatrice,  ont  donné  bxu1  *+<  {2 Ab  4*  dd  ) xu 
Hb  (Ab  -h-  Add+  fl  ) x , qui  font  encore  lùr  la  même 
Droite. 


Donc  , lorlqu’on  a plufieurs  termes  d’un  même  ordre, 

ni  n m h n — 1 m 4*  ih  n — 2 . . 
comme  ax  y + y +cx  y 4 + &C. 

julqu’à  x/,+,‘  , qui  lont  tous  de  l’ordre  m-\-nh  puifque 

h b 

y [ = Ax  ] eft  de  l’ordre  h ; la  fubffitution  de  Ax  -f  u 

à y les  transforme  en  une  fuite  de  termes  telle  que 
Px  tt  + Qx  u 4"  Rx  u 4"  &£■  julqu  a 


Zx V 713 , qui  font  aufïî  tous  de  l’ordre  m^nh  y & où 
les  expofants  d’x  font  une  progrelfion  arithmétique  dont 
la  différence  ett  h , & les  expofants  d’ h une  autre  progr  : 
arith  : dont  la  différence  elt  t . 


Les  coefficients  P , Q,.  R , &c.  de  ces  termes  fe  peu- 
vent calculer  par  une  Régie  abrégée  , pareille  à celle  du  §. 

. ..  . m n 

26 1 & fondée  fur  le  meme  principe.  Le  terme  ax  y , 

par 
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fj 

par  la  fubftitution  de  u *{<  A x à y , fe  transforme  f*r 

nt  n . . mAfh  n 1 n.n — t _ m^ib  n 2 

ax  tt  ►f'  naAx  u -1 a A x 


n.n t.n 2 A.  n — 3 

aA  x u 3 


bx 


I.  2.  J 
mA+h  n 1 

y 


fe  transforme  en  bx”^ u 


« + 
&c.  Le  terme 

t 


1 


Ch.  vn. 
§.  10$. 


m+zb 
bAx  tt 


+ 


bA'x  "~u  3,&o. 


. 2 b n 2 . ~ 

Le  terme  ex  y en  a tt  ■+ 


m+i  b n — 3 

m *i*  2 h n — - 2 

r tt 

n- 2 . mAp-th  n — 3 _ . . m >+<  \h  n — ? 

- — cAx  3 u 3 frc.  Et  le  terme  dx  3 y 3 

1 J 

mAp.\h  n-7  . \ r nt  n . . mA^b  n-t 

dx  3 tt  &c.  Donc  la  fomme  ax  y bx  y 

* &c.  le  transforme  en 


en 


mA?zb 
A1  ex  y 


►m*”+îV 


m n , mAph  n 1 ,«.» — t r 

ax  u A-^naAAj*  b)x  u ( aA‘  4* 

, I.  2 


b A + O x 


rn-\*2h 


M 


aA 1 


« — r-  n 2 , At  , n 2 mArih  n — 3 

b A >f<  — — cA+d^x  3 u 3 , crc. 

1.  2 x 

D’où  l’on  tire  cette  Régie. 

On  écrira  en  première  ligne  tous  les  termes  d’un  mê- 
me ordre , ou  meme  toute  l’équation  , en  diftinguant  feu- 
lement , pour  plus  de  commodité' , les  ordres  de  fes  ter- 
mes, 8 1 changeant,  fi  l’on  veut,  y en  u.  Je  dis  fi  Pou 
veut  ; car  on  trouvera  par  expérience  qu’il  cft  plus  fim- 
plc  de  ne  point  faire  ce  changement , mais  alors  il  faut  fe 
louvenir  que  y , qui  marque  avant  l’opération  toute  la  Sé- 
rie , & pendant  l’opération  fon  premier  terme  feulement  , 
ne  marque,  pendant  la  fécondé  operation,  que  le  fécond 
Intred.  à P Analyfe  des  Lignes  Courbes.  B b terme 


Digitized  by  Google 


DELA  ME THO D E 


Ch.  Vil. 
$■  ic  6. 


1 94 

terme , & pendant  la  troifiéme  opération , que  le  troificme 
terme , Sic.  Ce  double  emploi  d’^>  ne  caule  aucune  équi- 
voque. On  écrira  donc  en  première  ligne  l'équation  pro- 
pose, les  termes  étant  ranges  lelon  leurs  ordres.  On  mul- 
tipliera chaque  terme  par  l’expoûnt  d’y  & par  Ax  , & 
en  divifant  ces  produits  par  y , on  aura  la  lecondc  Ligne. 
A celle-ci  on  multipliera  chaque  terme  par  la  moitié'  de 

l’expofant  d’y  Si  par  Ax  , & divifant  tout  par  y , on  aura 
la  troificme  ligne.  Chaque  terme  de  cette  ligne  fera  mul- 

A * A 

tiplié  par  le  tiers  cîe  l’cxpolânt  d'y  Si  par  Ax  , Si  divifé 
par  y pour  avoir  la  quatrième  ligne.  On  continuera  de 
même  jufqu’à-ce  qu’on  n’ait  plus  que  des  termes  fans  jy. 
La  fomme  de  toutes  ces  lignes  eft  la  transformée  , qu’on 
ordonnera  en  ajoutant  les  termes  qui  peuvent  s’ajoûter  & 
retranchant  ceux  qui  le  décrûrent  mutuellement. 

Ainfi  , dans  l’équation  du  §.  préced.  fi  on  veut  em- 
ployer la  déterminatrice  horizontale  qui  donnoit  l’éq  : 
xiyl  4-  cxzy=zoy  ou  y = — c , on  aura  A=  — c , & 
£=■  o.  Et  l’opération  le  fera  ainfi  r 


x — é> 


1.  Ordre.  1 1.  Ordre.  111.  Ordre. 

x*  y*  4*  c x1  y ►£<  bxy 1 4 + d dxy-\-  f'  x 4«  *y* 

* i 2 i o ? 


— 2cx''y  — ccx'  — 2 bcxy — eddx 
h o i o 


4-  ccxx 
o 


-\-bccx 

o 


— iacyy 

X 

* 

+ l*ccy 


ac 


La  transformée  eil  donc  x’y1  4"(^  — 2r)x‘y4-(ff — 
& ) **  4*  bxy1  4 + (dd  ——2bc')  x y 4*  C/"*  — edd 4-  btc  ) x 4“ 
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réduit  à — — ex1  y , & le  troifiéme  à rien.  i S*  10é- 

Si  dans  la  même  équation  on  veut  employer  la  de'ter- 
minatrice  qui  paire  par  les  Cafés  c xly  Sc  f'xt  & qui 

donne  y = — , l’opération  fera  ainfi  : 


x — • — ) 
ex 


IIIe.  IV'  Ordres. 

fx'y+f'x-^  ddxy  ►f*  bxyy  -J-  ayl 

f N IO  21  2 ? 


-/'x 

O 


if'xy  f 'dd 2 bf'-y  î*Pyy 

c ex 

i I 


f 

t 

* 


f 

O 


ec 


-t 


bf*  ?>*f*y 


ccx 

O 


ecxx 

■ 

î 


Ainfi  la  transformée  eft  «c'y  (7**  — y*  ) x + x1  »*  4. 
,,,  */'  /\  , 2bf'  y V‘ 

■<Æ—  T)5^— 1 «)+*îW--  , +ir 

».  don.  Infécond 

terme  dilparoit. 


107.  On  peut  tirer  de  cette  oblérvation  divers 
moyens  d’abreger  le  Calcul.des  Sériés.  11  (éroit  facile  d’en 
déduire  une  manière  affez  fimple  de  calculer  la  valeur  du 
terme  qui  remplit  une  Cale  aflîgnée  après  un  nombre  de 
transformations  quelconque  ; de  manière  que  connoiffant 

B b 2 ' aufli 
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auflî  par  quelles  Cafés  paflê  la  déterminâtricc  de  la  derniè- 
re transformée , on  aura  l’équation  qu’elle  fournit  , & par 
conféquent  le  terme  corrcfpondant  de  la  Série , avec  beau- 
coup de  facilité.  Mais  ce  n’ell  pas  ici  le  lieu  d’épuifer 
cette  matière.  Voici  une  remarque  plus  nécelfaire  à nôtre 

, _ m n , . m^*h  n-i  , m+2 h n-2 

delTein.  Si  la  fomme  ax  y 4<  bx  y +cx  y 

&c.  des  termes  d’un  meme  ordre  quelconque  , eft  divifi- 


0 

blc , une  ou  pluficurs  fois , par  y - — Ax  , qui  eft  la  va- 
leur d’«,  la  lbmme  des  termes  auxquels  ceux-ci  le  trans- 


forment [ en  mettant  u 4<  Ax  pour  _y]  eft  auflî  divifible  , 
le  même  nombre  de  fois  , par  u ; puil'que  ces  deux  fom- 
mes  ne  différent  que  par  l’cxpreflion.  Or  les  termes  de  la 

transformée  conftituent  [ §.  106  ] une  fuite  Pxm  u1  4* 

un  1 4-  Rxn'^'2^ un  2 4*  &c.  qui  fe  termine 

par  les  termes  Xxm^^n  2^J  «*  4"  Yxm^/>  4* 

Zxm+nh . Cette  fuite  ne  peut  être  divifible  par  u , à 
moins  que  le  dernier  terme  ne  manque , & que  Z ne  l'oit 
zéro.  Elle  ne  peut  être  divifible  par  uu , ou  deux  fois  par 
u , fi  fes  deux  derniers  termes , T Si  Z ne  font  pas  ze'ro. 
Afin  qu’elle  foit  divifible  par  «’  , ou  trois  fois  par  u , il 
fi  ut  que  X,  T & Z foient  zéro.  En  général  autant  de 


fois  que  «,  ou  plutôt  y — Ax  qui  eft  là  valeur  , divilè 
la  fomme  des  termes  d’un  ordre  quelconque,  autant  man- 
que-fil , à la  transformée , de  termes  de  cet  ordre  lùr  les 
prémiéres  colomnes.  Car  les  termes  Z , Y, , X , &c.  font 
ceux  qui  ont  leurs  places  fur  la  prémiérc , leconde  , troi- 
fiéme,  &c.  colomnes. 


Donc  , puifquc  y — Ax3  — o eft  une  des  racines  de 

l'équation  que  fournit  la  détcrminatrice , y — - Ax  divife, 

au 
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au  moins  une  fois , la  fomme  des  termes  qui  font  fur  cette  Ch.vii. 
déterminatrice.  Ainft , il  manque  nécclïaircment  à la  trans-  '•*’  l°7’ 
formée  le  terme  qui  devroit  être  au  point  où  la  détermina- 
trice  coupe  la  première  Bande  verticale.  Et  il  manquera 
à la  transformée  les  deux  termes  dont  les  places  font  les 
points  où  la  déterminât rice  coupe  la  première  & la  fécon- 
dé colomne , fi  y — A divilè  deux  fois  la  fomme  des 

termes  qui  font  fur  la  de'terminatrice,  fi  y — Ax  =0 
ell  une  racine  double  de  l’équation  que  fournit  cette  de'ter- 

minatrice.  Mais  fi  y — AxJ  =zo  eft  une  racine  triple 
de  cette  équation,  il  manquera  à la  transformée  les  termes 
qui  devroient  être  où  la  déterminatrice  croilè  les  trois  pre- 
mières colomnes , & ainfi  de  fuite. 

108.  Si  donc  P Q^rcprélènte  une  déterminatrice  , & 

que  y — Ax^  ■=. o foit  une  racine  fimple  de  fcquation 
au’elle  fournit , il  ne  manque  à la  transformée  , fiir  cette 
déterminatrice  , que  le  terme  qui  devroit  remplir  la  Cale 
fur  la  prémiére  colomne  QO  : du  moins  il  ne  lui  man- 
que pas  le  terme  q fur  la  féconde  colomne.  P q cil  au/fi 


CL, 


O 


B b 3 


*—*—*—*—*—*—• 
P 79  R 7 Q. 
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déterminatricc  de  la  transformée  ; car  tous  les  termes  de 
la  transformée  font  au-delTous  [ou  au-deflus  J de  Pq, 
comme  l’étuient  tous  les  termes  de  la  propofée  [§.  109]  ; 
mais  ceft  une  déterminatricc  inutile,  parce  que  Pq,  étant 
paitie  de  PQ.,  a la  même  inclinaifon  que  PQ^aux  li- 
gnes & aux  colomnes.  Ainfi  P ayant  donné  y = 

Ax}  , Pq  donneroit  ttz=Bx  [§.85].  On  ne  doit 
plus  employer  P q après  avoir  employé  P [ §. 
îoj  ].  Mais  du  point  q il  part  une  autre  détermi- 
natrice  , qui  porte  fur  la  plus  haute  [ ou  la  plus  baf. 
fe  ] Café  pleine  de  la  prémiérc  colomne  q O , & qui 
donne  une  équation  par  laquelle  on  détermine  le  fécond 
terme  de  la  Série. 

Que  fi  y — A*  = o ert  une  racine  multiple  de  l’é- 
quation fournie  par  la  déterminatrice  PQ^,  par  ex.  une  ra- 
cine triple  ; alors  dans  la  transformée  les  Cafés  Q^,  q , y , 
relient  vuides  , & la  déterminatrice  Pp  fè  termine  à la 
Calé  R fur  la  quatrième  colomne  ['■$.  pr.  ] . Il  eft  inutile 
par  la  raifon  alléguée  [ §.  to$  ] , de  confidérer  encore  cet- 
te déterminatrice , mais  il  en  part  une  (RS)  de  la  Café  R, 
qui  peut  fc  terminer  en  S à la  première  colomne  , & c’elt 
la  féconde  déterminatrice  qui  donne  une  équation  par 
laquelle  on  trouve  le  fécond  terme  de  la  Série. 

Il  peut  arriver  auffi  que  le  terme  S manque  , & que 
la  déterminatrice  RS  fe  termine  à quelque  autre  colomne 
que  la  première , comme  en  T ; & alors  ce  point  T don- 
ne naiflânee  à une  autre  déterminatrice  TV;  & fi  celle-ci 
ne  va  pas  à la  prémiére  colomne , mais  fê  termine  plûtôt  , 
il  part  de  fon  extrémité  une  autre  déterminatrice  , & de 
celle-là  peut-être  encore  une  autre  &c.  jufqu’à-ce  qu’on 
vienne  aboutir  à la  prémiére  colomne.  Chacune  de  ces 
déterminatrices  , ayant  fon  inclinaifon  particulière  aux  li- 
gnes 
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gnes  & aux  colomnes  , donne  un  expofànt  particulier  à lac*. vu. 
puiffance  de  x dans  le  fécond  , [ ou  troifiéme , quatrième,  §• ,oî- 
&c.J  terme  :.ce  qui  fait  que  la  Série  fè  fourche  en  autant 
de  Séries  qu’il  y a de  racines  dans  toutes  les  équations 
que  fourniffent  toutes  ces  déterminatriccs.  Mais  fans  trop 
s’embaraffer  de  cela , il  fuffit  de  prendre  la  déterminatrice 
R T , qui  part  du  point  R extrémité  de  la  prémiére  déter- 
minatrice  négligée  PR , & de  faire  ufàge  de  toutes  les  raci- 
nes de  l’équation  qu’elle  fournit.  Une  de  ces  racines  cft 
u = o ; la  fomme  des  termes  qui  font  fur  cette  détermina- 
trice  R T étant  divifible  par  u , puifque  RT  ne  va  pas  juC- 
qu’à  la  prémiére  colomne  qui  eft  la  Bande  fans  u.  Em- 
ployant donc  cette  racine  pour  avoir  la  transformée  fui- 
vante , il  faudra  à « fobftituer  o -+-  / [§.102],  ce  qui 
n’eft  qu’écrire  t pour  u.  Ce  changement  laitlè  tous  les 
termes  de  l’équation  dans  leurs  places.  Ainü  la  transfor- 
mée fuivante  a les  mêmes  déterminatrices  que  la  précéden- 
te : & comme  on  a déjà  employé  PR  & RT,  on  viendrai 
à la  déterminatrice  TV , tout  comme  fi  on  avoit  pafïé  d’a- 
bord de  PR  à TV , la  racine  u = o de  l’équation  fournie 
par  R f fàifant  le  meme  effet  que  fi  on  avoit  négligé  R T.. 
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Ch  vil.  Et  il  en  (croit  de  même  , fi  la  déterminatrice  TV , n abou- 
j!.  ic».  tilToit  pas  à la  première  colomne , mais  etoit  accompagnée 
de  quelques  autres  déterminatrices. 

ico.  On  voit  par -là  quelle  route  il  faut  fuivre  pour 
calculer  les  termes  irréguliers  de  la  Série.  Japclle  de  ce 
nom  ceux  qui  font  donnés  par  des  équations  qui  peu- 
vent avoir  plufieurs  racines  , réelles  ou  imaginaires.  Mais 
il  elt  difficile  que  cette  cfpèce  de  déTordre  dure  long-tcms. 
Car  auffi-tôt  qu’on  fera  venu  à une  déterminatrice , dont- 
l’équation  n’a  point  de  racines  multiples  [ ou  dès  qu’on 
employé  une  racine  fimple , fi  cette  équation  en  a de  (im- 
nlcs  & de  multiples  ] il  ne  manquera , à la  transtormee  , 
des  termes  qui  ont  leur  place  fur  cette  déterminatnee  , 
nar  ex  RS,  que  le  terme  S qui  devroïc  etre  fur  la  pre- 
mière colomne"  [ §.  107.].  La  déterminatrice  de  cette 
transformée  partira  donc  de  la  Cale  T , la  plus  haute  [ ou 
la  plus  batTe  ] de  la  fécondé  colomne  , & portera  fur  la 
Calé  V , aulfi  la  plus  haute  [ ou  la  plus  baffe  ] des  Cale 
pleines  de  la  première  colomne.  Donc  , dans  1 équation 
que  donne  cette  déterminatrice  TV,  la  variable  inconnue, 
a par  ex.  ne  monte  qu’au  premier  degré  , puifque  T eit 
fur  la  féconde  colomne  qui  elt  la  bande  « ; & cette  équa- 
tion n’aura  qu’une  feule  racine  , qui  furement  fera  reclle 
f 94  1.  Et  dès-lors  la  Série  dévient  régulière  , p^eeque 
toutes  les  déterminatrices  fuivantes  partant  du  point  I , 
on  ne  tombe  plus  dans  des  équations  qui  ayent  plu  heurs 
racines.  Tous  les  termes  fuivans  de  la  Séné  peuvent  me- 
me fe  calculer  avec  plus  de  facilité  par  la  Méthode  quon 

va  expliquer. 

u o.  Je  suppose  qu’on  foit  venu. à une  déten- 
minatrice , dont  l’équation \ .a  quelque  racine  imp  , 
qu’on  employé  cette  racine.  Pour  faciliter  1 expreffion  , je 


Digitized  by  Google 


DES  SERIES. 


201 


l la  nommerai  la  prémiére  déterminatrice , en  faifàht  abfirac-  Cm.  vii. 

tion  de  toutes  les  précédentes  , s’il  y en  a eu  quelques-  5-1 10* 
unes,  J’apellerai  aulïi  l’équation  qu’elle  fournit , /équation 
propose  , quoiqu’elle  puiffe  être  une  des  transformées. 

• Que  m de'figne  l’ordre  des  termes  par  lesquels.  pnffc 

cette  prémie're  déterminatrice,  & que  y — Ax°  ■=.  o foit 
une  racine  fimple  de  l’équation  qu’elle  fournit.  En  lubiti- 

tuant  Ax7  u à y dans  la  fomme  des  termes  de  l’ordre 
m , celui  qui  devroit  être  fur  la  prémiére  colomne  feroit 

[§.  ,os]  ; nous  négligeons  le  coefficient  , dont  il 
ne  s’agit  point  ici.  Mais  ce  terme  manque,  puifque  y — 

Ax7  eft  fuppofée  divifèr  la  fomme  des  termes  de  l’or- 
dre »».[§.  107  ].  Le  terme  x m qui  fuit,  tom- 

be fur  la  fécondé  colomne,  & la  Cale  qu’il  remplit  eft  la 
plus  haute  [ou  la  plus  baffe  ] des  Cafés  pleines  de  cette 
colomne.  Si  m^zin  eft  l’expofànt  des  termes  du  fécond 
ordre  ; [ le  figue  — eft  pour  les  Séries  defeendantes  , le 
figne  Hh  pour  les  amendantes  J , le  terme  le  plus  haut  [ ou 

le  plus  bas]  de  la  prémiére  colomne  fera  xm~*~n . Ainfi 
la  déterminatrice  de  cette  transformée  portant  fur  les  Ca- 

. m h „ m rp  n . _ mz+in m 

les  x a 8c  x donnera  u==zBx 

h — yt 

= Bx  "'1~  pour  le  fécond  terme  dé  la  Série.  La  diffé- 

rence  n des  expofànts  b & h zçzn  du  prémier  Ax  & 

du  fecond  Bx  + terme  de  la  Série*  -eft  donc  la  même 
que  celle  des  expofànts  m & mz+:n  du  prémier  & du  fe- 
cond ordre.  > ■ 

Dans  toutes  les  transformées  fulvantes , la  Café  x u 
reftera  pleine,  » fé  changeant  fucccflivement  en  /,  r, 

Introd.  à l'Anaîyfe  des  Lignes  Courbes.  C c &c. 
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Ch.vii.  &c.  & toutes  les  déterminatrices  fuivantei  partirent  de 
5 mo.  ccttc  (jafe  p0ur  atteindre  la  plus  haute  [ ou  la  plus  baffe} 
des  Cales  pleines  de  la  première  colomne.  Elles  portent 
fucccflîvemcnt  fur  les  diverfes  Calés  de  cette  colomne  % 
parce  qu’à  chaque  transformation  la  Calé  par  laquelle  a 
paffé  In  déterminatrice  lé  vuide  [§.  107]  : mais,  d’un  au- 
tre côté  , chaque  transformation  remplit  quelques  nouvel- 
les Cafés  de  cette  première  colomne  | §.  105  ]. 

Ainfi  quand  on  fnbflituë  , dans  la  première  transfor- 
mée , B x + 1 à u , les  termes  du  premier  ordre  m 


remplilTcnt  les  Cafés  x 


m : 


: 2 n 


m : 


zn  m: 
» * 


4 » 


&c. 


& les  termes  du  fécond  ordre  r/iz^zn  rcmplilTent  aulfr  les 

2»  mzçz  1»  m zçzjn  . 

Cafés  x , x &c.  en  general  x [ j 

marquera  un  nombre  entier  quelconque  ] . Mais  la  même 

lûbllitution  dans  les  termes  de  l'ordre  mzç.p  remplira,  fur 

la  première  colomne  , les  Cales  x , x , 

mzçLpz$z2n  , , , , mz^pz^jn 

x &c.  en  general  x 


Si  x”  -l~ 2>>  fe  trouve  être  la  Calé  pleine  la  plus  haute 
[ ou  la  plus  balTe  ] de  la  prémiére  colomne , la  troifiéme 

déterminatrice  paffèra  par  x™  t & xm~^2r>  y & don- 
nera/=Cx  Et  fi  enfuitc  x” -t~  ^ n eft  la  plus 

haute  [ ou  la  plus  baflë  ] des  Calés  pleines  de  cette  co- 
lomne , on  aura  j = Dx' y & ainfi  les  expolànts 
fucceffifs  de  x dans  les  termes  y,  n,  1 , crc.  de  la  Série 
léroicnt  b,  bzçzn  y bzsz 2»,  kzçz  ?»  &c.  en  progrelHon 
arithmétique  dont  la  différence  eft  n.  La  Série  n’aurai® 
point  d'autres  termes  , s’il  n’y  avoit  dans,  l’équation  pro- 
poféc  point  de  termes  que  ceux  des  ordres  m & rx^zn. 

Toutes  les  transformations  à l’infiui  ne  donneroient  que 

* » 
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m rxijn  Cm.  Vît. 

§•  IlO. 


des  termes  compris  fous  cette  cxpreflion  générale  x 
{ j eft  un  nombre  entier  quelconque  ou  même  le  zéro  j. 

Mais  s’il  y a dans  l’équation  propofée  des  termes  d’un 

autre  ordre,  dont  l’expolànt  foit  m+p,  la  Café  x / 
fera  une  fois  la  plus  haute  [ ou  la  plus  baflTe  ] de  la  pré- 
miérc  colomne.  Alors  la  déterminatricc  , qui  part  toujours 
m — h r nt — b m « — h 


de  la  Café  x 


[ ou 


m 


ou  x 


&e.  ] 

donnera  » = JS  x mJ[i^==Bx>^z^  [ Qu  t 

C/^,  ou  s=sDx  &c  ].  Le  terme  où  x a pour 
expolànt  b=^p  cil  donc  un  des  termes  de  la  Série. 

La  fubftitution  de  Bx  t à » [ ou  de  Cx’^^^t 

à t , &c.]  dans  les  termes  des  ordres  m =$z  j n remplira , 

dans  la  première  colotnne  , les  Cales  xm~J:~-ln-Jr~P  ^ 

x r , x ^ &c  . Cette  première  co- 

lomne  acquerra  donc  des  termes  que  repréfente  l’exprcffion 

générale  x”  . Et  la  déterminatrice  portant  fuc- 

celfivement  fur  ces  termes , donnera  à la  Série  les  termes 

compris  (bus  cette  exprcflîon  x ^~PP, 


On  ne  fait  ici  attention  qu’aux  expofants.  Dans  les 
équations  particulières  il  fe  peut  faire  que  quelques  - uns 
de  ces  termes]  aient  le  zéro  pour  coefficient.  U auroit 
été  plus  exaft  de  dire  qu’il  n’v  a dans  la  Série  aucun 
terme  qui  ne  foit  renfermé  lous  l’exprelCon  générale 
Hxb=pjn^jf 

S’il  y avoic  dans  l’équation  propofée  un  quatrième  or- 
dre de  termes,  dont  l’expofant  fut  msp:qt  l’exprdfion gé- 

C c 2 nérale 


x 
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C^.',V1I0T.  nérale  des  termes  de  la  Se'rie  fer  oit  H x -t“^  M ~*~î  1 . 

& ainfi  de  fuite  , s’il  y a un  plus  grand  nombre  d’ordres. 

111.  Ainfi  quand  on  eft  parvenu,  dans  le  calcul  d’u- 

' ne  Série,  aux  ternes  réguliers , c’dt-à-dire,  quand  on  eft 

venu  à une  déterminatrice  dont  l’e'quation  n’a  point  de 
racines  multiples , ou  qu’on  ne  veut  employer  qu’une  ra- 
cine fimple  de  l’e'quation  que  donne  une  de'terminatrice  ; 
on  trouve  aifement  la  fuite  des  expofànts  de  x dans  les 
termes  lüivants  de  la  Série  , en  prenant  les  expofànts  m , 
m^zn,  rnzfzp,  mzçzq,  &c.  de  tous  les  ordres  des  ter- 
mes de  l’équation  , & les  retranchant  tous  du  plus  grand 
m [ ou  ôtant  de  tous  le  plus  petit  m ] pour  avoir  les  diffé- 
rences n ,p , q , &c.  Puis  on  pofêra  A,  expofànt  du  premier 
terme , qui  clt  donné  par  la  première  déterminatrice , & on 
lui  ajoutera  , ou  on  en  retranchera  , fucceflivement  les 
multiples  » , 2 n , j » , &c.  de  la  pre'mie're  différence.  A 
tous  ces  termes  on  ajoutera  enfuite , ou  en  retranchera  , 
fucceflivement  les  multiples  p , 2p , $/> , &c.  de  la  fécondé 
différence  ; & à tous  les  termes  déjà  écrits  on  ajoutera , ou 
on  en  retranchera  , les  multiples  q , 27,  iq , &c.  de  la  troi- 
fiéme  différence.  On  continuera  de  la  lorte , jufqu’à  - ce 
qu’on  aitépuifé  toutes  les  différences.  Enfin  on  rangera 
ces  expofànts  félon  leur  grandeur. 

La  progreffion  arithmétique  qui  commence  par  h & 
dont  la  différence  eft  le  plus  grand  commun  divifeur  de 
» , p , q , &c.  renferme  tous  ces  expofànts.  Mais  elle  con- 
tient aufli  d’autres  termes , non  néccflàires  , à moins  que 
la  plus  petite  différence  n ne  foit  le  commun  divifeur  de 
toutes  les  autres. 

1 12.  Par  cette  Régie,  on  a la  forme  de  la  Série,  c’eft- 
à-  dire , la  luite  des  puilTances  de  x qui  forment  lès  termes. 

Mais  . 
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Mais  il  faut  de  plus  avoir  leurs  coefficients.  On  les  cal-  Ch.vii 
cule  affiés  aifément  en  fuppofant  à chacune  des  puillinces 
de  x qui  entrent  dans  la  Série , un  coefficient  indéterminé 
A y B,  C,  D , &c.  en  fubllituant,  dans  l’équation  , au  lieu 
d’j'  cette  Série  indéterminée  qui  en  repreiente  la  valeur, 

& en  déterminant  l’un  après  l’autre  chaque  coefficient  Ay 
ByCy  Dy  &c.  par  le$  équations  qui  It*  forment  en  éga- 
lant à zéro  chaque  terme  de  la  transformée.  En  un  mot , 
on  calcule  ces  coefficients  par  la  Méthode  des  indétermi- 
nées , que  Des  Cartes,  & après  lui  tant  d’habiles 
Géomètres,  ont  employé  avec  un  fi  grand  fuccès  pour  la 
rélolution  des  plus  beaux  Problèmes. 

i 

Exemple  I.  Soit  propofee  l’éq:  6x7 jx'y 

a'x'y1  >+>  4 a*x'y  + 2a' xx l*'xy  4-  a'yy  — o.  On  de- 

mande la  valeur  d]y  en  x par  une  Série  amendante  ? 

On  mettra  l’équation  fur  le  Triangle  analytique  , & 
puifqu’on  veut  une  Série  amendante , on  cherchera  fes  dé- 
terminatrices  inférieures.  Elle  n’en  a qu’une  , qui  donne 
l’éq  : a'yy g*’xy  + za'xx  — o , ou  yy  — $xy  + zxx 


» 

m 


s* 

¥ • • 

. • • ,* 

• • » * • 

• • * • * ■ 
• • » / • 

• • * • • 


= o , qui  a deux  racines  fimples  y—xy  Scy==2x,  en 
général  y = Ax.  Donc  hz=.  t.  En  menant  des  droites 
parallèles  à la  déterminatrice  par  tous  les  tenues  de  l’équa- 

C c g tiorv 


Digitized  by  Google 


206 


DE  LA  METHODE 


Cu.vn.  tion,  on  voit  qu'elle  eft  compofée  de  trois  ordres.  Le 
fc.  h*,  prcniier,  qui  contient  les  termes  a'yy , %*'xy , 2a' xx  par 
lelquels  palTc  la  déterminatrice  , a 2 pour  Ion  expolant , 
parce  que  cette  droite  coupe  la  première  colomne  au  cen- 
tre de  la  Cale  x*.  Le  lècond  renferme  les  termes  —alxly'y 
& 4*  4 a'x'y,  & fon  expolant  elt  4,  parce  que  la  droite 
qui  pallè  par  les  Cales  x1^1  & x'  y vient  couper  la  pré- 
„ miére  colomne  au  centre  de  la  Caiè  x*.  Et  le  troifiéme 
ordre , qui  eft  compofé  des  termes  — îx'y1  & 6 x7 , a , 
par  une  raifon  pareille,  7 pour  (on  expolant.  On  recon- 
noitra  également  bien  ces  trois  ordres , & leurs  expolânts , 

h 

en  fublïituant  dans  l’équation  au  lieu  d’^  fa  valeur  Ax 
ce  qui  la  change  en  6x7 — 2 A'x 7 — A'a'x'  4* 
4 Aa'x*  >+>  2 a'xx — lAa'xx  4*  A1  a'xx  = o,  où  l’on 
voit  clairement  que  les  deux  premiers  termes  lbnt  de  l’or- 
dre 7 , les  deux  fuivants  de  l’ordre  4 , & les  trois  derniers 
de  l’ordre  2.  Comme  on  veut  une  Série  alcendantc , on 
otera  le  plus  petit  expofant  2 des  autres  4 & 7 , & on  aura 
les  différences  2 & 5.  On  cherchera  donc  les  nombres  com- 
pris lous  Pcxpreffion  generale  h^jn^jp  ou  1 4-  tj  4*  «/> 
en  pofant  1 [b~\  , lui  ajoutant  les  multiples  de  2 [ »] , & 
ajoutant^  tous  ces  nombres  les  multiples  de  5 [/>].  On 
aura  * 1 T7  » 5 > 7 * 9 » 1 1 » 

6,8,10, 12,  14,  16,  &c. 

1 1 , &c. 

16,  & c.  - ' ' ” 

21  , &c. 

qui,  rangés  lèlon  leur  grandeur,  font,  1,  $ , 5, 6,  7,  8,  9, 
10 , 11  , &c.  La  forme  de  la  Sérié  lèra  donc  y = Ax  4- 
B x*  4-  CV  + D x"  4- Ex7  4«  Fx'  4«  &c.  Qifon  fubftituë 
cette  valeur  d'y  dans  l’équation,  & on  aura 
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6xJ- — - . ^ . 4~twc7 

— 2xsyy=. — ■zA'x*  * &c 

— *'xy=  *'A'x ♦ — 2 m'ABx1 * zi’ACx’ &c 

a.1  B*  **  — &c. 

+^i,xiy==s  4.4 a'Ax*  +^a,Bxs  * 4-  ^Cx*  +&c. 

4-24»  XX 24»XX 

— 34'xy=— J4»^xx-34»5x+ 34’Cx*  34» Dx1 34».Ex*  4 ~&e. 

+afyy=-i-*s  Alxx  +2*f  ABx'+i*1  ACxs  -\-2a>  ADx7  2*'  AEx'-j-  &c. 

+ * 'B'x*  4-  * 4-24»£Cx*4-  &c. 

En  ('galant  fucccffivecneRt  chaque  terme  à zéro  , on 
aura  ces  équations 

zav  — ^asA+  asAA=o,  ou  AA — %A 4-2  = 0 
— a’A'+^'A — *{?2a'  AB=z o , 

ou  AA-=  4/f  =(  zaaA — laa')  B 
— 2a'  AB+^a'  B — iafC-^2asAC-\-a'Bl^=o  , 
ou  2 AB — 4 B — aaBB  = (2 tia A — $*a)C 
6 — îA1 — 3 *'D  >{*2*1' AD — o, 

ou  2AA 6 = (zaaA — 344)4’  D 

— 2 a'  AC—  a'  B1  >^40'  E+2a5  AEApza'  BC=or 

ou  2AC+B* — 4C 2a'BC=(2alA—ia1  ) E 

&c  dre 1 


Derquelles  on  tire  les  valeurs  de  A , B,  C}  D , E,  &c. 


A — i* 

% 

. . ou  2 

jj  : aa—4a  3 

1 i? 

4 

2aaA — *-  344  a a 

* 

• • • 1/  

4 4’ 

c-  zABspB-SB1 

M 

/V  • 

* l ia»A  - — - 344 

4"  ' 

• • • w *- 

• • 

ï7  * 

p*  « » (5*.  • 

( za* A — zaa^a'  ~ 

4 

4*  • 

. . . t)  = 4 

2 ♦ » » 

7‘ 

r zAC^BB-  — ?a  BC 

r>  _ 

1 1 2 

zaaA 344 

~ 4“ 

"T"' 

dre.  s : . . 

*•  'J.  1 

drr. 

i rfj. 

Il 

*• 


% 


* 
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Ch.  VII. 

j.  tu. 


H y a deux  Séries  attendantes  y = x +—  ►£« 

J aa  a* 

. ±x*  . mîe7  , # 4*'  I6xs  , 2 x* 

+ V + — <*•  &.>  = **— — 

— — dre. 

4 


Exemple  2.  Soit  propofee  l’éq  : x1  — a1  x' y 

a'x'y1  *4*  a'yy ta'xy  a'xx  = o , d’où  l’on  demande 

de  tirer  la  valeur  d’y  en  3e  par  une  Série  attendante  ? 

On  mettra  cette  éq  : fur  le  Tr:  anal:  & on  cherchera 
les  déterminatrices  infe'rieüres.  Il  n’y  en  a qu’une  , qui 

donne  l’e'q  : a'yy 2a'  xy  + a'  xx  = o , ou  yy  — 23<y  + 

xx  = o , qui  à deux  racines  égales  , ou  une  feule  racine 
double  y =x.  Il  faut  donc  [ §.  102  , 108  ] fubfiituer 
x + u à y dans  l’équarion  propofee  , & elle  fe  réduira  à 
x1  Jfa'x'u  + a'xxu‘  + a'uu  = o , qu’on  mettra  auffi  fur 
le  Tr  : anal  : Elle  y a deux  déterminatrices  infe'rieüres  , 

dont  l’une  donne  l’éq:  a' au >i*  a* x* u — o,  ou  u— , 


• • 
• • • 
• » • • 
• • • sfr  • 


• • • * • ^ 

• • • • * • 

. • • r 


• • jjr  • « 


& l’autre  donne  a'x1  « 3c7^=o  , ou  «= — , . L’un 

v.  X.7.  r X-.M'* 

& l’autre  expo&nt  d’x  furpaflè  le  precedent  : ainfi  ces  deux 
i _ de'ter- 
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déterminatriccs  font  utiles.  Mais  il  fuffit  [§.  108]  decon-  Ch.vü. 

• x ' h f* liu 

fidérer  la  première , qui  donne  « ==■ = Ax  , c’eft- 


aa 


à-dire  6 = 3 , & A=. — En  fubftituant  Ax' , ou 


Amplement  x*  , dans  l’éq  : x7  -\-a'x'n  +a'x’u1  -\-a'/tu=z: 
o,  elle  fe  change  en  x7  4 «a'x*  + a'x*  ■+>4<x,==o  , où 
l’on  voit  trois  ordres  de  termes , dont  les  expofants  font 
.6 , 7 , 8 , & les  différences  1 , 2.  Comme  la  plus  petite 
diviiè  la  plus  grande  , la  fuite  des  expofants  d’x  fera  la 
progr  : arith  : g , 4 , 5 , 6 , & c.  dont  le  premier  terme  cft 
g [ b]  y & la  différence  1 f « ] . La  forme  de  (a  Série  fera 
donc  « = Ax'  *+■  Bx * 4*  Cx'  4*  Dx‘  dre.  Si  cette  valeur 
d’x  fubttituée  dans  l’équation  donne 


x>  = . . : 4-  x? 

+4:x,K=-f-^,^xl!  -j-  a’Bx7  -f-  a’Cx*  -f-  a'Dx*  + a1  Ex'°  -f-  &c: 

-j -<«'xV= + a'A:x>  + 2a'ABx>  + 2a'ACx'°  + &c. 

4-  a'BB  x'° 

-{-asuu=z-{-a!  A'x6  +24s ABx7-\-2af ACx1-{-2a'  ADx9  -f-2a‘  A E x'° -f-  &c. 

+ a'BBx*  4-  2 a'BCx9  -\-2 a’BDx'°  -j-  &c. 

4-  a'CCx'0  + Ùc. 

D’où  l’on  tire , en  égalant  chaque  terme  à zéro , 


a' A -f-  a*  AA  = O ....  : . c’eft-a-dire , A =: — — ouyftrO 

A A 

1 -^~a,B-^~2a,AB  ==0  . . ; . ...  ; B — . . B — — — 

aaa  aaa 

*'c+4'aa+2a'ac+a'bb=zo  . ...  : r. — - . c--  -G 

‘•,D  + 2a'AB  + 24sAD  + 2asBC=:0  . . . D=  D ~~~î 

«!E+2A'AC+A>£B+2A>AE+2A>BD-hA’CC=o. . £=  ~..E--~ 

&c..  ' Ûc. 

Introd.  à FAnalyft  des  Lignes  Courbes.  D d Ainfi 


Digitized  by  Google 


210 


D'E  L A METHODE 


Ch.  vit.  Ainfi  « s'exprime  par  deux  Séries  , à chacune  defquefles 


§.  Ml 


ajoutant  x,  on  aura  ces  deux  valeurs  d> , y=.x — — 4- 

v4  2X!  2X*  7Xr  , o X4  X5  2X* 

- + — + —r  4-  ~r  &c.  & y — x V ï r 

-i  ‘ 1 V 1 V ’ a a*  a 1 


— Û^L  <ÿc.  Cette  dernière  eft  précifément  celle  qu’auroit 


donné  la  dcterminatrice  dont  l’cquation  étoit  «== — 7. 


Car,  en  fubftituant  x4  à « dans  Péq:  x7  + a'x’a  + a'x1»1 
— o,  on  la  change  en  x7  + a'x7  4*  a'x‘°  +a'x* 
=:  o , où  l’on  voit  trois  ordres  de  termes  dont  les  expo- 
fonts  lotit  7,8,10.  Les  différences  font  donc  1 , 3 , & 
comme  la  plus  petite  divilè  la  plus  grande , la  fuite  des  ex- 
pofonts  d’x  cil  4 , 5,6,7,  &c.  & la  forme  de  la  Série 
Sx*  +Cx6  &c.  qui,  par  la  détermination  des 

* 4 < 6 7 

_ . _ » X*  X 2X  AX7  , 

coefficients  fe  convertit  en  — — ; -7  — ■ -r  &c. 

a a a a 

Ainfi  cette  dcterminatrice  ne  donne  que  la  fécondé  des 
deux  Séries  qu’avoit  fourni  l’autre.  • 

Exemple  3.  On  demande  une  Série  defeendante  , 
qui  donne  la  valeur  d’y  en  x tirée  de  cette  éq  .'  x2/  4< 

■$ax1y1  4*  jtf’j^jy-f-d’xx a'xy a*x+  as  = 0. 

L’ayant  mile  (ùr  le  Tr  : anal  : on  ne  lui  trouve  qu’une 
déterminatrice  fupérieurc  qui  donne  l’éq  : x' f 4*  ^ax ly'  + 
%alxzy  + a'x1  = o , ou  , divilànt  par  x1 , y'  HH  Hh  lA'y 
4- <*’  =0  dont  la  racine  unique,  mais  triple,  ell  y — a • 
On  lubftitucra  donc  a + a à y dans  l’équation  propofée , 
& on  la  transformera  en  x2«J  — a'xu  4-  =0.  Cellc- 

çi , mife  fur  le  Triangle , a deux  déterminatrices  fupérieu- 
res,  dont  l’une  donne  x2  «’ — /i!x«  = o,  ou  u 
rt  at!t  x — ,:i  & l’autre — a' xu a' o , ou  r/  — a'x  ’. 
Il  iùffira  d'employer  la  prémiére  [ §.  108],  qui  donne 

h’— 


% 


y 
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DES  SERIES, 
h = — • î j 8c  fubftituant  x — à «dans  la  transformée , ch.vil 

> m. 


• • 

• • • 

* * * * 

• • • * * 

• ••••* 

on  la  changera  en  x':i  — a'xi:t  4*  a'x°  = 0 , où  il  n’y  a 

3 ue  deux  ordres  dont  les  expolânts  font  i & o.  Il  n’y  a 
onc  qu’une  différence  î;  la  fuite  des  expolânts  cft  — j, 

— 1 , — i , — 2 , &c.  8c  la  forme  de  la  Série  Ax~i:  1 
*i>Bx  ' 4*  Cx  1,1  &f.  Cette  Série  fublticuée  à», 

xl  u'~  A'  x'r  iAABx°+.  iAACxT *+•  iAADx"  1 +-  iAAEx~^-  + &c. 

+ iABB  +6  ABC  +6ABD 

4-  iACC 
+ B'  4-  i BBC 

~à‘xu—-a'Axï — a'Bx° — a'Cx  1 — a'Dx  “ 1 — a' Ex  * — &c. 

4*<i’  = 4 < 

donne  ces  équations 

A' — a'A= o c’eft-à-dire  A—dcza'"* ..  ou  A—o 

lAAB  — <*'fî4<tf,  = o B—  — i aa  . . B — a* 

lAAC+iABB—a'C—o  . . . . C~--çL\a'-' ..  . C=o 
SAAD  + 6ABC+B' — a'D  = o . . . D= — ...D=a' 
5 AAE+6ABD+1  ACC+l BBC-a'E—o.  JE^=  =trif{ ...E~  o 

&C  &C  &C 


• • 


* • • • 

• • • * • 

• • • • * 


On  a donc  trois  Sériés  dépendantes  qui  donnent  la 

valeur  d'u  en  x , Içavoir,  u = a':i  x“  ,:i — \aax  ‘ 

\a':t  x~,:[  — ia’x-*  + &(.  a=—a':'x~" 

D d 2 — { aax  “* 
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ai2  DELA  ME?  T HO  DE 

— \aax-'  + i * *~‘;I  — { Sx-1  — «S 4^:î  x— ,:l  év. 
& « = aax~ 1 +/»’  x—  1 d'f.  Cette  dernic're  eft  jufte- 
ment  celle  qu’auroit  donné  , un  peu  plus  facilement  , la 
fécondé  décerminatrice  qui  donnoit  u = a1x~'.  Car 

x fubilitué  à « dans  l’éq  ; xl  a' a'  xu  - \-a 5 = 0 la 

change  en  x~ ' - — a'  + a'  =0  : ce  qui  manifefte  deux 
ordres  , dont  les  expofànts  font  — 1 & o.  11  n’y  a donc 
qu’une  différence  1 , & la  forme  de  la  Série  elt  Ax  1 
4-  Bx  1 + Cx  9 41  Dx  — 4 &c . valeur  qui  étant  fubf- 
tituée  à u dans  l’équation , 

*!«î  = . . . . A'x-  V }AABx-  AACxr  '+iAADx~  *b&c. 

4~  %ABB  6ABC 
4-  B> 

— 4*xu=- — M'A—a'Bx  ’~'—a'Cx~‘  * — a'Dx  "" ! —u  'Ex  ~~  ‘r-^-ô’c. 

4-4f  = 4>  4- 


donne  ces  équations 

*' A 4-  a>  = o ....  . c’eft-k-dire  , A 41 

A * 4,J?==  0 B a> 


3AAB 4>C=o 

3 AAC  3 AB  B a'D  = O . . . 

' SAAD  + 6ABC+B* 4!£  = o . 

&c. 


. . C=  34* 

. . D — 104* 

. . £ = 4î>*‘ 
Ûc. 


Donc  u — a'x— ' 4.4’x— * 4-j*4x—'  4*  * 

+ 49',<x  5 &(-  Ainfi  la  valeur  cherchée  d’^  en  x s’ex- 

prime par  trois  Séries  defeendantes  . vna  + tfé-  — — 

J X 2X 


3aa  .•  *'  105 a'  a a 

— ~Z~  y 1 5 — V-&C.  y=  a — a y/ 

Sx  T x 2 XX  12&XX  x J x 

10  sa'  a aa  a' 

• — - — y -ï—  CEC.  yz=za  4 4- - 

I2«XX  X J X XX 


4’ 

rx  Sx  v x 

2 XX 

?<a4  , ica' 

_L.  . 

494* 

x’  X4  ^ 

xs 

&c. 


113.  Ajoû 


t 
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tig.  Ajoutons  une  Remarque,  qui  fervira  dans  la  Ch.  vu. 
fuite.  On  a vti  [ §.  i io  ] que  quand  la  Sérié  eft  régulière,  ui' 
c’eft-à-dire  , quand  on  fait  ulage  d’une  rqcine  fnnple  de 
l’équation  que  fournit  la  dçtcrminatrice , la  différence  [ » ] 

des  expofants  d’ x dans  le  premier  & le  fécond  [ A x , 

fy  ^ 

Bx  ~ ] termes  de  la  Série  eft  égale  à la  différence  des 

expofants  [ m , mz+zn]  du  prémier  & du  fécond  ordre  des 
termes  de  l’équation.  Il  n’en  elt  pas  de  même  d’une  ra- 
cine y — Ax  = o qui  feroit  multiple.  Si  le  dégré  de  (à 

^ h 

multiplicité  eft  j , c’eft-à-dirc , fi  y — Ax  divife  j fois  la 
fomme  des  termes  du  premier  ordre  m , pourvu  qu’elle 
ne  divife  point  la  fomme  des  termes  du  fécond  ordre  ru  - 
rp»,  la  différence  b — / des  expofants  du  prémier  & fc- 

fa  f- 

cond  terme  de  la  Série  Ax  4"  Bx  , dre.  fera  égale  à , 

qui  eft  la  différence  » des  expofants  des  ordres  m , & m 
=+i»  diviféc  par  j , de  forte  que,  dans  le  fécond  terme, 

. 71 

l’expofànt  d’x  fera  [/  = ] h^~r. 

fy 

Car  puifque  y -r-r- Ax  = o eft  une  racine  dont  le  dé- 

fy 

gré  de  la  multiplicité  eft  j , quand  on  aura  fubftitué  Ax 

4<«  à y,  il  manquera  , à la  transformée  , les  termes 

qui  devroient  être  aux  points  où  la  déterminatrice  coupc 

les  j prémiéres  colomnes  [§.  107]  , c’eft-à-dire,  les  termes 

m m — b m — 2b  2 , . _ , m—jh  j 

X , X u,  x tt  , &C.  jufquau  terme  x u , 

qui  fe  trouvera  à l’extrémité  de  cette  première  détermina- 

trice.  C’eft  donc  de  ce  terme  que  paît  la  féconde  , qui 

portera  fur  fc  prémier  terme  du  fécond  ordre  x” _+"  ” , 

Dd  g dont 


DE  LA  METHODE 


s-'iij. * dont  la  Café  ne  fera  pas  vuide  , puifque  y — Ax  ne  di- 
vilé  pas  la  fomme  des  ternies  du  lccond  ordre.  Ainfi  l’é- 
quation, que  fournit  cette  féconde  détcrminatrice  , elt  de 


m — jh  j j m^ç-n 

cette  forme  x u =o  x , 

» +>  foit  a = Bxh  i ; 

fécond  terme  cft  donc  b=±zn.-. 


L'expofànt  du 


Cette  Remarque  fert  à difcerncr , fans  calcul  , fi  une 
Série  qui  a fon  premier  terme  réel  , n’elt  point  demi- ima- 
ginaire; dans  le  cas  où  la  racine  y — Ax  =o,  qui  don- 
ne le  premier  terme  , divifant  plus  d’une  fois  les  termes 
du  premier  ordre  m , ne  divifè  point  ceux  du  fécond  m 
ce  qui  cft  un  cas  attci  ordinaire.  Alors  fi  j , degré 
de  la  multiplicité  de  cette  racine  , elt  un  nombre  pair , & 
n j différence  des  cxpofànts  des  ordres , un  nombre  im- 
pair; le  fécond  terme  [Bx^  ^ ~j~  ] de  la  Série  eft  à demi 
imaginaire  [§.95]  : il  elt  fùremcnt  réel,  fi  j elt  impair  ; 
mais  n Si  j étant  tous  deux  pairs , il  féra  ou  réel  ou  ima- 
ginaire , félon  que  les  coefficients  des  termes  x^^tJ  & 

x auront  ou  différents  fignes  ou  même  ligne  [§.  9s]. 
Or  c’eft  de  ce  fécond  terme  qu’il  dépend  que  la  Série  foit 
réelle , ou  imaginaire , en  entier  ou  à demi.  Car  l’équa- 
tion qui  donne  ce  terme,  dans  le  cas  dont  nous  parlons, 
n’ayant  que  deux  termes  , n’aura  point  de  racines  multi- 
ples. Ainfi  dès-lors  la  Série  elt  régulière  , & tous  fes  ter- 
mes dès  le  troifiéme  font  réels  [ §.  109]. 

Nous  renvoyons  à donner  des  Exemples  pour  éclaircir 
& confirmer  cette  Remarque  , lorfque  nous  aurons  occa- 

Con 
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fion  de  l’appliquer.  [§§.  13  S.  Ex.  III.  T41  .Ex.  Il  &c.  ] 
U eft  tems  de  faire  ufàge  de  tous  ces  Principes  pour  la  re- 
cherche des  Branches  infinies  des  Courbes.  Nous  paflè- 
rons  enfuitc  à l’examen  des  Points  finguliers. 


CHAPITRE  VIII. 

Des  Branches  infinies  des  Courbes. 

114.  T TNE  Branche  infinie  de  Courbe  s’éloigne  infini- 
V-/  ment  ou  de  l’Axe  des  ordonnées  , ou  de  l’Axe 
des  abfcifles , ou  de  l'un  & de  l’autre.  Les  Branches  A , a 
s’éloignent  infiniment  de  l’Axe  des  ordonnées , mais  non 
pas  de  celui  des  abfcifles  .•  auffi  leurs  abfcifles  infinies 
ont  - elles  des  ordonnées  finies  ou  meme  infiniment  peti- 
tes. Les  Branches  infinies  B , b s’éloignent  infiniment  de 
l’Axe  des  abfcifles , & non  de  celui  des  ordonnées  , parce 
que  les  ordonnées  infinies  ont  des  abfcifles  finies  ou  infi- 
niment petites.  Et  les  Branches  infinies  C , c s’éloignent 
infiniment  des  deux  Axes  : les  abfcifles  infinies  ayant  des 
ordonnées  infinies , & réciproquement. 

On  trouvera  donc  les  Branches  infinies  d’une  Courbe , 
’ en  cherchant  quelles  ordonnées  répondent  aux  abfcifles 
infinies , & quelles  abfcifles  répondent  aux  ordonnées  infi- 
nies ; Ou  en  examinant  ce  que  devient  l’équation  de  la 
Courbe  par  la  fuppofition  d’x  ou  d’y  infinies  [§.92]  : 
Ou  encore,  en  cherchant  le  prémier  terme  des  Séries  des- 
cendantes qui  donnent  la  valeur  d’y  en  x , ou  d’x  eny 
[$.  102].  Car  tout  cela  n’efl  qu’une  même  choie. 

1 1 5.  Mais  le  prémier  terme  de  la  Série  ne  fuflfit  pas 
toujours  pour  s’aflurer  de  la  nature  , & de  la  pofition 

ou 


Pi,IX. 
Fig.  «8.  t 
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Fl.  ix.  ou  meme  île  l’exifténce  , des  Brahches  infinies  e il  faut  Ch.v  n. 
fou  vent  aller  plus  loin  , 6c  calculer  un  certain  nombre  de  5-  »m* 
termes  de  ces  Séries. 

Pour  être  plus  bref  & plus  clair , je  fuppofèrai  qu’il  ne 
s’agit  que  d’une  Série  delccndante  qui  donne  la  valeur  d’jr 
en  x.  Rien  de  plus  aile  que  d’appliquer  ce  que  j’en  vais 
dire  à une  Sérié  qui  donneroit  la  valeur  d’x  en  y. 

Dans  la  Série  defeendante  Ax  -h  Bx*  -f-  Cx  -f-  Dx  -f. 

&c.  les  expofants  i,  4r,  /,&(.  vont  en  diminuant , de 
lorte  qu’à  fuppofer  x infinie  , chaque  terme  eft  infiniment 
plus  petit  que  celui  qui  le  précédé  : 8c  à luppofcr  feule- 
ment x extrêmement  grande , chaque  terme  eft  beaucoup 
plus  petit  que  celui  qui  le  précédé , 8c  beaucoup  plus  grand 
que  celui  qui  le  fuit  [ §.  99  ] . 

Chacun  de  ces  termes  exprime  l’ordonnée  d’une  Li- 
gne , Droite  ou  Courbe , dont  les  équations , [ en  nom- 
mant x l’abfciflc  commune,  8 cy,  «,  /,  /,  &c.  les  ordon- 
nées] feront  y=zAxJ , ttz=Bx  , /=*=Cx^  > s ~Dx , àrc. 
l’ordonnée  Y de  la  Courbe  propofée  étant  égale  à y + u *£* 
t + J &c. 

Si  cette  Série  y u -f-  / ►f  / » &c.  eft  imaginaire , l’abfi- 
cifTè  infinie  a , dans  la  Courbe  propofée , une  ordonnée 
, imaginaire , 8c  la  Branche  infinie  que  devroit  défignet  cette 
Série  eft  imaginaire.  Et  fi  toutes  les  Sériés  defeendantes 
que  peut  fournir  l’équation  d’une  Courbe  font  dans  le 
même  cas  , cette  Courbe  n’a  point  de  Branches  infinies. 

Or  un  fèul  terme  imaginaire  rend  la  Série  entière  imagi- 
naire. 

Si  la  Série  y tt  + t+s  &c.  eft  à demi-imaginaire  [ & 
pour  cela  il  fuffit  d’un  feul  terme  qui  le  foit  ] , des  deux 
abfciflès  infinies  , la  pofitive  8c  la  négative  , l’une  a une 
ordonnée  réelle  , l’autre  une  imaginaire.  Et  fi  l’équation 

ne 
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Ck.vIII.  ne  fournit  point  d’autres  Séries , la  Courbe  n’a  des  Bran-  Pi- 1*. 
i-  ches  infinies  que  d’un  côte  de  l’Axe  des  ordonnées. 

Mais  fi  la  .Série  y 4-  « + 1 +s  » &c • n’a  rien  d’imagi- 
naire , les  deux  abfciiTes  infinies , la  pofitive  & la  négative, 
ont  des  ordonnées  réelles  : la  Courbe  jette  des  Branches 
de  part  & d’autre  de  l’Axe  des  ordonnées.  Une  Série 
re'ellc  indique  ainfi  deux  Branches  infinies  , une  du  côté 
pofitif  & une  du  côté  négatif. 

Pour  favoir  donc  précilëment  le  nombre  des  Branches 
infinies  d’une  Courbe,  il  faut  compter  au  jufte  le  nombre 
des  Séries,  réelles  & demi-imaginaires , qu’elle  peut  four- 
nir ; & dans  ce  compte  une  Série  qui  le  fourche  en  deux, 
trois  , quatre , ou  &c.  fait  deux , trois  , quatre  , ou  &c. 

Séries. 

Ainfi  il  eft  nëceflaire  de  calculer , au  moins  , tous  les 
termes  irréguliers  de  chaque  Série  , pour  être  fur  que  la 
Série  ne  fe  fourche  plus , & n’a  plus  de  termes  imaginai- 
res , ou  en  entier , ou  à demi.  Mais  dès  qu’on  eft  venu 
aux  termes  réguliers,  la  pluralité  des  racines  & les  racines 
imaginaires  ne  font  plus  à craindre.  Il  n’cft  prelque  pas 
befoin  de  connoitre  ces  termes  réguliers  : du  moins  il 
fuffit  d’en  calculer  quelques-uns  des  premiers  fuivant  le 
but  qu’on  le  propofe  dans  (on  Calcul. 

1 16.  La  Série  y -P  » + /-{-<  / érc.  étant  réelle  ; fi  clic 
eft  pofitive  , l’ordonnée  de  l’ablcilïè  infinie  eft  pofitive  : 
elle  eft  au  contraire  négative , fi  la  Série  eft  négative.  Et 
comme  le  premier  terme  de  cette  Série  eft , lui  (èul , infi- 
niment plus  grand  que  tous  les  autres  , x étant  infinie  , 
c’eft  le  ligne  de  ce  premier  terme  qui  décide  de  quel  côté 
de  l’Axe  tombe , à l’infini  , la  Branche  que  défigtie  cette 
• Série. 

b 

Si  le  prémier  termes,  ou  Ax  , conferve  fon  meme 

Introd.  à l'Analyfe  des  Lignes  Courbes.  E e figne. 
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?l.  ix.  figne , foit  que  Pabfciflè  x ait  le  figne  4*  ou  le  figne  — , 
les  deux  Branches  de  la  Courbe  , qui  s’étendent  l’une  du 
côte  des  ablcillès  pofitives , l’autre  du  côte  des  négatives , 
ces  deux  Branches,  dis -je,  tombent  d’une  même  part  de 
l’Axe  des  ablcillès  ; elle  fe  jettent  dans  les  angles  de  luite 
des  ordonnées  de  même  figne. 

Mais  fi  le  changement  de  ►f'  x en  — x change  le  fi- 
gne du  terme  Ax  de  4*  en  — ou  de  — en  -f-,  l’or- 
donnee  de  l’abfcilTe  infinie  pofitive  a un  figne  contraire  à 
celui  de  l’ordonnc'e  de  l’ablcifle  infinie  négative  : les  deux 
Branches  infinies  le  jettent  dans  les  angles  oppofés  des 
coordonnées. 

La  Série  y + u*^  t+s  &c.  étant  demi  - imaginaire  , on. 
jugera  par  le  terme , ou  par  les  termes , demi-imaginaires , 
de  quel  côté  de  l’Axe  des  ordonnées  tombe  la  Branche 
qu’elle  défigne  , & par  le  ligne  4«  ou  — du  prémier  ter- 
mes Ax  de  quel  côté  de  l’Axe  des  ablcillès  elle  tombe. 
On  làura  donc  dans  quel  angle  des  coordonnées  le  jette 
finalement  cette  Branche. 

Mais  fi  la  Série  a plufteurs  termes  demi- imaginaires  , 
qui  foient  tels  qu’ils  donnent  l’exclufion  aux  Branches  in- 
finies , les  uns  du  côté  des  ablcitTes  pofitives , & les  autres 
du  côté  des  ablcillès  négatives  : la  Courbe  n’a  alors  au- 
cune Branche  infinie , non  plus  que  fi  fa  Série  étoit  en- 
tièrement imaginaire. 


1 1 7.  Il  paroît  de  - là  que  pour  le  faire  une  jufte  idée 
d’une  Branche  infinie  de  Courbe  repréfentée  par  la  Série 
b $ Jt  l 

Ax  4-<Bx  4*Cx  *\*Dx  4 *&*•  «1  faut  connoître  les  Li- 

h i 

gnes  que  repréfentent  les  équations  y^Ax  , u — Bx  , &c. 
Ce  font  des  Hyperboles  , quand  les  expofants  h , /’ , &e- 

(ont 


Cn.Virt 

$.  »•<! 
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Ch. VIH.  font  négatifs.  Ce  font  des  Paraboles , quand  ces  expofants  P*  IX. 
S*  il7‘  font  pofitifs.  Arrêtons-nous  un  moment  à confide'rer  ces 
deux  fortes  de  Courbes. 

118.  On  nomme  Hyperbole  la  Ligne  courbe  du  fe-  „ 
cond  Ordre , dont  la  nature  elt  exprimée  par  l’équation 

yz=—  , ou  xy  = a . Il  eft  aifé  d’en  déterminer  tant  de 

points  qu’on  voudra.  Soit  A l’origine,  AB  l’Axe  des  abf.  Fus  <Sf‘ 
cillés , A D celui  des  ordonnées.  On  voit  d’abord  que 
l’abfcidê  AB  = 1 aura  une  ordonnée  BC  = a,  parce  que 

l’éq  : y = ~ donne  y=<t  quand  »■ — De  même 

l’ablcide  A b = * aura  l’ordonnée  b c = 1 , parce  que 

Tcq  : jy  = — donne  y=  1 quand  x = *.  On  a donc 

d’abord  deux  points  C & c de  l'Hyperbole.  Pour  en 
avoir  autant  d’autres  qu’on  voudra , on  prendra  une  abf. 
eide  quelconque  AP  , & on  lui  donnera  l'ordonnée  PM 
quatrième  proportionclle  à AP,  AB,  & BC;  ce  qui  s’exé- 
cute aifément  en  prenant  fur  le  prolongement  de  l’abfcidê 
A P une  partie  P égale  à A B [ 1 ] , & menant  par  les 
points  Q & C la  Droite  QC  qui  coupera  l’ordonnée  PM 
au  point  M . Car  les  triangles  fcmblal  les  QJ* M , QB C 
donnent  QJ3  ou  AP  [ x]  : BC  [*]  QP  [ 1 ]:  PM[ 

CL 

Donc  y = — . Où  l’on  peut  remarquer , que  chaque  abf. 

eide  n’a  qu’une  feule  ordonnée,  parce  que  dans  l’éq:  xy 
= *,  la  variable  y ne  monte  qu’au  prémier  dégré  [§.41  J. 

Cette  condrudion  s’abrége  , en  confidérant  que  puil- 
que  PQj=z  AB , aulfi  QjVl  = C q.  Ayant  donc  le  point 
C de  l’Hyperbole  , on  en  trouvera  tant  d’autres  qu’on 
voudra  en  menant  par  C tant  de  Droites  qu’on  voudra  F's'  7°* 

E c 2 QC q, 
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vu  IX.  Q^Cq,  RCr,SCs,  &c.  terminées  aux  deux  Axes  AB, 
AD  des  coordonnées.  Et  fur  chacune  de  ces  Droites  en 
prendra  QJVI==Cq,  Rm  = Cr  , 5^  = 0$  , Sic.  ou 
qVi  — CQj  rm  = CR  , sp=CS  Sic.  Si  on  aura  les 
points  M , m , ju. , &rc.  de  l’Hypetbole.  On  trouvera  par 
ce  moyen  un  grand  nombre  de  ces  points  , par  lelquels 
on  tracera  allez  cxaékmcnt  une  Hypetbole. 

Ttg.  71.  119.  Plus  rabfciflc  AP  augmente,  plus  l'ordonnce  PM 

diminue.  Si  AP  eft  égal  à 2—  2 AB,  PM  ell  i*=îBC. 
Si  A P vaut  3 = ? A B , P M eft  ] a = J B C , & ainfi  de 
fuite.  Donc  la  Courbe  aproche  toujours  plus  de  l’Axe  des 
abfcifles , mais  l’ordonnée  ne  devient  jamais  nulle  ou  zé- 
ro. Quand  AP  feroit  un  million  de  fois  plus  grande  que 
AP,  PM  leroit  un  million  de  fois  plus  petite  que  BC  , 
très  petite  par  conféqucnt , mais  non  pas  nulle.  La  Cour- 
be CM  F s’aproche  donc  toujours  plus  de  la  Droite  AB  P 
Si  ne  l’atteint  jamais  : c’cft  ce  que  lignifie  le  nom  d'A- 
fyrnptote , qu’on  donne  à cette  Droite. 

Plus  l’abfcifte  Ap  diminue,  plus  l’ordonnée  pm  aug- 
mente. Si  A p eft  égale  à i A B , pmeft  ~ = 2 » = 

2BC.  Si  A p vaut  \ A B,  pmeft  jazsjBC,  8fc.  Et 

lorfque  Ap  devient  nulle  , quand  le  point  p tombe  fur 

l’origine  A,  l'ordonnée  devient  ~ , c’eft-à-dire  , infinie. 

Donc  la  Courbe  CmE  ne  rencontre  l’Axe  des  ordonnées 
A D qu’à  l’infini.  A D eft  donc  une  autre  Afymptote  de 
l’Hyperbole.  En  effet , fi  l’on  confidére  que  l’éq  : xy  — n. 

donne  x = — , aufli  bien  que  y = — , on  comprendra 

d’abord  que  ce  qui  a été  dit  des  y le  peut  dire  également 
des  x.  L’Hyperbole  a donc  deux  Afymptotes , qui  font  lès 
deux  Axes. 

i20.  Si 


Ch.VIIL 
§.  11  a. 
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Ch.vtii 
$.  110. 


120.  Si  l’on  prend  des  abfciflès  négatives  A p , leurs  Pt-ix. 

a l'ig.  7*. 

ordonnées  pm  font  auffi  négatives.  Car  — — eft  une 

grandeur  négative.  Du  refie  > il  en  eft  des  abfciflès  & 
des  ordonnées  négatives  , comme  des  pofitives.  L’éq  : . 

5ey  = <*  fait  voir  que  l’origine  A eft  un  Centre  [ §.  76  ]|. 

La  Courbe  complette  a donc  deux  parties  égales  & lcm- 
blables  EMF,  e m f , dans  les  angles  oppofés  DAB,  bAd 
des  Aiymptotcs  .,  defquéls  angles  ces  Branches  ne  fortent 
pas , & par  conlèquent  ne  fe  rencontrent  point  l’une  l’au- 
tre. Les  Anciens  , regardant  comme  deux  Courbes  ces 

Eortions  détachées , les  nommoient  les  Hyperboles  oppofées. 

es  Modernes  les  comprennent  toutes  deux  fous  le  nom 
d’Hyperbole , parce  que  ces  deux  parties  ne  font  qu’une 
feule  Courbe , exprimée  par  une  feule  équation  irréductible 

y = — , ou  xy  ==.  a [ §.  2 1 ]. 

1 2 1 . Il  n’en  efl  pas  de  même  des  Hyperboles  conjuguées.  üg-n\ 
C’cft  le  nom  qu’on  donne  aux  Hyperboles  EM®,  t f*  <p 
décrites  dans  les  angles  D A b , BAd  des  coordonnées  de 
Agnes  contraires  , telles  que  réunies  avec  les  précédentes 
EMF , emf,  chaque  ablciflè  AP,  Ap,  pofitive  ou  né- 
gative, a deux  ordonnées  égales  PA/,  PM,  ou  pit,  pm, 
l’une  pofitive  l’autre  négative;  & réciproquement  que  cha- 

3ue  ordonnée  A Q^,  A q , foit  pofitive  foit  négative  , ait 
eux  abfciflès  Q M,  , ou  qM,  qm,  l’une  pofitive, 
l’autre  négative.  Enforte  que  les  deux  Droites  b B , D d , 
font  en  même  tems  des  Diamètres  & des  Contre- Diamè- 
tres [ § §.  70  & 73  ] . Comme  l’équation  des  deux  Hy- 
perboles EMF  , emf  efl  y = — , ou  xy  — <*  = o 

celle  des  deux  autres  EM®,* *t*ç  eft^= — — , ou  xy-f- 

* ■’  3C 

Ee  3 m~oy 
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Pl. ix.  tL  = o.  L’équation  qui  repréfcntc  les  quatre  parties  des  Ch.viii. 
Hyperboles  conjuguées  fera  donc  x'y' — = o , pro- 

duit  de  ces  deux  e'q  : xy * = o , xy  + a.  = o , [ §. 

20].  Cette  équation  donne  y' =-~i , qui  a deux  raci- 
nes, i°.  y ==-h  , qui  reprérente  les  Hyperboles  EMF , 

emf,  20. _y= — — , qui  exprime  les  Hyperboles  EM 4», 

tfxtp.  Mais  cette  éq:  xxyy — = o étant  réductible  en 
deux  autres , les  quatre  parties  des  Hyperboles  conjuguées 
ne  peuvent  pas  être  regardées  comme  une  feule  Courbe  , 
mais  comme  le  fyftème  de  deux  Hyperboles. 

122.  A l’imitation  de  l’Hyperbole  .fimplc  dont  l’équa- 
tion cft  y = — , & des  Hyperboles  conjuguées  que  re- 

X 

préfentc  l’e'q  : y'  = — , & pour  étendre  la  théorie  de  ces 

Courbes  à toute  la  généralité'  poflîble,  on  a donné  le  me- 
me nom  d 'Hyperbole  à toutes  les  Courbes  que  peut  expri- 

/ et  / — k r . 

mer  l’équation  générale  y = ~ \ * ou  y = * x > toit 

y — t^x  ^ ■==.  Ax  ^ en  prenant  A=*x'1.  Equa- 
tion qui  peut  ctre  de  tous  les  Ordres,  lèlon  les  valeurs 
qu’on  donnera  aux  expofants  indéterminés  k & /,  que  je 
fuppolè  des  nombres  entiers  pofitifs.  Si  k=z  1 =/,  cet- 
te équation  générale  fe  réduit  à y = * x , ou  xy — *> 
qui  cft  du  fécond  Ordre  & repréfente  l’ Hyperbole  jimple  , 
ou  ordinaire.  Si  k=i  & /=2,  l’éq  : générale  devient 
/ — Ax—1  *,  ou  y‘  = «*x—  1 , foit  xy'  =*>  qui  cft 
du  troifiémc  Ordre  & repréfente  l 'Hyperbole  cubique.  Si 

k = 2 
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Cm. vin  * = 2 = l , l’e'quation  eft  y1  = a x ~ ! , ou  x’y  = a Pt.  IX. 
5.  na.  du  quatrième  Ordre  ; mais  on  a vu  [ §.  prêt.  J qu’elie 
peut  le  réduire  à deux  équations  du  fécond  Ordre.  Cette 
gradation  des  Hyperboles  peut  aller  à l’infini , & toutes  la 
lirite  de  ces  Couibes  reprélèntées  par  l’équation  generale 

yl  =#x  ^ OU  y=Ax  l s’apellc  la  Y ami  lie  des 

Hyperboles , Pillage  des  Géomètres  étant  d’apcller  de  même 
famille  * les  Courbes  dont  les  équations  ne  différent  que 
par  les  expolànts  de  x & de  y. 

Toutes  ces  Hyperboles  ont  leurs  Axes  pour  Afympto- 

. — k:l  A . r ■ 

tes.  Car  dans  I eq  : y = A x = -jry  , * infinie 

xK  ' 

rend  y infiniment  petite  , & x infiniment  petite  rend  y in- 
finie [§.  78.  79  ].  D’où  l’on  conclud  , comme  pour 
l’Hyperbole  fimple  [ §.  119],  que  la  Courbe  s’aproche 
d’un  côte'  infiniment  de  l’Axe  des  abfcifics  en  s’éloignant 
infiniment  de  celui  des  ordonnées  ; & que  de  l’autre  côté 
elle  s’aproche  infiniment  de  l’Axe  des  ordonnées  en  s’éloi- 
gnant infiniment  de  l’Axe  des  abfcilTès. 

12 j.  La  Farabole  eft  une  autre  Courbe  du  fécond 

DC  X 

Ordre  , dont  l’équation  la  plus  fimple  eft  y = — , ou 

7 = xx,  en  prenant  « pour  l’unité'.  Les  ordonnées  [y] 
font  donc  proportionellcs  aux  quarrés  [rx]  des  abfcilîès. 

D’où  il  fuit  que  la  Courbe  AE  va  en  s’éloignant  à l’infi-  Fig.  7+. 
ni  de  l’Axe  AD  des  ordonnées  & de  l’Axe  AB  des  abf. 
ciflès,  mais  infiniment  plus  de  celui-ci  que  de  celui-là;, 
parce  que  l’abfcifle  AB  ou  DE[x]  étant  fùppofée  infinie, 
l’ordonnée  BE  [y  ou  xx]  eft  infiniment  infinie.  Et 
puifque  l’abfcillè  [x],  pofitive  ou  négative,  a Ion  quarré 

L **  ] 

* Wolf  11  Aruilyf.  §.  383. 
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Pu  ix.  [**]  pofitif,  l’ordonnée  [jv  ou  xx  ] lèra  toûjours  pofi-  Ch.vtii. 
tive.  La  Parabole  jette  donc  , dans  les  deux  angles  des  S-1*!* 
ordonnées  pofitivcs  / deux  Branches  infinies  AM  , A/<, 
avec  Icfquellcs  elle  embraflè,  pour  ainfi  dire,  l’Axe  des  or- 
données AD,  à la  direction  de  laquelle  la  Courbe  apro- 
che  toûjours  plus  de  devenir  parallèle  , fans  y parvenir 
néantmoins  qu’à  l’infini.  Car  on  peut  concevoir  la  Para- 
bole comme  décrite  par  le  concours  de  deux  mouvemens, 
l’un  de  la  Droite  AD,  qui  toujours  parallèle  à elle -même 
glillc  le  long  de  AB,  l'autre  d’un  Point  A qui  s’avance 
fur  cette  Droite  mobile  AD  de  A vers  D.  Le  mouve- 
ment de  la  Droite  A D lèra  (uppofé  uniforme  , les  efpaces 
parcourus  Am,  An,  Ap , Aq  , Ar  , &c.  étant  proportionels 
au  tems  que  la  Droite  employé  à palTer  de  AD  en  mD , 
nD,  pD , qD , rD  , &c.  Le  mouvement  du  Point  A fur 
la  Droite  AD  fera  lüppofé  accéléré.  D’abord  infiniment 
petit  , il  augmente  continuellement  félon  la  raifon  des 
quarrés,  enlbrte  que  les  efpaces  mM,  nN,  pP,  qQ^rR  , 

&c.  décrits  dans  les  tems  proportionels  à Am , An , Ap , 

Aq  , Ar , &c.  font  comme  les  quarrés  de  ces  tems.  Dans 
cette  fuppofition , il  eft  clair  que  la  direction  de  la  Cour- 
be, c'elt-à-dire , la  direction  du  Point  qui  la  décrit , par- 
ticipe de  lès  deux  mouvemens  ; l’un  par  lequel  il  s’éloigne 
de  A B en  coulant  fur  la  Droite  AD , l’autre  par  lequel  il 
s’éloigne  avec  la  Droite  AD  de  la  première  pofition  de 
cette  Droite  mobile.  Et  l’on  voit  que,  de  ces  deux  mou- 
vemens , le  lècond  , qui  eft  uniforme  & fini  , furpaflè  d’a- 
bord infiniment  la  vitcllè  nailTànte  du  Point  A fur  la  Droi- 
te AD  ; ce  qui  fait  que  la  direction  de  la  Parabole  à Ion 
origine  eft  comme  parallèle  à AB  , ou  plûtôt  fur  AB. 

Mais  cette  viteftè  du  Point  A fur  AD  allant  toûjours  en 
croilTànt , & s’accélérant  fuivant  la  progrelfion  des  quarrés 
o,  1 , 4,  9,  1 6 , &c.  égale  bientôt,  & puis  furpaflè  la 
viteflè  de  la  Droite  mobile  AD;  ce  qui  rend  la  direction 
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Ch.viit.  de  la  Parabole  moyenne  entre  celles  des  Droites  A B , 
aD:  mais  elle  gagne  toûjours  de  plus  en  plus  vers  la 
Direction  A D , au  parallélifmc  de  laquelle  elle  tend  , & 
parvient  à l’infini  , parce  qu’à  l’infini  le  mouvement  du 
Point  A félon  AD  ell  infiniment  plus  vite  que  le  mouve- 
ment de  la  Droite  A D félon  A B.  Au  relie  > ce  que  nous 
venons  de  dire  de  la  Branche  AM  doit  s’entendre  égale- 
ment de  la  Branche  Afx , qui  lui  cfi  pareille , & meme  éga- 
le & femblable  fi  A D ell  perpendiculaire  à A B. 

124.  Il  y a plufieurs  manières  de  décrire  la  Parabole  , 
& de  trouver  géométriquement  autant  de  lès  points  qu’on 
voudra.  En  voici  une  allez  fimple , & qui  a l’avantage  de 
réulfir  auffi  bien  quand  les  coordonnées  font  entr’elles  un 
angle  oblique , que  quand  elles  font  perpendiculaires  l’une 
à l’autre. 

Sur  l’Axe  des  ablcilTes  AC  , prenez  dès  l’Origine  A 
une  partie  A C égale  au  Paramétre  [ c’eft  le  nom  qu’on 
donne  à la  Droite  confiante  * qui  régie  la  grandeur  de 
la  Parabole  & que  nous  avons  prilè  pour  l’unité  ] , & me- 
nés C F parallèle  à l’Axe  des  ordonnées  A D.  Cette  pré- 
paration faite , fi  vous  voulez  avoir  l’ordonnée  d’une  abf- 
cilfe  quelconque  Am[ou  An,  Ap,  &c.  ] portez  lur  CF 
la  longueur  de  cette  ablcifiè  Am  de  C en  p.  La  Droite 
A (*  retranche  de  mZ,  menée  par  m parallèlement  à AD, 
l’ordonnée  mM  , dont  le  lbmmet  M efi  un  point  de  la 
Parabole.  Car  les  triangles  femblables  AmM,  AQk  don- 
nent cette  proportion  Am[x]:mM[j»]  = AC  [ a ] : 

Cf * ou  Am  [xj.  Donc  ay—xx  ou  y= — , qui  eft 

Ct 

l’équation  de  la  Parabole.  Ayant  déterminé  par  cette  ConC- 
tru&ion  un  grand  nombre  de  points  M,  N,  E,P,  Q^&c. 
on  tracera  ailèment  la  demi  - Parabole  A E & l’autre 
moirié  A M le  décrira  de  même. 

Introd.  à P Analyfe  des  Lignes  Courbes.  F f 1 2 5 . On 


Pl.  IX. 


Fig.  7f. 
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Pi.  ix.  125.  On  voit  par  cette  dcfcription  que  la  Parabole  n’a  Ch.vto. 
point  d'Afymptote  , point  de  Droite  dont  elle  s’aproche  s' 
toujours  làns  l’atteindre  jamais.  Si  on  veut  lui  en  fuppo- 
fer , il  fàudroit  en  imaginer  deux  parallèles  à l’Axe  A D , 
mais  à une  diftance  infinie  de  part  & d’autre.  Car  il  eft 
vrai  que  les  Branches  AM,  A M de  la  Parabole  s’apro- 
chent  toujours  plus  de  ces  Droites  conçues  infiniment  éloi- 
gnées , que  leurs  directions  tendent  toujours  plus  à deve- 
nir parallèles  à celles  de  ces  Droites,  & qu’elles  coïnci- 
dent avec  elles  à l’infini  , ce  qui  eft  le  caractère  des  A- 
fymptotes  [ §.  1 1 9 ] . Mais  la  diftance  infinie  à laquelle 
on  eft  oblige  d’imaginer  ces  Alÿmptotcs  , ne  permet  pas 
de  les  tracer  , ou  de  les  afiïgner  , ce  qui  fait  dire  que  la 
Parabole  n’a  point  d’Alÿmptotes. 


126.  La  Parabole  ordinaire,  ou  fimple,  que  nous  ve- 
nons de  définir,  eft  , comme  l’Hyperbole  fimple  , mère 
d’une  nombreufè  Famille.  C’eft  celle  de  toutes  les  Cour- 

h 

bcs  que  reprèfente  l’équation  générale  y — ■ — — ou 


y=zx  , en  prenant  toûjours  *,  qui  eft  le  Paramétre, 
pour  l’unité.  L’expofànt  h peut  être  un  nombre  entier  , 
k 

ou  rompu  [=  — ],  mais  pofitif ; car  s’il  etoit  négatif, 

réq.*.y=x  *’  fèroit  celle  de  quelque  Hyperbole 

[ §.  122  ]. 

Si  l’on  fê  reprélênte  toute  cette  Famille  des  Paraboles, 
Ke-  76.  décrites  fur  les  mêmes  Axes  AB,  AD  avec  un  même  Pa- 
ramétré AC=  1 , on  verra  qu’elles  ont  toutes  un  même 
point  commun  E.  Car  à l’abfciflê  [x]  AC=  1 , répond 
dans  chaque  Parabole  une  même  ordonnée  [ y ] CE=  1 
h 

puifquc  l’éq  : y — x donne  y =s  1 quand  x = 1 . De 

plus. 
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Ck  VHL  plus  , fi  l’on  compare  deux  Paraboles  quelconques  , on  Pl- 
S-  ,ltf-  verra  que  celle  qui  a le  plus  grand  expofànt  h a auffi  la 
plus  grande  ordonnée , lorfque  l’abfcifle  A P forpaftê  l’uni- 
té ou  le  Paramétre  AC,  mais  qu’elle  a la  plus  petite  or- 
donnée, quand  l’abfcifle  Ap  eft  moindre  que  le  Paramé- 

h 

tre  , ou  l’unité  AC.  Car  Toit  y = x l’équation  de  la 

EJ 

Parabole  A mEAf,  celle  de  la  Parabole  A,wEM 

[ H eft  fuppofé  plus  grand  que  h ].  Donc  , fi  l’on  prend 
une  ablcifl'e  commune  [xj  AP  ou  Ap,  les  ordonnées 

h H 

P M,  PM,  ou  pm,  p/u  font  entr’clles  comme  x , x . 

H 

Mais  , fi  x forpafiè  l’unité , la  puiflànce  fupérieurc  x for- 

paflè  l’inférieure  x3 . Donc,  quand  [x]  AP>AC[i]> 

PM  [ x*]  > P M [ x°  ].  Et  fi  [Ap]  x cil  moindre  que 
l’unité  [ A C ] , x eft  une  fra&ion  , dont  la  puifiance  plus  . 

élevée  [ p n ] eft  moindre  que  la  puiflànce  moins  éle- 

vée  x [pm]. 

127.  Entre  ces  Paraboles  fo  trouve  la  Ligne  droite 
A EF  , qui  coupe  en  deux  également  l’angle  DAB  des 
coordonnées.  Elle  eft  repreTentée  par  l’éq  : y — x , qui 
réfulte  de  la  fuppofition  h rm  , ou  k = /.  Cette  Droite 
eft  moyenne  entre  les  Paraboles  AmE A/,  A «EM  qui  ont 
l’expofant  h > 1 , ou  k ;>  / , & les  Paraboles  AnEAf» 

A v E N , dans  l’équation  defquelles  h < 1 , ou  A < /.  Les 
prémiéres  tournent  leur  concavité  , & lés  dernières  leur 
convexité  vers  A D.  Mais , fi  l’on  y prend  garde  , on 
verra  bientôt  que  celles-là  font  les  memes  que  celles-ci, 
fi  ce  n’eft  que  les  unes  ont  AB  pour  l’Axe  des  abfcifles 
& A D pour  l'Axe  des  ordonnées  , au  lieu  que  les  autres 
ont  AB  pour  l’Axe  des  ordonnées  , & AD  pour  l’Axe 

F (2  des 


1 
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tL.lx.  jes  Car  l’éq  : y=x*‘  où  k > /,  eft  la  même  Ch  viIT* 

l-k\  t'1'7- 

que  l’éq  .•  x =j/  ' ou  l < k . Prenant  donc  x pour  y 
& y pour  x , c’eft-à-dire , changeant  l’Axe  des  ablcifles  en 
celui  des  ordonne'es  & réciproquement , la  même  équation 
réprélènte  la  Parabole  AmEA/  & la  Parabole  AnE^  qui 
fbnt , l’une  d’un  coté , l’autre  de  l’autre  de  la  Droite  AEF. 

128.  Par  ces  Remarques  on  peut  fè  Former  une  ide'c 

d’une  Branche  de  Parabole , de  quelque  Ordre  quelle  (oit. 

Quoiqu’elles  différent  beaucoup  des  Hyperboles , ces  deux 

Familles  de  Courbes  font  pourtant  reprélcntées  par  l’équa- 

/ k ni  k:l  r . A h 

tion  commune  y =« x , ou  y = * x loit  y = Ax 

[ en  prenant  A = *1  1 , & £ = Cette  équation 

défigne  des  Paraboles  , quand  -y  ou  k eft  pofitifi  Elle 

exprime  des  Hyperboles  , quand  cet  cxpofànt  eft  négatif 
Mais  pour  connoître  le  nombre  & la  pofition  des  Bran- 
ches de  ces  Courbes  , pour  favoir  dans  quels  angles  des 
coordonnées  elles  fe  jettent  , il  Faut  faire  attention  & au 
Paramétre  a , qui  peut  être  poFitiF  ou  négatiF , & aux  ex- 
pofànts  ly  qui  peuvent  être  pairs  ou  impairs.  [$.95]. 

■ 1.  Si  k & / font  tous  deux  impairs , 'x~  puiftànce  im- 
paire de  x a le  même  figne  que  x.  Donc  axk[  = j*  ] 
aura  le  même  ligne  que  x , fi  a.  eft  pofitiF  ; elle  aura  un 
figne  contraire  , fi  « eft  négatif  Et  y , racine  impaire 

de  y y ayant  le  même  Figne  que  y [ = « x*  } , aura  le 
Pl.x.  même  figne  que  x,  fi  » êft  pofitiF,  elle  aura  un  figne 
F«-  77-  contraire , fi  a.  eft  négatif  Dans  le  premier  Cas , la  Cour- 
be étend  Fes  Branches  dans  les  angles  DAB  , b Ad  des 
coordonnées  de  meme  figne  ; & dans  le  Fécond  Cas  , elle 

les 
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Ch.vïiï.  les  a dans  les  angles  D A b , B A d des  coordonnées  de  Pi.  x. 
u8-  différens  lignes.  Dans  l’un  & l’autre  Cas  , les  deux  Bran- 
ches font  de  part  & d’autre  des  deux  Axes. 

_ . fe 

II.  Si  k cft  pair  & / impair , x , puiftance  paire  de  x, 
eft  pofitive , quelque  ligne  qu’on  donne  à x.  Ainli 

«x*  [=/]  eft  pofitive  ou  négative,  félon  que  a eft  po- 

fitif  ou  négatif:  &_y,  racine  impaire  dey  , eft  de  meme 

ligne  que  y [=«x*],  c’cft-à-dire,  pofitive  ou  négative, 
félon  que  « eft  pofitif  ou  négatif  Dans  le  premier  Cas , 
la  Courbe  étend  lès  Branches  dans  les  angles  DAB,  DAb 
des  ordonnées  pofitives.  Dans  le  lècond  Cas,  elle  les  jet- 
te dans  les  angles  d A B , d A b des  ordonnées  négatives. 

Dans  l’un  & l’autre  , les  deux  Branches  font  de  part  & 
d’autre  de  l’Axe  des  ordonnées , mais  d’une  meme  part  de 
l’Axe  des  ablcilTes. 

III.  Si  d eft  impair  & l pair,  x* , puiflance  impaire  de 

k l 

x , aura  le  même  ligne  que  x.  Ainli  «x  [=y  ] fera 
pofitive , fi  a & x ont  le  même  ligne  ; elle  fera  négative  , 
fi  les  fignes  de  « & de  x font  contraires.  Et  y , racine 

impaire  de  y [ = «x  ],  fera  imaginaire,  fi  y cft  négati- 
ve ; mais  elle  lcra  réelle , & aura  les  deux  fignes  Hh  & — , 

fi  y1  eft  pofitive.  Donc  y eft  imaginaire  , lorlque  » & x 
ont  différent  ligne  ; & lorlque  * & x ont  le  meme  ligne, 
y a deux  valeurs  égales , mais  l’une  pofitive  & l’autre  né- 
gative. Ainli,  a étant  pofitif,  la  Courbe  étend  deux  Bran- 
ches dans  les  angles  de  fuite  B AD,  B Ad  des  ablcillès  po-  7 
fitives  : mais  a étant  négatif,  la  Courbe  étend  lès  Branches 
dans  les  angles  DAb,  b Ad  des  ablcilTes  négatives.  Elle 
eft  donc  toute  d’un  même  côté  de  l’Axe  des  ordonnées  ; 
mais  elle  le  jette  de  part  & d’autre  de  l’Axe  des  ablcilTes. 


F f 1 IV.  Enfin, 


J 
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ru  x.  1 V.  Enfin  , fi  k & / font  tous  deux  pairs  , la  Courbe 
eft  imaginaire , quand  <t  eft  négatif  : mais  elle  a quatre 
Branches  réelles  , une  dans  chacun  des  quatre  angles  des 

coordonnées , quand  * eft  pofitif!  Car  x , puiflàncc  pai- 

* . k l 

rc  de  x , étant  toujours  pofitive  , «x  [==y  ] eft  né- 
gative , & y , racine  paire  de  y , toujours  imaginaire , lort 
que  * eft  négatif  Mais  lorfquc  <*  eft  pofitif,  «x  [ — y ] 

eft  toujours  pofitive , & y , racine  paire  de  y , a toûjours 
deux  valeurs  égales , une  pofitive , une  négative.  Donc  , 
a.  étant  pofitif,  chaque  abfcifie , foit  pofitive  (bit  négative, 
a deux  ordonnées  , une  pofitive  & une  négative  ; ce  qui 
fait  quatre  Branches  , une  dans  chacun  des  quatre  angles 
Fig.  80.  des  coordonnées. 

129.  Toute  Branche  infinie,  en  s’éloignant  de  l’Ori- 
gine , prend  infènfiblcmcnt  la  nature  d’une  Branche  d’Hy- 
perbole  ou  d’une  Branche  de  Parabole.  Elle  en  diffère 
peu  à une  grande  diltancc;  & elle  (è  confond  exactement 
avec  elle  à l’infini.  De-là , toutes  les  Branches  infinies  des 
Couibes  (e  divilênt  en  deux  Genres,  les  Branches  Hyper- 
boliques , & les  Branches  Paraboliques.  Lés  Hyperboles  , 
& par  conféquent  les  Branches  hyperboliques  ont  une 
Afymptote  [§.  119],  & les  Paraboles  & les  Branches  pa- 
raboliques n’en  ont  point  [6.  125  ] : c'eft-Ià  leur  carac- 
tère diftin&if  *. 

h i k l 

1 jo.  Quand  on  a la  Série  Ax  + Bx  Cx  -P  Dx  &c. 

3ui  exprime  l’ordonnée  d’une  Branche  infinie , H eft  aifé 
c connoitre  fi  cette  Branche  eft  hyperbolique  ou  parabo- 
lique. 


* Ncwtok,  Emaner . lin.  tert.  or  Unis.  IL  $• 


Ch.VIIL 

f.  iiï. 
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Ch.viïï.  lique.  Qu’on  prenne  tous  les  termes  de  cette  Sé rie , où 
§.  «jo.  i’cxpofànt  de  x eil  pofitif  ou  zéro  , Si  que  leur  lommc 
foit  nommée  v.  Si  la  Ligne  dont  x Si  v font  les  coordon- 
nées elt  une  Droite , la  Branche  de  Courbe  elt  hyperbo- 
lique Si  cette  Droite  elt  l’Alÿmptote.  Au  contraire  , la 
Branche  de  Courbe  dt  parabolique  , fi  la  Ligne  dont  x 
elt  i’ablcilTe  & v l’ordonnée  n’elt  pas  une  Droite. 

t}t.  Je  dis  i°.  que  fi  la  Ligne  dont  x Sc  v font  les 
coordonnées  elt  une  Droite , la  Branche  infinie  que  répré- 
fcnte  la  Série  v + dre.  elt  une  Branche  hyperbolique,  qui 
a pour  Alÿmptote  cette  Droite.  Car  tous  les  termes  fui- 
vants , où  x a un  expolànt  négatif,  font  une  fomme  d’au- 
tant plus  petite  que  x elt  plus  grande  [ §.  99  ] , Si 
fc  réduifent  à rien  quand  x dt  infinie.  Donc  l'ordon- 
née T de  la  Courbe  aproche  toujours  plus  de  légalité 
avec  l’ordonnée  v de  la  Droite , Si  lui  devient  égale  quand 
x devient  infinie  : c’elt-à-dire  , que  la  Courbe  aproche 
toûjours  plus  de  la  Droite  & le  confond  avec  elle  à l’infi- 
ni. Cette  Droite  elt  donc  Alymptote  [ §.  1 19  J , Si  la 
Branche  de  Courbe  une  Branche  hyperbolique  [ §.  129]. 

Afin  que  les  termes  v foient  l’ordonnée  d’une  Ligne 
droite , il  faut  que  x , dans  ces  termes  , ne  pafle  pas  le 
premier  degré  [ $.  40  ] . Ces  termes  feront  donc  ou  zéro, 
ou  une  confiante  B,ousfx,  ou  Ax>\*B.  S’ils  font 
zéro  , c’eft  - à - dire , fi  x , dans  le  premier  terme  de  la 
Série,  a un  expolànt  négatif;  l’équation  de  i’Alymptote  elt 
dt  -v  =0  , ce  qui  défigne  l’Axe  des  abfcilTês  [§.40. 111. 1]. 
Si  les  termes  v fc  réduifent  à B , l’équation  de  l’Alÿmpto- 
te  v ~ B indique  une  Droite  qui  dt  l’abfeillè  de  l’ordon- 
née B [ §.  40.  II.}].  Si  les  termes  v ne  font  que  le  ter- 
me Ax , l’éq  : v = Ax  donne  pour  l’Alymptote  une 
Droite  qui  pafiè  par  l’Origine  & qui  dt  tellement  indince 
aux  deux  Axes , que  le  Sinus  de  l’angle  qu’elle  fait  avec 

les 
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Tl, x.  les  abfcifles , eft  au  Sinus  de  l’angle  quelle  lait  avec  les  or-  Ch.vitï. 
données,  comme  A eft  à l’unité  [ §.  40.  11.  1 ].  Enfin, 
fi  les  termes  v font  Ax-\-B  , l’Afÿmptote  repre'fêntée  par 
i’éq  : v — Ax  + B , eft  une  Droite  qui  pa(Te  par  l’cxtré- 

1 jg 

mité  de  l’ordonnée  B & de  l’abfcifTe  — — , faifànt  avec 

les  abfcifles  & avec  les  ordonnées  des  angles  dont  les  Si- 
nus font  entr’eux  comme  A à 1.  [§.  40.  1 J. 

132.  Cette  même  Branche  hyperbolique,  qui  a une 
Afymptote  droite , a auffi  une  Afymptote  courbe , ou  plu- 
tôt elle  en  a une  infinité.  Car  plus  on  prendra  de  ter- 
mes de  la  Série,  plus  on  aprochera  de  la  valeur  d'T. 

Donc  fi  on  décrit  une  Courbe  , qui  ait  x pour  abfcifle , 

& pour  ordonnée  v avec  un  ou  plusieurs  des  termes  fui- 
vants  de  la  Série , cette  Courbe  fera  une  Afymptote  de  la 
Courbe  propofée , qui  s’en  aprochera  d’autant  plus  à l’in- 
fini , qu’on  prendra  un  plus  grand  nombre  de  termes  après 
v.  Mais  aulfi  l’équation  de  cette  Courbe  Afymptote  de- 
vient d’autant  plus  compoféc.  Ainfi  , comme  le  premier 
terme  d“  ceux  qui  fuivent  v vaut  lui  fèul  infiniment  plus 
que  tous  les  autres  [§.  78  ] , la  Courbe , qui  a pour  or- 
donnée les  termes  v avec  le  prémier  terme  qui  fuit , c’cft- 
à - dire  avec  le  prémier  terme  de  la  Série  où  x a un  ex- 
pofant  négatif,  eft  proprement  celle  qu’on  nomme  l’A- 
lÿmptotc  courbe  de  la  Branche  infinie  repréfêntéc  par  cette 
Série.*  & cette  Courbe  eft  une  Hyperbole. 

fg-  8x.  sQ;t  ^ l’origine;  AB  , AC  les  deux  Axes  ; A P [x] 
une  ablcifie  ; P M [ T J l’ordonnée  de  la  Courbe  propofée 
Mm  ; PO  O]  l’ordonnée  de  PAlÿmptote  droite  BCO  ; 

P N t'y  + /]  l’ordonnée  de  l’Afymptote  courbe  N11  [/  eft 
le  prémier  terme  de  la  Série  où  x a un  expolant  négatif; 

nous  le  fuppofèrons  égal  à Cx  *’  ] : Je  dis  que  cette 

Courbe 
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Ch. vin.  Courbe  N n eft  une  Hyperbole  , dont  on  peut  regarder  pu  XI, 
$•  i)i.  CO  comme  i’abfciflè  , & ON  [/]  comme  l’ordonnée.  Car 
les  parallèles  A C , PO  donnent  A B : BC  = AP  : CO . La 
raifon  de  A B à B C eft  donnée  , puifque  l’angle  BAC  des 

deux  Axes  , & les  côtés  A B [ — & AC  [fî]  du 


B K 

triangle  ABC  font  donnés.  Que  ^ , ou  B : K , ex- 
prime la  raifon  de  A B à B C . Donc  B : K = A B [ x ] : 

r K JJ  J 

CO  [z  ].  Ainfi  l’abfcilTe  Z eft  -g-  , ou  x — £ , & 

l’ordonnée  t [ Cx  ~\  = ~— — T~,z  * L’équa- 

K 

q ÿf  • é:  l 

tion  de  cette  Courbe  N n eft  donc  t = —r—  z 1 > 

K~k:l 


l C K k 

ou  t 1 = — -r-  z , qui  eft  l’équation  d’une  Hvpcrbo- 
Br 

le  [§.  122  2» 

La  pofition  des  Branches  de  cette  Hyperbole  - alÿmp- 
tote  eft  déterminée  par  le  coefficient  C & par  l’expofant 

^ i 

j du  terme  t [ = Cx  ’ ].  Si  le  coefficient  a,  à 


l’infini , le  même  figne  qu’î> , les  Branches  tombent , par 
raport  à l’Axe  des  ablcifles,  au-delà  de  l’Alymptote-droi- 
te  : mais  elles  tombent  en  - deçà , c’eft-à-dire  , entre  l’Axe 
& l’Alÿmptotc  , fi  v & 4 ont  à l’infini  des  lignes  con- 
traires. 


£ 

Quant  à I’expofànt  — y , fi  k & / font  tous  deux 
impairs  , les  deux  Branches  de  l’Hyperbole  - alÿmptote 
bitrod.  à l'Analyfe  des  Lignes  Courbes.  G g tom- 
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tu  xi.  tombent  de  part  & d’autre  de  l’Axe  des  ordonnées , & de  Ch  viit, 
part  & d'autre  de  l’Axe  des  abfciftès,  qui  eft  ici  l’Alymp-  S'1!4* 
tote- droite.  Si  k eft  impair  & / pair,  les  deux  Branches 
tombent  de  part  & d’autre  de  l’Axe  des  ordonnées  , mais 
d’une  même  part  de  l’Axe  des  ablciiïès  , qui  eft  ici  l’A- 
fymptote  droite.  Si  k eft  pair  & / impair,  les  deux  Branches 
tombent  d’une  même  part  de  l’Axe  des  ordonnées,  & de 
part  & d’autre  de  l’Axe  des  abfcifles  ou  de  l’Alvmptote 
droite.  Et  fi  k & / lont  tous  deux  pairs,  l’Hyperbole - 
afÿmptote  a quatre  Branches  qui  fê  jettent  dans  chacun 
des  quatre  angles  que  fait  l’Alymptote  droite  avec  l’Axe 
des  ordonnées;  angles  que  nous  apellerons , dans  la  fuite, 
les  Angles  nfymptotiques,  [ 128], 

La  pofition  des  Branches  de  l’Hypeibole- afÿmptote 
détermine  celle  des  Branches  infinies  de  la  Couibe  dont 
elles  (ont  alÿmptotes  : Du  moins  celles  de  la  Courbe 

n’auront  pas  d’autres  pofitions  que  celles  de  l’Hyperbole. 

Car  il  peut  le  faire  que  les  termes  fuivants  de  la  Série  ou 
multiplient  , ou  rendent  imaginaires  les  Branches  de  la 
Courbe  , dont  celles  de  l’Hypetbole  devroient  être  les 
alÿmptotes. 

Mais  cela  ne  fàuroit  arriver , fi  / eft  un  des  termes  réguliers 
de  la  Série  [§.  109].  Il  fera  donc  convenable , en  conlèr- 
vant  le  nom  d’ Hyperbole  - afÿmptote  à celle  dont  l’ablciile 
x a l’ordonnée  v >-h  / , d’appeilcr  Afymptote  - courbe  , ou 
curviligne,  la  Ligne  qui  a pour  ordonnée  tous  les  tcimes 
irréguliers  de  la  Série  , en  y joignant  s’il  le  faut , autant 
de  termes  réguliers  qu’il  en  eft  belbin , pour  en  avoir  au 
moins  un , où  l’expofànt  de  x foie  négatif.  Mais  alors  il 
fé  peut  bien  que  cette  Courte  ne  fbit  plus  une  Hyper- 
bole. 

i?$.  J’ai  dit  2°.  Que  la  Branche  infinie  , repréfêntée 
par  une  Série  , eft  Parabolique  lorfque  les  termes  v [ ce 

font 
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Ch. vin  font  ceux  où  l’expofant  d’ x eft  pofitif  ou  zéro  ] n’expri- 
5-  «îi-  ment  pas  une  Droite.  Ainfi  dès  que , dans  le  premier  ter- 

xnz  Ax  , l’expofànt  h eft  un  nombre  pofitif  different  de 
l’unité  , la  Branche  de  Courbe  eft  parabolique  : elle  l’eft 
aulfi  lorfque  h=.  \ , pourvû  que  i’expofant  i du  fécond 

terme  Bx‘  foit  pofitif,  quoiqu’inférieur  à l’unité. 

Car  (oit  / = . Que  la  Droite  AO  foit  celle  dont 

l’abfciffè  AP  [ xJ  a fou  ordonnée  PO  égale  à Ax  pré- 
mier  terme  de  la  Série  , c’eft-à-dire,  que  la  Droite  AO 
faffe  avec  les  ablciffes  AP  & les  ordonnées  PO  des  angles 
O A P , A O P , dont  les  Sinus  font  entr’eux  comme  O P 
[Ax]h  AP  [x],  ou  comme  A & i.  Soit  auiïi  N An 
la  Parabole  dont  l’abfcifle  x [ A P J a une  ordonnée  t ou 

Bx'  [PN].  Donc  prenant  par  tout  OM  égale  à P N, 
la  Courbe  MAm,  qui  paffe  par  tous  les  points  M,  eft 

celle  qui  a pour  ordonnée  Ax  B ** — — 

PO+  OM=  PM.  je  dis  que  cette  Courbe  eft  une  Pa- 
rabole, dont  on  doit  regarder  AO  comme  l’Axe  des  abfi. 
ciffes.  Car  nommant  z l’abfcilTc  AO,  elle  eft  à A P [x] 
en  raifon  donnée  , puifque  les  angles  du  triangle  A P O 
font  tous  donnés.  Que  cette  raifon  Io(t  exprimée  par  celle 

de  A à i.  Donc  z = Kx , ou  x = -~.  Et  l’ordonnée 

y 

T>  * 

OM  [fj  étant  égale  à PN[Bx*  , ou ],  l’équatioh 

K1 

B 

de  la  Courbe  M A m fora  t = — t z , qui  eft  celle  d’une 

K1 

Parabole,  i étant  pofitif  [§.  126]. 

Le  prémier  terme  Ax  de  la  Série*  qui  exprime  l’or- 

G g 2 donnée 
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XI.  donnée  d'une  Branche  parabolique  , fait  juger  de  la  der- 
nière direction  de  cette  Branche.  Comme  il  furpaffe  in- 
finiment tous  les  autres  , x étant  infinie  ; la  Courbe  eft 
cenféc  avoir  à l’infini  des  ordonnées  égales  à celles  que 
reprélcnte  ce  terme  fcul.  Quand  h farpaffe  l’unité  , la 
dernière  direction  de  la  Branche  infinie  eft  parallèle  aux 
ordonnées,  & elle  crt  parallèle  aux  ablciiïès  , quand  h eft 
plus  petit  que  l’unité  [ §.  127  J.  Mais  lorfque  b = 1 , la 
dernière  direction  des  Branches  infinies  elt  oblique  aux 
coordonnées  , & les  finus  des  angles  qu’elle  fait  avec  les 
ordonnées  & avec  les  abfoiftès  font  entr’eux  comme  1 à 
A [coefficient  du  prémier  terme  Ax]  ; puifque  la  der- 
nière direction  d’une  Parabole  eft  celle  de  fon  Axe  [§.123]. 

134.  C’cft  pourquoi  l’on  regarde  comme  Alÿmptote- 
courbe  d’une  Branche  parabolique , la  Parabole  qui  a pour 

ordonnée  le  prémier  terme  Ax  de  la  Série , ou  les  deux 

premiers  termes  Ax  lorfque  dans  le  prémier  , x 

a l’expofant  1.  Car  quoique  quelques  termes  fuivants  puifi. 
lent  encore  être  infinis  , fi  x a dans  ces  termes  un  expo- 
lànt  pofitif  ; de  forte  qu’à  l’infini , les  ordonnées  de  la 
Courbe  & de  la  Parabole  différent  d’une  grandeur  infinie  ; 
cependant  comme  cette  différence  eft  infiniment  moins 
grande  que  l’ordonnée  parabolique  [ §.  78  ] , elle  s’éva- 
nouît en  comparaifon  de  cette  ordonnée  , & la  Courbe  & 
là  Parabole-afymptote  font  cenfécs  coïncider  à l’infini. 

On  peut  pourtant , fi  l’on  veut  [ & il  eft  meme  plus 
exaét  de  le  faire  ] regarder  comme  Alÿmptote  - curviligne 
d’une  Branche  parabolique , la  Courbe  qui  a pour  ordon- 
née la  fomme  de  tous  les  termes  de  la  Série  , dans  les- 
quels x a un  expolânt  pofitif  ou  zéro.  Car  dans  les  ter- 
mes fuivants  x ayant  un  expolânt  négatif,  ils  deviennent 
très  petits  quand  x eû  très  grande  , & infiniment  petits 


Ck.viie. 
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Ch.yiiï.  quand  x eft  infinie.  Donc  alors  la  Courbe  & fon  Afymp-  pi~  xi, 
§ »î4>  tote  s’aprochent  toujours  plus  l’un  de  l’autre  , & coïnci- 
dent à l’infini.  Mais  cette  Afymptote-curvilignc  peut  n’ê- 
tre  plus  une  Parabole.  On  diftinguera  donc  , quand  il 
fera  néceflaire  , la  Parabole-afy mptote , & l'Af\mptote~cour- 
be  , ou  curviligne . Celle  - là  a pour  ordonnée  le  premier 
terme  de  la  Série , ou  les  deux  premiers , quand  l’expofànt 
d’ x dans  le  premier  terme  eft  l’unité.  L’ordonnée  de  celle- 
ci  eft  la  fomme  de  tous  les  termes  de  la  Série , dans  lefquels 
l’cxpofànt  d’x  eft  pofitif  ou  zéro. 

Le  terme  fuivant  marque  par  fon  figne , femblablc  ou 
contraire  au  figne  de  l’ordonnée  de  l’Afÿmptote-curviligne 
à l’infini,  que  la  Courbe  tombe  en- deçà  ou  en -delà  de 
cette  Afymptote  : & l’expofant  de  x dans  ce  terme  fait 
connoître  fi  les  ■ Branches  infinies  exprimées  par  la  Série 
s’étendent  d’une  feule  part  ou  de  part  & d’autre  de  l’Axe 
des  ordonnées  , & fi  elles  tombent  d’un  même  ou  de 
différents  côtés  de  leur  Afymptote.  C’eft  la  même  chofe 
que  pour  les  Branches  hyperboliques  [§.  132]  , & ici  , 
comme  là , il  eft  indifjjenfàble  de  faire  attention  à tous  les 
termes  irréguliers  de  la  Série. 

1 j 5.  Pour  démêler  fans  confufion  tout  ce  qui  regar- 
de les  Branches  infinies  d’une  Courbe  dont  l’équation  eft 
donnée;  il  faut,  après  l’avoir  mile  fur  le  Triangle  analyti- 
que , égaler  à zéro  fon  plus  haut  Rang.  Les  racines  de 
cette  équation  ne  peuvent  avoir  que  ces  trois  ou  quatre 
formes  y =:  o , xz=o  ,y  = Ax  , ou  , ce  qui  revient  au 

même , x ■=.  2-z . Car  fi  ce  plus  haut  Rang  eft  « yv  4* 

fi  */“ 1 + > x2/-2  + + 4**"' ly  + 

*x  y on  aura,  [en  l’égalant  à zéro  & divifant  par  x'  J 

G g 3 
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= o , qui  a le  nombre  v de  racines  telles  que  A 

x 

y 

= °>  ~ — ^'  = °,  &e.  ou  ydzAx  — o , yd=  A'x 
= 0,  &c. 

Lorfque  le  plus  haut  Rang  a une  ou  plufieurs  Cafés 
vuides  du  côté  de  la  Bande  fans  y , lorfque  a , ou  u & •>£, 

ou  »,  4 & x y &c-  font  ze'ro  , l’éq  : *yV  + (Z  xyv~l  &c. 
eft  divifible , une  ou  plufieurs  fois , par  y ; elle  a une  ou 
plufieurs  racines  ^ = 0.  De  même,  lorfque  ce  plus  haut 
Rang  a une  ou  plufieurs  Cafés  vuides  du  côte'  de  la  Ban- 
de iàns  x , lorfque  a,  ou  * & / 3 , ou  *,  /3  & y > &c>  font 

zéro,  I’e'q:  ayv  + $xyv  1 &c.  eft  divifible,  une  ou 
plufieurs  fois,  par  x\  elle  a une  ou  plufieurs  racines  x~o. 

Mais  fi  les  deux  Cales  extrêmes  du  plus  haut  Kang,/^,  xv 
font  remplies  , toutes  les  racines  de  l'équation* faite  en 
égalant  ce  Rang  à zéro  font  de  la  forme  y=zAx  , ou 


La  racine  y = o , étant  l’équation  de  l’Axe  des  abfcifl 
fès  j les  Branches  infinies  qu’elle  indique  auront  leur  der- 
nière direction  parallèle  à cet  Axe.  La  racine  x=o  mar- 
que au  contraire  des  Branches  infinies  dont  la  dernière 
direction  eft  parallèle  à l’Axe  des  ordonnées  , duquel  l’é- 
quation eft  xz=  o.  Et  les  racines^-  — Ax=o  déno- 
tent des  Branches  dont  la  dernière  dirc&ion  eft  parallèle 
à la  Droite  que  repréfènte  cette  éq  : y — Ax  = o , c’eft- 
à-dirc  , à une  Droite  oblique  aux  coordonnées  , & dont 
mcunaifôn  eft  telle  que  les  Sinus  des  angles  qu’elle  fait 

avec 


Ch.  vin. 
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Cb.v ni.  avec  les  abfcifles  & avec  les  ordonnées  font  entr’eux  com-  Pl.  xi. 
me  A à i.  Si  ces  Branches  font  paraboliques  , cette 
Droite  eft  J’Axe  de  leur  Parabole  -alÿmptote  ou  parallèle  à 
cet  Axe  [§.133].  Si  ces  Branches  font  hyperboliques, 
cette  Droite  elt  leur  Alÿmptote  , ou  parallèle  à l’Afymp- 
tote  [§.131]. 

136.  C’clt  donc  en  égalant  à zéro  le  plus  haut  Rang 
de  l’équation  d’une  Courbe  , qu’on  juge  de  la  dernière 
direction  de  fos  Branches  infinies.  Elles  peuvent  avoir  au- 
tant de  dernières  directions  que  cette  équation  du  plus 
haut  Rang  a de  racines  réelles  : Si  elle  n’a  que  des  racines 
imaginaires,  la  Couibe  n’a  point  de  dernières  directions, 
point  de  Branches  infinies. 

Exemple.  Soit  propofée  l’éq  : y*  ►£«  2 xlyl  4-  x4  — 

6axyy  — 2ax * + a‘xl  = o . Si  on  la  met  fur  le  Tr  : anal  : 
on  voit  que  l’e'q  : x*  >k2x1/  Hhx4  = o du  plus  haut 

*0*0* 

0*0* 

00* 

O o 
O 

Rang  n*a  que  des  racines  imaginaires.  Car , en  tirant  la 
racine  quarrée,  on  a yy  ►f»  xx  = o , dont  les  racines  font 
y + X'J — 1=0,  & y — xyj — 1=0,  toutes  deux 
imaginaires.  Donc  la  Courbe  n’a  point  de  Branches  in-  r 
finies.  *'  3‘ 

En  effet , l'équation  propolce  n’a  point  d’autres  deter- 
minatrices  fupérieures  que  celle  qui  traverfe  le  plus  haut 
Rang  , puifque  les  deux  Calés  extrêmes  de  teRai  g^4&  x4 
font  pleines.  Cette  équation  ne  fournit  donc  point  d’au- 
tres 
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très  Séries  dépendantes  que  les  deux  qui  commencent  par  Ch.viil 
les  termes  — X*/ — t & Hbx\/ — 1 , donnes  par  cette  ^ ,}S- 
déterminatrice.  Et  dès  le  premier  terme  ces  Séries  font 
imaginaires.  L'e'quation  ne  donne  donc  aucune  Série  qui 
puillè  représenter  quelque  Branche  infinie. 

On  le  rendra  très  fènfible  par  la  Conftru&ion  de  cette 
Courbe.  En  regardant  fon  équation  comme  une  équa- 
tion du  lecond  dégré  , on  trouvera  yy  = 3 ax — x x± 

2|/(  20LX * a x'  ) = <*  X±  2 \/  (4X(24X XX  )) 

2 a x — xx,  Si  tirant  la  racine  quarree  y=  ziz^axztz 
\/(2ax  — xx').  Chaque  abfcifie  AP[x]  a donc  quatre 
ordonnées  \_y  ) PM,  PA i,  Pm,  Pw , les  deux  prémiéres 
politives  Si  les  deux  dernières  négatives.  PM,  P m font 
égales  à la  fomme  +\/  ax-\-y/{2ax — xx)  & — y/  ax  — 
y/  ( 2ax — xx  },  Si  P M,  P m font  égalés  à la  différence 

- — y/ ax  +\Z(  2ax  — xx  ) & +y/ ax  — y/(2ax xx), 

des  ordonnées  P N , P O , ou  P n , P o de  la  Parabole 
NDAdn , dont  l’équation  eft  yy  = ax  , ou  y as  rfcy'.rxj 
& du  Cercle  ADOBod  A dont  l'équation  eft  yy  = 2 ax 
— xx  , ou  y = ± y/  ( zax  — xx  ) . Or  comme  le  Cercle 
ne  s’étend  que  julqu’au  diamètre  A B , & qu’au  - delà  les 
ordonnées  font  imaginaires,  la  Courbe  AECACeA,  ne 
patrera  pas  non  plus  au-delà  de  l’abfciflè  AB,  & n’aura,  - 
comme  on  le  voit  par  fa  Conftruftion , aucune  Branche 
infinie. 

ij  7.  Lors  qu  égalant  à zéro  le  plus  haut  Rang  de  Pe- 
quation  de  la  Courbe  on  lui  trouve  des  racines  réelles  ; 
ces  racines  font  ou  y~o,  ou  x = o,  ou  y — Ax,  foie 

* = A ,?5  ^ 

1-  Elle  a des  racines  y = o , lors  qu’il  manque  au  pré- 
mier  Rang  une  ou  plufieurs  Cafés  du  côté  de  la  Bande 
làns_7.  Alors  il  part  de  la  Cale  pleine  qui  eft  la  plus  voi- 

fme 
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Ch.viii.  fine  de  cette  bande  une  déterminatrice  fupe'rieure  , qui 

fournit  l’équation  par  laquelle  on  a le  premier  terme  Ax ’ 
de  la  Se'rie  [ car  on  ne  peut  regarder  o [ ==y  ] comme 
un  terme  ].  Selon  les  Cafés  qui  (ont  pleines  dans  les  Rangs 
infe'rieurs  , cette  de'terminatrice  aura  différentes  pofitions 

au’on  peut  réduire  à trois.  Ou  elle  eft  parallèle  à la  Ban- 
e fans  x , ou  elle  tombe  au-defTous  de  cette  parallèle , ou 
elle  refte  au  - deffus. 


».  Lorfque  la  déterminatrice  eft  parallèle  à la  Bande 
fans  x , le  premier  terme  de  la  Se'rie  eft  Ax° , ou  finale- 
ment A [§.  96.  1°  ].  A Pabfcifle  x infinie  il  répond  une 
ordonnée  finie  A , & réciproquement  l’ordonnée  A a une 
abfcifTe  x infinie.  Si  on  mène  cette  abfcifTe  de  l’ordonnée 
A , la  Courbe  s’éloignant  infiniment  de  l’Origine  s’apro- 
che  infiniment  de  cette  abfcifTe , qui  eft  ainfi  fbn  Afÿmp- 
tote  [§.  119].  Donc,  une  de'terminatrice  parallèle  à la 
Bande  fans  x indique  des  Abfciflcs  - afÿmptotes  + , c’eft  - 
à - dire  des  Afÿmptotes  droites  parallèles  à l’Axe  des  abf- 
fcifTes  , & par  conféquent  des  Branches  hyperboliques. 
[ §•  >29  ]■ 

2.  Quand  la  déterminatrice  tombe  au-defTous  de  la  pa- 
rallèle à Ta  Bande  fans  x ; elle  ne  coupe  que  la  Bande  fans 
y , ou  bien  elle  pafTe  par  la  Pointe.  Alors  l’expofànt  d’x, 
dans  le  prémier  terme  de  la  Série,  eft  négatif  [§.  96.  i°], 
Introà.  à l'Analyfe  des  Lignes  Courbes.  H h ce 
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Fl  XL  ce  qui  marque  des  Branches  hyperboliques  , qui  ont  pour  Ch.viIl 
Afymptotc  l’Axe  des  abfciflès  [ §•  • J t ] *.  5* 

3.  Quand,  au  contraire,  la  détcrminatrice  totr.be  au- 
dcflus  de  la  parallèle  à la  Bande  (ans  x ; elle  coupe , étant 
prolongée,  les  deux  Bandes  extérieures  du  Triangle,  mais 
elle  retranche  une  plus  grande  portion  de  la  Bande  (ans  x 
que  de  la  Bande  làns  y.  Alors  x , dans  le  prémier  terme 
de  la  Série  , a un  expolànt  pofitif  plus  petit  que  l’unité  [§. 

96.  2*  ] , ce  qui  marque  des  Branches  paraboliques  dont 
la  dernière  diredion  cil  parallèle  aux  ablcifles  [ §.  1 3 $ ]. 

II.  Par  un  raifonnement  tout  pareil,  les  racines  x — o 
ayant  lieu  lorfqu’il  manaue  au  premier  Rang  une  ou  plu- 
fieurs  Cales  du  côté  de  la  Bande  làns  x,  il  part  de  la  Ca- 
fé pleine  qui  eft  la  plus  voifine  de  cette  Bande , une  dé- 
terminatrice  fupérieure  , qui  eft  ou  parallèle  à la  Bande 
fans  y , ou  au-deflbus  de  cette  parallèle , ou  au-deflus. 

1.  Si  elle  eft  parallèle  à la  Bande  làns  y ; elle  indique 
des  Branches  hyperboliques  , qui  ont  des  Ordonnées-a- 
lymptotes,  c’cft-à-dire,  des  Alÿmptotes  droites  parallèles 
aux  ordonnées. 

2.  Si  elle  tombe  au  - delTous  de  la  parallèle  à la  Bande 
làns  y , c’ert-à-dirc , fi  elle  ne  coupe  que  la  Bande  fans  x , 
ou  fi  elle  pafle  par  la  Pointe  ; elle  défigne  des  Branches 
hyperboliques  , qui  ont  pour  Alÿmptote  l’Axe  des  or- 
données. 

3.  Et  fi  elle  tombe  au-deflus  de  la  parallèle  à la  Ban- 
de làns  y , coupant  les  deux  Bandes  extérieures  du  Trian- 
gle , mais  retranchant  une  plus  grande  portion  de  la  Ban- 
de làns  y que  de  la  Bande  làns  x ; elle  indique  des  Bran- 
ches paraboliques,  dont  la  dernière  direction  eft  parallèle 
à l’Axe  des  ordonnées. 

111.  Les 

* M.  De  Gu  a,  Ufege  de  F Aryilyf.  pag.  41. 
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111.  Les  racines  y = vîx , ou  x = ^ ne  marquent 

que  la  dernière  direction  des  Branches  infinies  d’une  Cour- 
be , (ans  décider  fi  elles  font  hyperboliques , ou  paraboli- 
ques. Elles  font  hyperboliques  , lorfqu’x  dans  le  fécond 

terme  de  la  Série  y=Ax  4*  Bx  + &c.  ou  lorfqu^y  dans 

le  fécond  terme  de  la  Se'rie  x = ^ + B y 4<  &c.  a un 

A 

expofânt  négatif  Elles  font  paraboliques,  lorfque  cet  ex- 
pofânt du  fécond  terme  eft  pofitif  [§§.  i$2.  ]. 

Mais  ceci  demande  d’être  éclairci  par  le  détail , & ren- 
du fénfible  par  les  Exemples. 

Nous  fuivrons  la  diftinétion  qui  vient  d’être  indiquée 
& qui  nous  préfénte  ces  quatre  Cas. 

I.  Lorfque  la  déterminatrice  part  de  la  Pointe  , ou  ne 
coupe  qu’une  des  deux  Bandes  extérieures  du  Triangle  ana- 
lytique , fans  être  parallèle  à l’autre. 

II.  Lorfque  la  détcrminatrice  eft  parallèle  à une  des 
deux  Bandes  extérieures  du  Triangle. 

I I I.  Lorfque  la  déterminatrice  coupe  inégalement  les 
deux  Bandes  extérieures. 

I V.  Loi  fque  la  déterminatrice  coupe  également  les 
deux  Bandes  extérieures , & que  couchée  fur  le  plus  haut 
Rang  elle  fait  avec  ces  Bandes  un  triangle  ifbfcèie. 

i??.  Cas  I.  Quand  une  déterminatrice,  fans  être  pa- 
rallèle aux  Bandes  extérieures  du  Triangle  analytique,  n’en 
coupe  qu’une  , ou  paflé  par  la  Pointe  ; elle  fé  trouve  fu- 
péricurc  fi  l’on  conçoit  le  Triangle  couché  fur  une  de  fés 
Bandes , & inférieure  fi  on  le  conçoit  couché  fur  l’autre. 

Suppofons  d’abord  que  cette  déterminatrice  laide  tou- 
tes les  Cafés  pleines  entr’elle  & la  Bande  fans  x ; elle  fera 
fupérieure  lorfque  le  Triangle  eft  couché  fur  la  Bande  fans 

H h 2 x,  infé- 


Digitized  by  Google 


DES  BRANCHES  INFINIES 


244 

Pt. xi.  x,  inferieure  lorfqu’il  eft  couché  fur  la  Bande  (ans  y.  Mais,  Ch.viil 
le  Triangle  étant  couché  fur  la  Bande  fans  x , une  déter-  5' ,ii- 
minatrice  fupérieure  indique  les  termes  qui  compofcnt  fèuls 
toute  l’équation,  quand  on  fuppofe  x infinie:  Et  le  Trian- 
gle étant  couché  fur  la  Bande  lans  y , une  déterminatricc 
inférieure  pâlie  par  les  termes  que  la  fuppofition  d'y  infi- 
niment petite  tend  infiniment  plus  grands  que  les  autres. 

Donc  puifque  b déterminatrice  qui  laille  toutes  les  Cafés 
pleines  entr’elle  & la  Bande  làns  x , parte  par  les  termes 
qui  conviennent  à la  fuppofition  d’x  infinie  & d'y  infini- 
ment petite , les  termes  par  lefquels  elle  pafTé  conftituent 
l’équation  de  la  Courbe  , lorfque  les  abfciflcs  font  infinies 
& les  ordonnées  infiniment  petites.  Cette  déterminatrice 
marque  donc  des  Branches,  qui  s’éloignant  infiniment  de 
l’Axe  des  ordonnées  s’aprochcnt  infiniment  de  celui  des 
abfcilTes , c’eft-à-dire  des  Branches  qui  ont  pour  Afÿmpto- 
te  l’Axe  des  abfcifTcs. 

Suppofons,  au  contraire  , que  la  déterminatrice  laiflè 
toutes  les  Cafés  pleines  cntr’elle  & la  Bande  fans  y ; elle 
fera  fupérieure  lorfque  le  Triangle  eft  couché  fur  la  Bande 
fans  y , & l’équation  qu’elle  donne  répond  à la  fuppofi- 
tion d’y  infinie.  Cette  même  déterminatrice  efl  inférieu- 
re, quand  le  Triangle  eft  couché  fur  la  Bande  fans  x,  & 
fon  équation  convient  à la  fuppofition  d’x  infiniment  pe- 
tite. Les  termes  par  lefquels  elle  parte  conftituent  donc 
l’équation  de  la  Courbe  qui  répond  en  même  tems  à la 
fuppofition  d’y  infinie  & d’x  infiniment  petite.  Ainfi  la 
déterminatrice  indique  des  Branches  infinies  qui  s’éloignent 
infiniment  de  l’Axe  des  abfcifies  en  s’aprochant  infiniment 
de  celui  des  ordonnées  , lequel  eft  par  conféquent  leur 
Afymptote. 

On  examinera  donc  de  quel  côté  une  déterminatrice 
qui  part  de  la  Pointe  du  Tr:  anal  : ou  qui  ne  coupe 
qu’une  de  fes  deux  Bandes  extérieures  , lairtc  toutes  les 

Cafés 
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CH.vm.  Cafés  remplies  par  l’équation  propofée.  Si  c’eft  du  côté  pL.xf. 
§•  u8-  de  la  Bande  fans  x , l’Axe  des  ablcifies  eft  Alymptote.  Si 
c’eft  du  côté  de  la  Bande  (ans  y , c’clt  l’Axe  des  ordon- 
nées qui  eft  Alymptote. 

Le  ligne  & l’expofant  du  premier  terme  de  la  Série  , 
lequel  eft  donné  par  cette  déterminatricc , fait  connoître 
dans  quels  Angles  afymptotiques  s’étendent  les  Branches 
de  l’Hyperbole- afymptote  dont  il  exprime  l’ordonnée.  Si 
l’équation  de  cette  déterminatrice  n’a  point  de  racines  mul- 
tiples , ou  qu’ayant  des  racines  multiples  & des  racines 
fimples , on  le  lèrve  d’une  racine  fimple  pour  calculer  ce 
prémier  terme;  dès-lors  la  Série  eft  régulière,  & les  Bran- 
ches de  la  Courbe  fc  jettent  dans  les  memes  angles  que 
ceux  de  l’Hyperbole  qui  eft  fon  Alymptote.  Mais  fi  l’on 
employé  une  racine  multiple  , la  Série  n’eft  pas  régulière 
dès  le  prémier  terme  » & il  en  faut  encore  calculer  quel- 
ques - uns  , pour  avoir  l’Afymptote  - curviligne  dont  les 
Branches  infinies  font  accompagnées  de  celles  de  la  Cour* 
be.  [§.  i J 2 ]. 

Exemple  I.  On  demande  quelles  font  les  Branches 
infinies  de  la  Courbe  que  reprélènte  l’éq  : xyy  — aay  — 
b'  = o. 

Cette  équation  mile  fur  le  Tr:  anal;  a deux  détermi- 
Batrices  AB  & AC.  Celle-ci  pafle  par  la  Pointe  : L’autre 

A 

O £ O O 


r 


coupe  la  Bande  fans  x & n’eft  pas  parallèle  à la  Bande 
(ans  y.  Ainfi  elles  marquent,  l’une  & l’autre,  des  Branches 

H h j hyper- 
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Pt.  xi.  hyperboliques.  AB  , qui  laifle  la  Café  C du  côté  de  la  Ca.vnt 
Bande  fans  y , déligne  des  Branches  qui  ont  pour  Alymp-  §-  Ji*- 
tote  l’Axe  des  ordonne'es.  Et  AC,  qui  laifle  la  Calé  B du 
coté  de  la  Bande  lâns  x,  indique  des  Branches  dont  l’Axe 
des  ablciflês  elt  l’Alÿmptote.  La  feule  vûë  du  Triangle 
donne  ces  conclurions. 

Mais  pour  s’aflurer  de  l’exiftence  & de  la  pofition  de 
ces  Brandies  infinies  , il  faut  voir  les  équations  que  don- 
nent ces  déterminatrices. 

/t  A 

AB  donne  xj y y — aay  — o,  ou  x=:  y.  C’eft  le 

prémier  terme  de  la  Série  delccndante  qui  donne  x en  y , 

& il  exprime  l’ordonnée  d’une  Alymptote-courbe , qui  eft 
une  Hyperbole  fimple  d’un  Paramétre  pofitif  ,•  dont  par 
conféquent  les  Branches  s’étendent  dans  les  angles  des  co- 
ordonnées de  meme  ligne  [ §.  128.  1].  Et  les  Branches 
de  la  Courbe  qui  doivent  accompagner  celles  de  cette  Hy- 
perbole lont  réelles,  puilque  Péq:  xyy — any=o  n’a 
point  de  racines  multiples.  En  couchant  le  Triangle  fur 
la  Bande  (ans  y , on  voit  que  la  déterminatrice  AB  porte 
fur  les  plus  hautes  Cafés  des  deux  prémiéres  colomnes. 

Donc  la  Série  cil  régulière  dès  le  prémier  terme.  Ainfi  la 
Courbe  , à l’exemple  de  fon  Hyperbole -afvmptote  , jette 
deux  Branches  qui  s’aprochent  à l’infini  de  l’Axe  des  or- 
données , Tune  dans  l’angle  des  coordonnées  pofitives, 
l’autre  dans  l’angle  des  coordonnées  négatives. 

L’autre  déterminatrice  AC  donne  Péq:  xyy — b'  — 
ou  y = ^b'  1 x — * , qui  indique  une  Hyperbole  du 
troifiéme  Ordre,  dont  les  Branches  s’étendent  dans  les  An- 
gles des  ablciflês  pofitives  [ §.  1 2 8.  1 1 1 ] . Elles  embrafi. 
lent  donc , pour  ainfi  dire , l’Axe  des  ablciflês  qui  cil  leur 
Alymptote  - droite  , & l’accompagnent  à l’infini  du  côté 
pofitif  Et  comme  cette  équation  n’a  point  de  racines 
multiples  ; la  Série  ell  régulière  dès  le  premier  terme , & 
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Ch  vin  ^ Branches  de  la  Courbe  accompagnent , dans  les  n Ômcs  Pl.  xi. 

/.  138.  angles  , celles  de  l’Hj'perbole-alÿmptotc. 

La  Courbe  propose  a donc  quatre  Branches  infinies 
hypeiboliqucs  ; deux  delquelles , qui  cr.t  pour  Alÿrr.ptotc- 
dnoite  l’Axe  des  ordonnées,  le  jettent  dans  les  angles  op- 
pofés  des  coordonnées  de  même  figue  ; & les  deux  autres, 
dont  l’Axe  des  abfciflcs  eft  l’Afymptote  , s’étendent  dans 
les  angles  de  fuite  des  abfcifles  pofitives.  Le  cours  de 
cette  Ligne  eft  à peu  près  tel  que  le  reprélènte  la  Fig.  84. 

Et  cela  s’acorde  très  bien  avec  ce  qu’on  peut  tirer  de 
l’équation  propofée.  Réfoluë  comme  une  équation  du  fé- 


cond degré , elle  donne  y 


_^_aa  zfc  4 b'x  4*  a*  ) 


2 x 


où  l’on 


voit  i°.  qu’j»  eft  imaginaire  lorfque  4^x4*  a*  devient  né- 
gative ; ce  qui  n’a  jamais  lieu , x étant  pofitive  ; mais  bien 

quand  x négative  eft  au  - deflbus  de  —g,  [AB],  dont 


l’ordonne'e  y eft  égale  à — a a : = • — • [ B C ] . 

2*.  Que  x étant  infinie,  y eft  infiniment  petite  & a deux 
valeurs  égales , mais  l’une  pofitive  R S , l’autre  négative  Rs. 
Car  x étant  infinie  , il  ne  refte  dans  le  numérateur  de  la 
fra&ion  égale  à _y,  que  zfcy^’x,  qui  divifé  par  2x  fe  ré- 

y i 

duit  à :±=  y/  - . 3 \ Que  x étant  zéro , ou  plutôt  infini- 

b' 

ment  petite,  y a deux  valeurs,  l’une  finie  — -,  [AD], 

A 

Pautre  infinie  4*^*»  qui  eft  pofitive  [AE]  quand  x eft 

pofitive , & négative  [AF]  quand  x eft  négative.  Car  fi 
on  tire  la  racine  quarrée  v/(«4+4 b'x)  > on  aura  une 

Série  aa  4*  -g-g-  &(•  qu’on  ajoûtera  h aa  & qu’on  en  re- 
tranchera 


2 P 
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* y ivj  UVUA  V C|—  VJH 


tranchera , pour  avoir  , en  divifant  par 

leurs  d’y,  — 4*  &c.  [AE  ou  AF]  infinie,  & — b-  &c.  * ** 

J x a a J a a 


[AD]  finie. 

Que  fi  l’on  veut  , pour  plus  de  clarté  , décrire  la 
Courbe  par  points , on  le  fera  aifément  en  prenant  la  va- 
leur d’x,  qui  eft  — +^.  Ainfi  fuppolànt  * = 2 = bt 

on  aura  *=  — + — -,  ce  qui  donné  les  valeurs  fuivantes. 

y y y 


Soit  y — S j 4 > î > 2 > 1 1 o>  ' ^ y 2j  J > 4> — 5> — 6,&c. 
onaurax=i^,ii,2;,4, 4,  o,— }, 

Exemple  2.  L’équation  propofée  eft  xxyy — a' y 
— 6’xr=o.  En  la  mettant  fur  le  Tr:anal:  on  lui  trouve 
deux  déterminatriccs , AB,  AC,  qui  font  alternativement 
fupéricures  & inférieures  , quand  on  couche  le  Triangle 
fur  la  Bande  (ans  y & fur  la  Bande  (ans  x.  Elles  mar- 
quent donc  des  Branches  hyperboliques  , qui  ont  pour 


A 

00*00 

0000 

000 

B * * C 
o 


Alÿmptotc  , les  unes  l’Axe  des  ordonnées , les  autres  l’Axe 
des  abfciflès.  La  Série  qui  reprélènte  les  premières  a pour 
fon  premier  terme  x = ±a  ,:1  y , que  donne  l’éq  : 

xxyy — a'y==2  o fournie  par  la  déterminatrice  AB.  Il 
marque  deux  branches  qui  fe  jettent  le  long  de  l’Axe  des 
ordonnées  dans  les  deux  angles  de  fuite  des  ordonnées 
pofitives.  Et  ces  deux  branches  de  l’Hyperbole-alÿmptote 

font 


> 


‘Digitizecf by  Google 


DES  COURBES. 


Cb.VITT. 

*.»}*• 


249 

font  accompagnées  de  celles  de  la  Courbe , puifque  féq  : Pl.  xl 
xxyjr  — a'y  = o n’a  point  de  racines  multiples. 

Il  en  ell  précife'ment  de  même  des  Branches  qui  ont 
pour  Alÿmptote  l’Axe  des  abfciflês.  La  pofition  de  la  dé- 
terminatrice  AC  ell  lÿme'trique  A celle  de  la  déterminatrice 
AB,  & l’équation  que  donne  AC  ell  la  meme  que  celle 
que  donne  AB  , en  changeant  x en  y & a en  b.  La 
Courbe  a donc  quatre  Branches  hyperboliques  , dont  deux  fÿ. 
FC,  DC  fuivent  l’Axe  des  ordonnées  dans  les  angles  des 
ordonnées  pofitives , & deux  DB , HB  accompagnent  l’A- 
xe des  abfcilTès  dans  les  angles  des  ablcilles  pofitives. 

Cette  condufion  fè  confirme  par  la  rclblution  de  l’é- 
quation propolee.  Elle  fe  prélènte  alors  Tous  cette  forme 
-bV>'x'  ) j , 

y = — , ou  y a deux  valeurs.  En  pre- 


2 XX 


nant  x pofitive,  I*une  des  deux  valeurs  d’y  ell  pofitivc, 

a'  +s/(46  + 4b'x'  ) pau(re  a' y(a‘  + A b'x'  ) 

2 X X * 2 X X 


eft 


négative  , parce  que  V Ca‘  + 4-b'x'  ) furpafie  = V'/**. 
Quand  x ell  infinie  , ces  deux  valeurs  le  réduilènt  à 

— r Elles  font  donc  infiniment  peti— 


2 XX 


2 XX 

.1 


-] 
XX  J 


VS 


2 XX 


J 


tes  & égales , mais  de  différents  fignes.  Quand  x efi  infi- 
niment petite,  la  valeur  pofitivc  devient  [ a x a — — 

infinie,  & la  valeur  négative  fê  réduit  à [ 

zéro.  La  valeur  pofitive  défigne  donc  une  Branche  BDC, 
qui  a pour  Alvmptote  les  deux  Axes  ; & la  valeur  négati- 
ve indique  une  Branche  B H A , qui  a pour  Alÿmptote 
l’Axe  des  abfcilTès , & qui  pafiè  par  l’origine  A.  Si  l’on 
prend  x négative , les  deux  valeurs  d'y , qui  font  prélèn- 
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2 XX 


, font  toutes  deux  pofuives,.  §.  ,3j.‘ 


parce  que  [=1  \/ a?  ~\  farpafle  y/ (as  — 48V  ).  La 
Courbe  n’a  donc  point  de  Branches  dans  l’angle  des  coor- 
données négatives , mais  elle  en  a deux  AF,  FC,  dans 
l’angle  des  abfcilfes  négatives  & des  ordonnées  pofuives. 
Il  elt  vrai  quelles  ne  s’écartent  pas  beaucoup  de  l’Axe  des 
ordonnées , puilqu'elles  deviennent  imaginaires  dès  que  x eft 

A d 

plus  négative  que  [AE],  laquelle  abfciflc  AE  a fon 


V' 

fijn  ordonnée  E F = 


bb], 


V 2 


On  prouveroit  de  même  » 


en  réfolvant  l’cquation  félon  l’inconnue  x,  ce  qui  donne 

x = — — — - - \ que  la  Branche  AH  B ne  s’é- 

loigne  de  l’Axe  des  ablciffies  nulle  part  plus  qu’en  H,  qui 

» b b 

a pour  abfciffe  GH  & pour  ordonnée  AG  = ~~r' 

b a\J\ 

D’où  il  paroit  que  la  Courbe  eft  compofée  de  deux  parties 
dont  la  pofition  eft  celle  qu’on  voit  dans  la  Fig.  85,8c  qu’el- 
le a les  quatre  Branches  hyperboliques  qui  ont  été  indi- 
quées par  les  deux  dérerminatriccs  de  fon  équation  mife 
fur  le  Triangle  analytique.  . 

Cet  Exemple  peut  faire  naître  une  difficulté  appa- 
rente. Si  on  cherche  la  Série  qui  donne  y en  x , on  trou- 
bd1  u6  b 

vera  y = ±bJ  — t ± — — • J - &c.  dont  les  ter- 

x 2 xx  Sff'jf*  x 

mes  demi-  imaginaires  (êmblent  indiquer  que  les  ordon- 
nées font  imaginaires  du  côté  des  abfcifles  négatives.  Ce- 
pendant on  vient  de  voir  que  la  Courbe  a deux  Branches 
AF,  FC  de  ce  côté -là.  Mais  il  faut  conûdérer  que  la 

Série 
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Ch.viu.  Série  n’cft  convergente  que  quand  x eft  fort  grande  : elle  pl.  xi. 
S-'î8,  eft  divergente  & trompeufè , quand  x eft  artez  petite,  ce 
qui  eft  le  cas  des  Branches  AFC,  dont  labfcifTe  ne  fur- 

paflè  point  AE  = On  a trouvé  y— ‘ a_^VÇ^_+^  * ) 
bi 4 2** 

Or  la  racine  quarrée  de  a * + 4^'x1  (ë  peut  exprimer  par 
deux  Séries  différentes,  dont  l’une  fert  quand  a*  > ^b  x*  y 
& l’autre  quand  4^V  > a* . La  première,  qu’on  trouve 

o b'*} 

en  tirant  la  racine  de  a*  ►£•  4 b'x* , eft  *'  4*- - 


2 b*x* 


gb'x’ 


►f  — vr  à“c.  Et  la  fécondé  , qu’on  trouve  en  ti- 

& a6  b 

rant  la  racine  de  ±b'x'  eft  2bx'J~  4« J 

x 4 b x x 

, y 

64^5?  ^ x &C‘  CCS  ^^tuées  P»ur  VO'-N^V  ) 

dans  la  valeur  d’j-  } donnent  quatre  Séries , fç.  P & 
quand  a6  > 4^'x* , ou  x < ~~  s=  AE  = A c ; & /?,  S, 

{l  H 

quand  4éV  > a* , ou  x > — = AE=  Ae. 

iy/4 

P 4’  r b'x  bsx+ 

. - + / &c. 

XX  d'  a 


~ - x i‘x*  b'x7  , 

— -r  * —r  + — &*• 

p , . a6  b 

R....?=  + tb/:+—+—j-  &c. 


X 


— 2 h\/ — J-  — — • 

X 2XX 


* 


W7Vx  &c' 
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pt. xi.  La  Sérié  P exprime  les  ordonne'es  des  Branches  Cf, 
C F , fuivant  qu’on  prend  x pofuive  ou  négative.  La  Sé- 
rie celle  des  Branches  A®,  AF.  Et  les  Séries  R,  Scel- 
les des  Branches  f B , <p  B . Les  deux  premières  n’ont  rien 
d’imaginaire , mais  leur  ufâgc  ne  s’étend  point  au  - delà 

des  abfcifles  A e [ — — ] , A E [ — ] . Les  Séries  R't 

b 4 b yAj. 

S , qui  fervent  au  delà  des  ablciflès  A E , A e , à l’infini , 
font  réelles  quand  x cft  pofitive,  imaginaires  quand  x eil 
négative.  Audi  la  Courbe  a-t’elle  deux  Branches  du  cô- 
te pofitif,  qui  ont  des  abfcifles  infinies.*  elle  n’en  a aucu- 
ne du  côté  négatif,  qui  ayent  des  ablciflès  plus  grandes 
aa 

que  AE  [ — -r  ]. 

Exemple  3.  Il  s’agit  de  la  Courbe  repréfèntée  par 

Péq  ; x'yy 2aaxxy  4->  a*x  — b'  =0  , qui  étant  mife 

fur  le  Triangle  analytique,  a deux  détcrminatrices.  La 
première  AB  qui  efi  fupérieure  quand  on  couche  le  Trian- 
gle fur  la  Bande  fans  y , indique  des  Branches  hyperbofi- 

A 

0 0 0 *00 
00000 
00*0 
000 

o * C 
* 

B 

ques  , dont  l’Afymptote  droite  cft  l’Axe  des  ordonnées  , 
& l’Afymptote  courbe  l’Hyperbole  exprimée  par  l’éq  : x'yy 
—b'  =0,  ou  xr=b'''y  * ‘ , qui  étend  fes  Branches 
dans  les  deux  angles  de  fuite  des  abfcifles  pofitives , c’eft- 

à-dire 


Ch.VTIL 
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Ch.vitt.  à-dire  du  côte'  pofitif  de  leur  Afÿmptote  droite.  Et  ccs  Pl.XI. 
S'  li3-  Branches  d’Hypcrboles  Ibnt  accompagnées  de  deux  Bran- 
ches réelles  de  la  Couibc,  puilquc  l’éq  : *'yy  — b'  =o 
n’a  point  de  racines  multiples. 

L’autre  déterminatrice  AC , qui  cft  fupérieure  quand 
on  couche  le  Triangle  lur  la  Bande  fans  x , & qui  par 
conléquent  de'fignc  des  Branches  hyperboliques  dont  l’A- 
fÿmptote  droite  ert  l’Axe  des  abfcifTès , donne  pour  l’équa- 
tion de  l’Hyperbole-afymptote  x'yy — 2*axxy  + a'x  = o, 
ou , dtviiànt  par  x , x xyy  — 2 a axy  + a*  = o , qui  n’a 

qu’une  racine,  mais  double  , xy — aa=o,  ou y=z  — . 

Elle  exprime  une  Hyperbole  ordinaire  pofitivc  , c’eft-à- 
dire , qui  jette  (es  Branches  dans  les  angles  des  coordon- 
nées de  meme  ligne.  Mais  comme  cette  racine  clt  dou- 
ble , la  Série  n’elt  pas  encore  régulière , & il  faut  en  cher- 
cher au  moins  encore  un  terme.  On  fubftitucra  donc 

~ HH  « à y dans  l’équation  propofée  , ce  qui  la  transfor- 
mera en  x'uu — £5  = o,  ou  u=b'  x x ,:i  , qui  cft  la 
meme  Hyperbole  qu’on  a trouvé  pour  l’Alymptote  cour- 
be dçs  Branches  infinies  qui  s’étendent  le  long  de  l’Axe 
des  ordonnées.  La  transformée  n’ayant  que  deux  termes, 
la  Série  ert  terminée , & l’équation  de  la  Courbe  fè  réduit 

à y = + — v'-.  D’où  il  paroit  que  la  Courbe  n’a 

aucune  ordonnée  du  côté  des  abfcifTes  négatives , & que 
du  côté  des  pofitives  elle  a deux  Branches  B M , DA/  le  iig.  gg. 
long  de  l’Axe  des  ordonnées , & deux  autres  Bm , Dm  le 
long  de  l’Axe  des  abfcifTes. 

Puifque  l’équation  propofée  fc  réduit 

on  la  conftruira  en  décrivant  fur  les  Axes  A C , A D deux 

li  ? Hyper- 
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Hyperboles,  l’une  Nn,  qui  a pour  ordonnée  a~  [PN,pn],  C§.T}8.‘ 

& l’autre  Oo  , qui  a pour  ordonnée  — ~ V [PO,  PO, 

po,  pa].  Car  fi  on  dorme  à chaque  abfciffe  AP,  ou 
Ap,  deux  ordonnées  PM,  PA/,  ou  pm,  pw,  dont  l’u- 
ne P M , ou  p m , l'oit  égalé  à la  fomme  N O [ PN  + P 0], 
ou  no  [pn-j-po]  des  ordonnées  de  ces  deux  Hyperbo- 
les , & l’autre  PA/,  ou  pm , à leur  différence  NO  [ PN  — 

PO],  ou  no  [ pn  — ; po]  ; les  points  M,  m , A/, m , fe- 
ront à la  Courbe  propoféc  MBm,  A {Dm. 

Si  au  lieu  de  — b' , on  avoit  eu  — b*)  dans  l’équa- 
tion  propoféc,  la  transformée  parla  fubfiitution  de  aax~' 

-J -u  & y auroit  été  x'uu  — b*u  ~ aab*  x — * = o , qui , 
étant  tnife  fur  le  Triang:  anal:  couché  fur  la  Bande  fans  x, 
a une  déterminatrice  lupérieure  qui  fournit  l’éq  : x'uu  — 
aab*x  1 = o , ou  u = -*=.  a b b x ~ \ Comme  cette 
équation  n’a  point  de  racines  multiples , la  Série  eft  régu- 
lière dès  ce  fécond  terme.  L’équation  de  l’Alÿmptote- 

courbe  eft  donc  y s=  — rfc  ^ : par  laquelle  il  paroit 

que  les  deux  Branches  de  l’Hyperbole  y = ~ qui  accom- 
pagnent l’Axe  des  ablciffes , font  luivies  , l’une  & l’autre  , 
de  deux  Branches  de  la  Coutbe,  qui  tombent , l’une  cn- 
deçà  , l’autre  en- delà , des  Branches  de  l’Hyperbole.  Ainfi 
la  Courbe  a huit  Branches  hyperboliques  , dont  le  cours 
eft  à peu  près  tel  qu’on  le  voit  dans  la  Fig.  87. 

On  pouvoit  .prévoir  cette  différence  des  deux  Courbes 
Fig.  86  & 87  , prefquc  par  la  lèuie  inlpe&ion  de  leurs 
équations  miles  fur  le  Triang:  analytique,  La  racine  dou- 
ble xy — = o de  l’équation  que  donne  la  déiermina- 
trice  AC  ne  divife  pas  le  terme  unique  b 1 , ou  b*y  , du 

fécond 
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Ch.viil  fécond  ordre.  Dohc  [ §.  i i 3 } la  Se'rie  qui  donne  y par  x,  Pl.  XL 
S-‘38'  aura,  ou  n’aura  pas,  des  termes  demi- imaginaires , félon 
que  la  différence  des  cxpofants  du  premier  & du  fécond 
ordre  eft  non-divifible , ou  divifible , par  l’expofant  a de 
la  multiplicité  de  la  racine  xy  — aa  = o , c’eft-à-dire  fe- 


o 


A 

o o J * o o 

o o o | o o 
o o ! * o 

o o | o 

o î * C 

B* 


A 

0 0 0 *00 
o o ! o | o o 
0 0*0 
o ! o [ o 

B * * C 

o 


Ion  que  cette  différence  eft  impaire  ou  paire.  Or  cette  difc 
férence  eft  impaire  dans  l’éq  : x' y1  — 2 *xxxy  a*x — 

£‘  = o , où  les  expofànts  des  deux  ordres  font  1 & o. 

Elle  eft  paire  dans  l’e'q  : x'y * — 2axxly  4-  a*x  — b4y  = Oy 
où  ces  expofànts  font  i & — t.  Cela  fe  voit  auffi  par  la 
feule  infpe&ion  du  Triangle  , en  menant  la  déterminatrice 
AC  & fà  parallèle  qui  pafTe  par  tous  les  termes  f ici  par  le 
terme  unique  B]  du  fécond  ordre.  Entre  ces  deux  droi- 
tes il  n’y  a , dans  la  prémie're  équation  qu’un  intervalle  ; 
puifqu’if  n’y  a entr’ellcs  aucune  Café  ; mais  dans  la  fécon- 
de équation , il  y a deux  intervalles  féparés  par  une  ligne 
de  Cafés  vuides.  Ainfi  la  différence  des  expofànts  des  or- 
dres eft , dans  la  première  équation  1 nombre  impair  ; 
dans  la  fécondé , 2 nombre  pair.  Donc  la  première  Série 
a des  termes  demi-imaginaires , & par  conféqucnt  la  Cour- 
be n’étend  que  d’un  feul  côté  des  Branches  infinies  le  long 
de  l’Axe  des  abfcifles.  La  féconde  Série  n’a  point  de  ter-  F,g.  86. 
mes  demi-imaginaires , mais  elle  fera  entièrement  imaginai- 
re ou  réelle  , félon  que  les  racines  de  l’équation  de  la  fé- 
condé déterminatrice  font  imaginaires  ou  réelles.  Comme 

elles 


Digitized  by  Google 


DES  BRANCHES  INFINIES 


2ç5 

Fl.xi.  clics  fe  trouvent  ici  réelles  , la  Courbe  a quatre  Branches  chvth. 
F%.  »7-  infinies  le  long  de  l’Axe  des  ablciflès , deux  du  coté  poli-  §-*J8* 
tif  & deux  du  coté  négatif  de  l’Axe  des  ordonnées. 

Exemple  4.  On  propolc  l’éq  : xxyy 2ahxy  — 

bbdy  aabb — bbcd==oi  dont  voici  la  Conltruètion.  Une 
Pf  X88  P**rabole  MCn  , décrite  avec  un  Paramétre  = d , lur  les 
F‘s'  Axes  CB,  CE,  étant  donnée , avec  une  Droite  DO  pa- 
rallèle à CE,  & un  Point  fixe  A : fi  l’on  tire  par  ce  Point 
A une  droite  quelconque  AN  , qui  rencontre  la  Droite 
donnée  en  O , & la  Parabole  en  n , N , & qu’on  mène 
par  le  point  O la  droite  MOm  pai  allèle  à l’Axe  C B , & 
par  les  points  N,  n , les  droites  NM  , nm  parallèles  à l’A- 
xe CE,  les  points  M,  m , où  ces  droites  fe  coupent  li- 
ront à la  Courbe  propolée.  Car  fi  l’on  mène  par  A deux 
droites  AQj  AB  parallèles  aux  Axes  CB  , CE  de  la  Para- 
bole , lefqucllcs  rencontrent  l’une  en  D la  Droite  donnée 
DO  , l’autre  en  B l’Axe  CB , & qu’en  prenant  A Q , A B 
pour  les  Axes  de  la  Courhe,  on  nomme  AB,  a ; AD,  b\ 

BC,  qui  elt  négative  dans  la  Figure,  c ; l’aLlcille  AP,  x, 

& l’ordonnée  PM  , ou  Pm,;:  les  triangles  Icmblables 
ADO  , AQN  ou  Aqn  , donneront  A D [ b ] : DO  [=  AP, 

x]  : : AQ^ou  Aq  [=  PM  ou  Pm,  y ]:  QN  ou  qn  [ •£]. 

Donc  RN  [ = QN  — QJ  = QN  — AB]=y  — 4 , ou 

rn[  = qr — q n = A B — qn  ] =a  — . Et  CR,  ou 

Cr  [ = CB  + BR  ou  B r = CB  + PM  ou  Pm]  — c+y. 

Ainfi  puilque , par  la  propriété  de  la  Parabole , le  rectan- 
gle du  Paramétre  d par  l’ordonnée  C R ou  C r elt  égal  au 
quarré  de  l’ablcifle  R N ou  rn  [§.  123  ] , on  aura  dx{c 

+y  ) = 4*  a a , qui  fe  réduit  à l’équation 

propo- 
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Ch.VTII.  propofée  xxyy  2abxy  + aabb  = Ibcd  + bbdy.  Pu  XII. 

S-  «J8.  Qu  voit  ailcment,  par  cette  conltruélion , que  la  Cour- 
be aura  toujours  deux  Branches  infinies  le  long  de  l’Axe 
des  ordonnées  A D qui  elt  leur  Alÿmptote  : mais  elle  peut 
en  avoir  auiïi , ou  n’en  pas  avoir  , le  long  de  l’Axe  des 
ablcifles  AB.  Ces  cas  fe  diftinguent  en  examinant  li  cet 
Axe  A B coupe , touche , ou  ne  coupe  ni  ne  touche  la 
Parabole. 

1.  S’il  la  coupe , & que  le  Point  A tombe  dans  la  Pa-  F‘£- 
rabole  , ce  qui  a lieu  quand  BA[/*]<Bb[v/f^],  la  num'  *' 
Couibe  a quatre  Branches  infinies  dont  AB  efl  l’Afÿmpto- 

te , & elles  le  jettent  dans  les  quatre  angles  des  coordon- 
nées. 

2.  Si  l’Axe  AB  coupe  la  Parabole , mais  que  le  Point  A «**».  j. 
tombe  hors  de  cette  Courbe,  ce  qui  a lieu  quand  BA[<jJ 

> Bb[v^d],  la  Courbe  a auffi  quatre  Branches  infinies 

3ui  accompagnent  l’Axe  AB  ; mais  de  ces  quatre  Branches, 
eux  s’étendent  dans  l’angle  des  coordonnées  pofitives  & 
deux  dans  l’angle  des  coordonnées  négatives. 

Si  le  Point  A tomboit  fur  la  Parabole , alors  A B [ a j 
feroit  = Bb[v/f^J,  & le  terme  confiant  difparoîtroit  de 
l’équation  , qui  fêroit  divifible  par  y , & réduite  à xxy — 

2abx  — bbd==oi  ne  rcprélèntcroit  qu’une  Ligne  du  troi- 
fiéme  ordre. 

?.  Si  AB  touche  la  Parabole  , ce  qui  a lieu  quand  «"»»•  !• 
r = o , la  partie  de  la  Courbe  qui  eft  au-dcflous  de  l’Axe 
AB  difparoit , & la  Courbe  ti’a  plus  que  deux  Branches  in- 
finies le  long  de  cet  Axe , Icfquelles  le  jettent  toutes  deux 
dans  un  meme  angle  , qui  cil  celui  des  coordonnées  poli- 
tives , à fuppolcr  d pofitivc. 

4.  Enfin  fi  A B ne  touche  ni  ne  coupe  la  Parabole  , num’  «• 
ce  qui  cil  le  cas  de  c négative , ou  de  BC  pofitivc  , tou- 
tes les  Branches  infinies  qui  accompagnoicnt  l’Axe  A B dif- 
Introd.  à P Analyfe  des  Lignes  Courbes.  K k paroil- 


Digitized  by  Google 


aj8  DES  BRANCHES  INFINIES 

Pl.  Xii.  paroiflènt , & la  Courbe  ne  conlèrvc  que  celles  qui  s’éten- 
dent le  long  de  l’Axe  des  ordonnées  A D. 

Tout  cela  fc  dilcerne,  inde'pendemmcnt  de  la  conftruc- 
tion  de  la  Courbe,  par  la  lèule  équation  mile  fur  le  Trian- 
gle analytique: 

A 

O O * O • 


c 


Elle  a deux  détermînatrices , l’une  AB  qui  a la  meme 
pofuion  que  AB  dans  1 ''Exemple  II,  & qui  déligne,  ici 
comme  là,  [car  le  Calcul  ert  le  meme],  deux  Branches 
hyperboliques  qui  accompagnent  l’Axe  des  ordonnées  dans 
les  deux  angles  de  fuite  des  ordonnées  pofitives. 

Mais  AC  , qui  indique  des  Branches  dont  l’Axe  des 
ablciflcs  cil  Afymptotc,  donne  l’éq  : xxyy — zabxy  4* 
( aa  — cd  ) Ib  = o , dont  les  racines  xy  = ab-±:  b\tcd, 
prélèntent  quatre  Cas  différents;  lans compter  celui  où  a — 

V'  c d , qui  réduit  l’éq  : xxyy zabxy bbdy  = o , ou 

xxy  — 2abx  — bbd  ==  o , à ne  repréiènter  qu’une  Cour- 
be du  troifiéme  ordre.  • 

i°.  Si  cd  efl  plus  grande  que  aa , les  racines  xy-=.ab 
*\>b^  cd , & xy  = ab  — b c d défignent  deux  Hyper- 
boles , l’une  pofuive  , l’autre  négative  ; dont  la  prémiére 
étend  lès  Branches  dans  les  angles  des  coordonnées  de 
même  ligne , & la  féconde  dans  les  angles  des  coordon- 
nées de  difTérens  lignes.  Ces  Hyperboles  - alymptotes  le 
itnm.  i.  r<^Pandent  donc  dans  les  quatre  angles  des  coordonnées  ; 
& la  Courbe  les  accompagne  le  long  de  l’Axe  des  abfcif- 

fes 


Ch.  vu  r. 

§•  «J». 
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Ch  VTH.  fes  dans  ces  quatre  angles , puifque  dans  ce  Cas  l’équation  xii. 

$. 1 38.  de  la  déterminatrice  AC  n’a  point  de  racines  multiples. 

2°.  Si  (d  e'tant  pofitive  eft  plus  petite  que  a a , les 
deux  racines  xy=  a bzîz  b ^ c d , défignent  deux  Hyper- 
boles pofitives , qui  étendent , l’une  & l’autre  , leurs  Bran- 
ches dans  les  angles  des  coordonnées  de  même  ligne. 

Donc,  puilque  l’équation  de  la  déterminatrice  n’a  point 
dans  ce  Cas  de  racines  multiples , les  Branches  de  la  Cour-  num.  », 
be  fuivent  celles  des  Hyperboles  le  long  de  l’Axe  des  abf- 
cilles  qui  eft  leur  Alymptote , & fe  jettent  deux  dans  l’an- 
gle des  coordonnées  pofitives  , & deux  dans  l’angle  des 
coordonnées  négatives. 

30.  Si  cd  elt  négative,  les  deux  racines  xy  = ab  -±z 
by/cd  tout  imaginaires.  Ainfi  les  Branches  infinies,  que  la 
déterminatrice  AC  lembloit  indiquer  par  là  pofition  lont 
anéanties  par  l’on  équation.  La  Courbe  n’a  donc  que  les  4- 
deux  Branches  hyperboliques  indiquées  par  la  détermina- 
trice AB  , & qui  ont  pour  Alymptote  l’Axe  A D des  or- 
données. 

40.  Si  £=o,  les  deux  racines  xy  = ab zt: byjcd  (ont 
égales,  ou  plutôt  l’éq  : xxyy — ?abxy  aabb  =.  o de  la 
déieiminatrice  AC  n’a  qu’une  racine  double  xy=ab.  Il 
n’y  a donc  , pour  les  Branches  dont  l’Axe  des  abfcillès  eft 
l’Alymptote-droite  qu’une  Hyperbole  pofitive  , dont  les 
Branches  III,  KL  le  jettent  dans  les  angles  oppofés  des  ,um ■ *• 
coordonnées  de  meme  figue.  Mais , comme  la  racine  xy 

ab 

= a b eft  multiple  ; la  Série , dont  — eft  le  prémier  ter- 
me , n’eft  pas  encore  régulière  , & il  en  faut  chercher  le 
lecond  terme,  au  moins.  On  voit  (ans  calcul,  puilque  la 
racine  xy  — ab-=.o  elt  double,  puiluu’elle  ne  divilè  pas 

le  terme  unique  bbdy  du  fécond  ordre,  & puifqu’il  n’y 

a qu’un  intervalle  entre  la  déterminatrice  & fa  parallèle 
qui  palTe  par  le  terme  du  fécond  ordre  ; on  voit,  dis- 

K k 2 je , 
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Fl.  XII.  je  , [§.  ii  i ] , que  ic  fécond  terme  de  la  Série  fera  demi  - Ch.viîl 
imaginaire,  & qu’ainfi  il  n’y  aura  qu’une  des  deux  Bran-  '*8- 
ches  HI,  ou  KL,  de  l’Hyperbole  qui  ferve  d’Afymptote 
à la  Courbe.  Mais  pour  lavoir  fi  c’eft  HI,  ou  KL  , qui 
fait  cette  fon&ion , il  faut  connoitre  le  fécond  terme  de  la 
Série.  On  fubftitucra  donc  abx~  1 4*  « à y dans  l’équa- 
tion propofée  xxyy 2abxy  — bbdy  + aabh  = o , & on 

la  transformera  en  xxttn — ab'dx  1 — bbdu-=.  o.  Cel- 
le-ci mile  fur  le  Tr  : an  : n’a  qu’une  déterminatrice  fupé- 
rieure,  qui  donne  xxuu — ab'dx~~l  = o , ou  « = 

abd  . . 

b':i  di:i  x~  y i =db  b \/  — . Ce  terme  demi  - 

x 

imaginaire , mais  double  à caufe  du  ligne  zt: , fait  voir  que 
la  Courbe  ne  s’étend  que  du  coté  qu’indique  le  ligne  de 
la  grandeur  abd.  Si  ce  produit  eit  pofitif , il  n’y  a que 
la  Branche  HI  de  l’Hyperbole  qui  foit  Alymptote  , mais 
elle  eil  fuivie  de  deux  Branches  mi.  Ml  de  la  Courbe  , 

ab  , .abd 

dont  l’une  mi,  defignée  par  la  Série  >=  - — -—r 
&c.  fè  gliflê  entre  l’Hyperbole  HI  & l’Axe  des  ablcilTe*;  & 

nb  abd 

dont  l’autre  Ml,  indiquée  par  la  Série  y=-  x +b^—6‘c. 

tombe,  par  raport  à l’Axe  des  abfcidès , au-delà  de  l’Hy- 
perbole HI.  Ces  deux  Branches  mi  , Ml  font  iürement 
réelles  puifque  l’éq  : xxuu  — ab'dx~  1 = o de  la  fécon- 
dé déterminatrice  n’a  point  de  racines  multiples  , & que 
par  conlequent  la  Série  devient  régulière  dès  le  fécond  ter- 
me. Ainft  la  Courbe  a quatre  Branches  hyperboliques  ; 
deux  , qui  ont  pour  Alymptote  l’Axe  des  ordonnées , l’ac- 
compagnent dans  les  angles  des  ordonnées  pofitives  ; 8c 
deux  , qui  ont  pour  Alymptote  l’Axe  des  abfcilTès  , le 
jettent,  le  long  de  cet  Axe  , dans  le  feul  angle  des  coor- 
données pofitives. 

39.  C*s  IL 
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Ch.vul  159.  Cas  II-  Lorfqu’une  déterminatrice  eft  parallèle  à pLlxli. 

§•'3?-  une  des  deux  Bandes  extérieures  du  Triangle  analytique, 
elle  eft  fupe'rieure  quand  le  Triangle  eft  couché  fur  cette 
Bande.  Si  c’eft  la  Bande  lâns  y , la  déterminatrice  donne 
l’équation  de  la  Courbe  pour  y infinie  [ §.  96.  40  ].  Mais 
tous  les  termes  de  cette  équation  e'tant  iur  une  Bande  pa- 
rallèle à la  Bande  fans  y , ils  contiennent  tous  une  même 
puiflânee  d’jy.  On  peut  divilcr  l’équation  de  la  déterinina- 
trice  par  cette  puiflànce  , & on  aura  une  équation  en  x 
& en  confiantes , qui  a pour  racines  une  ou  plufieurs  va- 
leurs finies  d’x.  Ainfi  des  abicifles  finies  ont  des  ordon- 
nées infinies  ; & les  Branches  défignées  par  cette  détermi- 
natrice  s’éloignent  infiniment  de  l’Axe  des  abicifles  en  res- 
tant à une  diflance  finie  de  celui  des  ordonnées.  Les  or- 
données infinies  de  ces  abicifles  finies  font  des  Alÿmpto- 
tes  de  la  Courbe,  qui  jette  le  long  de  ces  Afÿmptotes  des 
Branches  hyperboliques. 

Par  le  même  raifonnement  , une  déterminatrice  paral- 
lèle à la  Bande  fans  x déligne  des  Abicifles- aiÿmptotes  , 
dont  les  ordonnées  font  les  racines  de  l’équation  que  four- 
nit cette  déterminatrice. 

Ces  racines  peuvent  être  imaginaires , réelles , ou  nul- 
les.  Une  racine  imaginaire  exprime  une  Aiÿmptote  ima- 
ginaire, qui  n’exifte  point,  non  plus  que  les  Branches  in- 
finies que  la  déterminatrice  lembloit  indiquer.  Une  racine 
réelle  donne  la  pofition  d’une  Aiÿmptote- droite  réelle, 
qui  peut  pourtant  n’avoir  que  des  Branches  imaginaires  à 
caule  des  termes  fuivants  de  la  Série.  Une  racine  nulle 
marque  une  Aiÿmptote- droite  , qui,  paflànt  par  l’Origi- 
ne, eft  un  des  deux  Axes.  Elle  a donc  été  déjà  indiquée 
par  une  détctminatricc  , qui  fans  ctre  parallèle  aux  Bandes 
extérieures  du  Triangle  n’en  coupe  qu’une  ou  patle  par 
la  Pointe  [ §.  prie.  ]. 

R k j Exerx- 
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Exemple  I.  On  propofe  l’éq:  x yy ayy — %axy  Ch.VIII. 

4<  2 alx=o.  Quand  on  l’a  placée  fur  le  Triang  : anal:  J>*  ,3,‘ 

A 

0*00 
B * * o 

o *C 

o 

on  voit  qu’elle  n’a  que  deux  de'terminatrices  fupérieures , 
toutes  deux  parallèles  aux  Bandes  du  Triangle. 

L’une  A B , parallèle  à la  Bande  (ans  y , indique  une 
Alymptote-ordonnée.  Son  équation  xyy — ayy-=.o  , di- 
viléc  par  y y , Ce  réduit  à x — a — o : ce  qui  montre  que 
cette  Afymptote  elt  l’ordonnée  de  l’abfciflc  x = a.  On 
prendra  donc  une  abfcifle  AB  = <*,  & par  Ton  extrémité 
B on  mènera  l’ordonnée  indéfinie  BC,  qui  eft  l’Afymptote 
indiquée  par  la  déterminatrice  AB. 

L’autre  AC,  qui  eft  parallèle  à la  Bande  fans  x,  défi- 
gne  des  Alÿmptotes  - ablciflès.  Leur  pofition  (è  détermine 
par  Péq:  xyy  — ]axy  4*  2<*!x=:o  , que  fournit  cette  dé- 
terminatrice. Cette  équation  a chacun  de  (es  termes  di- 
vifiblc  par  x,  & cette  divifion  la  réduit  à yy  — \ay^  ic? 

= 0,  qui  a deux  racines  réelles,^ — <»=  o,  & y — ta 
= 0.  Elles  marquent  chacune  une  Afymptote  , qui  font 
les  abfciflcs  DE,  F G , des  ordonnées  AD  — a & AF 
= 2 a. 

Exemple  2.  On  propolê  l’éq  : xxyy  — zbxz y — 
bhyy  — zaaxy  + bbxx  4«  2b'y  + 2 a bx  -F  ta * — b*  = o. 

Mile  fur  le  I r : anal  : elle  a deux  déterminatriccs. 

L’une  AB,  parallèle  à la  Bande  (ans  y , indique  par 
(à  pofition  des  Ordonnées  - alÿmptotes  , & par  fon  équa- 
tion xxyy  — bhyy  ==  o,  ou , divilànt  par  yy , xx — bb—o , 

qui 
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Ch.viii.  qui  a deux  racines  réelles,  x=  b,  x= — b,  on  voit  que  pt. xii. 
ces  Afymptotes  font  les  ordonnées  des  abfcifles  AR — l, i 
A G — — b.  9°. 

A 

00*00 
00*0 
B * * * C 
* * 

* 

L’autre  déterminatrice  AC,  étant  parallèle  à la  Bande 
6ns  x,  marque  des  Abfcifles- afymptotes.  Son  équation 
ocxyy — 2bxxy  + bbxx—  o , divifée  par  xx,  fe  réduit  à 
yy  — zby^bb  — o,  qui  n’a  qu’une  (cule  racine,  mais 
double,  y— — b=o.  Elle  fait  connoîtrc  que  l’ablcifle 
DE  de  l’ordonnée  AD  = b , eft  une  Afÿmptote. 

Exemple  3.  si  dans  cette  môme  équation  on  chan- 
ge feulement  en  4<  le  ligne  — du  terme  b b y y , l’équa- 
tion que  donne  la  déterminatrice  AB  , étant  xxyy  4<  bbyy 
= o , ou  xx  4*  bb  = o , elle  n’a  que  des  racines  imagi- 
naires. Ainfi  la  Courbe  perd  les  Ordonnées  - afymptotes 
B F,  CG,  & ne  conferve  que  l’Abfciflè- afÿmptote  DE  , 
donc  l’ordonnée  eft  AD  =.b.  Fig.  91. 

140.  Ainfi  la  feule  infpcôion  du  Triangle  analytique, 

& des  déterminatrices  parallèles  à l’une  ou  à l’autre  des 
Bandes  extérieures , fuffit  pour  établir  le  nombre  & la  po- 
sition des  Afymptotes  abfcifles  ou  ordonnées.  C’eft  que 
les  ordonnées  ou  les  abfcifles  de  ces  Afymptotes  font  don- 
nées par  le  premier  terme  de  la  Série  defeendante  qui  ex- 
prime y en  x,  ou  x en  j»,  Mais  pour  avoir  la  pofition 
ou  l’efpèce  des  Branches  hyperboliques  de  la  Courbe  au- 
tour de  ces  Afymptotes  , pour  s’aftürer  meme  de  leur 

exiften- 
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Pt.  xil.  exiftence , il  faut  chercher  le  fécond  terme  de  la  Série, 
& , en  quelques  occafions  , des  termes  ultérieurs.  Si  le 
prémier  terme  de  la  Série  eft  m ou  n [ m reprélèntera  l’ab- 
iciflê  d’une  Alymptote-  ordonnée  , & » l’ordonne'e  d’une 
Alÿmptote-  ablcille  ] , on  cherchera  le  (ècond  terme  de  la 
Série  en  fubftituant  w+z  à ou»+«à;  [$.102]  & 
mettant  la  transformée  fur  le  Triang  : anal  : Or  cette  trans- 
formée eft  précifément  la  même  qu’on  auroit  en  tranfpor- 
tant  l’Origine  fur  l’Alymptote  [§.  25.  1V°.  ] , tranfpofition 
qui  réduit  ce  Cas -ci  au  Cas  précédent  [ §.  138]  , où 
l’Afymptote  étoit  fuppofée  paftfer  par  l’Origine.  Ainfi  cet- 
te opération  le  peut  envilàgcr , ou  comme  le  tranlport  de 
l’Origine  fur  l’Alymptotc  , ou  comme  la  recherche  du  fé- 
cond terme  de  la  Série.  Appliquons -la  aux  Exemples 
précédents. 

Exemple  I.  On  a vû  dans  l ’£x  1 du  §.  prie,  que 

F, g.  8u.  la  Courbe  repréfentée  par  l’éq  : xyy ayy — + 2a1  x 

— o avoit  trois  Afymptotes , B C ordonnée  de  l’ablcif- 
fe  AB  = rf,  & DE  , FG  abfcitlès  des  ordonnées  AD ~a 
& AF  = 2<i.  Tranfportons  fucccilîvcmcnt  l’Origine  fur 
chacune  de  ces  Aiÿmptotes. 

1.  Pour  la  porter  d’A  en  B fur  l’Afÿmptote  ordonnée 
BC , on  fubftituera  z à x dans  l’équation  de  la  Cour- 
be : ce  qui  la  transformera  en  zyy — ^aay — l^zy-\~  2a' 
+ 2aaz  =0.  Cette  transformée  mile  fur  le  Triangle  ana- 
lytique a deux  déterminatrices  Ab , AC. 


o 

B 


,Â, 


* 

o C 


o 


c | * o 

b***C 


c 


En  les  comparant  avec 


les  déterminatrices  AB,  AC 

de 


CH.vm. 

§•  ‘4°- 
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Ch.viii.  de  l’équation  propofée  , on  voit  que  dans  l’une  & dans  pl.Xii, 
i.  i4o.  l'autre,  j4C  a la  même  pofition,  parce  que  les  Abfcittès- 
afymptotes  DE,  F G qu’elle  défigne,  ont  la  même  fitua- 
tion  par  raport  à l’Origine,  foit  qu’on  la  laide  en  A , foit 
qu’on  la  porte  en  B . Mais  la  déterminatrice  AB  de  la 
propofée  a tourne  fur  le  centre  A , & a patte  en  Ab 
dans  la  transformée , où  elle  n’eft  plus  parallèle  à la  Ban- 
de fans  y , parce  que  l’Afymptote  B C , qu’elle  défigne 
ett  devenue  l’Axe  des  ordonnées  , auquel  elle  étoit  d’a- 
bord parallèle.  Cette  déterminatrice  Ab  donne  pour  l’é- 
quation de  l'Hyperbole  -afÿmptote,  qui  ett  auflfi  l’Alÿmp- 
tote- courbe,  z yy — iaay  — o,  ou  z y = ^aa,  à l’Hy- 
perbole ordinaire  pofitive.  Donc  , les  Branches  infinies 
H C , h c de  la  Courbe  , dcfquelles  CBc  ett  l’Afymptote 
s’étendent  à l’infini  dans  les  angles  bBC,  A B c des  coor- 
données de  même  figue. 

2.  On  portera  l’origine  de  A en  D fur  l’Afymptote 
D E en  fubttituant  dans  l’équation  propofée  a -f-  « à y 

Par-là  , on  la  transforme  en  xuu — a'  — 2 a au auu 

axa  = o,  qui  placée  fur  le  Triangle  analytique  a trois 


£ 


Av  0 
* * o 
O * 


o C 


o 


0 A.  0 

D*  + c 0 
" * | O 

* 

y 


déterminatrices  ; AB  qui  ett  la  même  que  AB  de  la  pro- 
pofée, & Ac  >cy  , qui  ont  fuccédé  à AC.  AB  c tt  ref- 
tée  en  place,  parce  que  le  tranfport  de  l’Origine  de  A en  D 
na,.Pa?  changé  fà  fituation  par  raport  à l’Afymptote  BC 
qu’indique  la  déterminatrice  AB.  Mais  AC  ett  devenue 
double  Ai , cy,  parce  que  de  deux  Afymptotes-abfcittes 

lntrod,  à /’ An alyfe  des  Lignes  Courbes.  L 1 qu’elle  1 
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Pl.  XIL  qu’elle  indiquoit  , l’une  D E parte  maintenant  par  l’Origi-  Cb.viii. 
ne  D,  & elt  l’Axe  des  abfcirtes , l’autre  F G lui  eft  parallè- 
le.  Celle-ci  eft  délignée  par  la  déterminatrice  Ac  parallè- 
le à la  Bande  fans  x : celle  - là  par  la  déterminatrice  c y , 
qui  parte  par  la  Pointe,  & fournit  l’éq  : — axa — a’  — 
o , ou  x«  = — a * à l’Hyperbole  ordinaire  négative. 

Ainiï  elle  marque  des  Branches  infinies  1E,  ie,  qui  s’éten- 
dent  dans  les  angles  A D E , F D e des  coordonnées  de  fi- 
gues contraires. 

j.  Enfin  l’Origine  eft  tranfportéc  de  A en  F fur  l’A1  £■ 
cirte  - afymptote  F G , en  fubftituant  2 a-\-u  à y dans  la 
propofée  , ce  qui  donne  la  transf armée  xv» — 44*  — 44’» 

■ — aua  + axa  — o qu’on  mettialur  le  Fnangle  analytique. 


A 

0*00 

■*»  O * 

o C 


A 

o 

* N* > 

* r« 


* 

< 


o 

o 


Elle  y conferve  la  de'termînatrîcc  AB  qu’avoît  la  pro- 
pofée  & qui  defigne  l’Ordonnée  - afvmptote  BC  , mais  la 
déterminatrice  AC  s’eft  brifée  en  deux  Ay , yr,  dont  la 
première , parallèle  à la  Bande  fans  x , marque  l’Ablcirtè- 
afymptote  D E , & dont  la  féconde  , partant  par  la  Pointe, 
montre  que  l’Axe  des  abfcirtés  F G eft  auflfi  une  Afÿmpto- 
tc.  L’équation  — 44’  -f- axa  = o , ou  xu=.^aa  au’elle 
donne , eft  à l’Hyperbole  ordinaire  pofitivc.  Ainfi  elle  in- 
dique des  Branches  KG,  kg,  qui  s’étendent  enfin  dans 
les  angles  GFf,  DFg  des  coordonnées  de  même  figne. 

En  effet,  la  Courbe  repréfèntéc  par  l’éq  : xyy — ayy — 
l*xy  — 2a'-x  =0,  a fix  Branches  infinies,  difpofées  au- 
tour de  trois  Alÿmptotes  Ce,  Ee,  Gg,  de  la  manière 

qu’oa 
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Ch.vtïi.  qu’on  le  voit  Fig.  89 , ce  dont  on  peut  aifément  s’aflti-  Pt.  Xil 
5. 140-  rer  en  confidérant  l'équation  fous  cette  forme  x 

?yy 

yy — iay  — zaa' 

Exemple  2.  Dans  YEx.  II  du  §.  prie,  on  a vû  que 
la  Courbe  dont  la  natur.c  s’exprimoit  par  féq  : x xyy  — 

2b x1  y bb)y 2 aaxy  4-  bbxx  4<  2b' y + 2 aabx  ►b  2a*— > 

b*  =0  y avoir  trois  Afymptotes  , Ff,  ordonnée  de  l’abfcif- 
fc  AB  = b;  Gg,  ordonnée  de  l’abfcifle  AC  = — b ; & 

DE,  abicllè  de  l'ordonnée  AD  = b. 

1.  On  tranfportera  luccelfivcmcnt  l’Origine  de  A en  B ** 

& en  C,  en  fubftituant  dans  la  propofée  d’abord  z4*&, 
cnlii  te  z — b,  au  lieu  de  x,  ce  qui  s’exécute  ainfi  par 
le  5.  28. 

L’équatîon  ordonnée  par  y 

(xx — bb  — 2bx‘ — ? aax-\-zb  ' ''y  4-  bbxx-\-  ? aabx-±-  2 a* — b* 

•>  r\  * ! o 1 0 O I 

ix/yy  4*  V <\bx — 2uuj^j  -f  ^zbox  4*  2aab  j z 

î i o 4 o 

zz yy  — ibzzy  4<  bbzz 

X=zb 

< * > 

* 2 a a b y 4*  2 a a {aa  + bb') 

+ ibzyy  — ( 2aa  HH  4 bb  ) zy  *4»  2b  ( aa  ►f*  bb  ) z 
+ zzyy  — ibzzy  4-  bbzz 

x = b 


* + 2aaby  4*  saa(  aa bb~) 

— 2bz.yy ( 2aa  — 4 bb  ) zy  + 2 b ( an bb')  Z 

4^  z zyy  — 2bzzy  4<  bbzz 

Si  on  place  ces  deux  transformées  fur  le  Triangle  ana- 

L1  z lytique 
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Xii.  lytique , elles  y occupent  l’une  & l’autre  les  mêmes  Cafés, 
& ont  trois  détcrminatrices  fupe'rieures. 

A 

0 0*00 
O b * * O 

O * * C 
/3  * * 

* 

AC  y parallèle  à la  Bande  fans  x , eft  la  même  que  la 
déterminatrice  AC  de  la  propofée,  & défigne,  comme  el- 
le, l’Abfciflè-afÿmptote  DE. 

Mais  AB  de  la  propofee  s’eft  doublée,  & cft,  dans  la 
transformée  Ab  & b (Z.  La  première  Ab , parallèle  à la 
Bande  fans^>,  défigne  l’Ordonnée-  afymptotc  Gg,  fi  l’Ori- 
gine cft  tranfportéc  en  B , ce  qui  elt  le  cas  de  la  prémiére 
transformée  : elle  indique  l’Ordonnée-afÿmptote  F f,  l’Ori- 
gine étant  tranfportée  en  C , ce  qui  eft  le  cas  de  la  fécon- 
de transformée.  La  fécondé  déterminatrice  £/3,  qui  fans 
être  parallèle  à la  Bande  fans  y coupe  la  Bande  fans  x , 
exprime  une  Afvmptotc  qui  paftè  par  l’Origine , c’eft  F f , 
l’Origine  étant  en  B;  & Gg,  l’Origine  étant  en  C.  Cette 
déterminatrice  donne , pour  la  prémiére  transformée , l’éq: 

• — zaaby -{•  2bzyy  = o > & pour  la  féconde  + zaaby  — 
2 bzyy  = o , qui  toutes  deux  fé  réduifènt  à zy  = aa  , 
équation  d’une  Hyperbole  ordinaire  pofitive.  Cela  mon- 
tre que  lès  Branches  de  l’Hyperbole  - afymptote  , & [puift. 
que  dès  le  prémier  terme  la  Série  cft  régulière  ] celles  de 
la  Courbe  H F,  hf;  IG,  ig,  s’étendent  enfin  dans  les  an- 
gles des  coordonnées  de  même  ftgne. 

2.  Il  faut  préféntement  tranfporter  l’Origine  au  point 
D,  où  l’Axe  des  ordonnées  coupe  l’abfcillé-  afymptote 
DE.  On  fubftituera  donc  u-^b  à y. 

L’équa- 


Ch.VIH. 
S-  r+o. 
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Ch.VIIL  L’équation  ordonnée  par  * Vu  jni. 

§.140. 

(yy — 2 by-\-bV)  xx  «+1  ( — 2 aay+2aab)x — bbyy+ib'y+2d% — b* 

2 I O I O 2 I O O 

•Ï*  (2 y — 2 b') uxx  — maux + ( — zbby  + 2b ' ) u 

i o o __î o 

+ uuxx  * bbuu 


* * 4-  2 a* 

* — 2 a1  ux  * 


►F1/*1*1  * — £>£»« 

La  transformée  uuxx — bbuu — iaaux  >-p  2a*  ~ o , 
étant  mile  fur  le  Tr  : anal  : conferve  la  détermlnatrice  AB 

A 

00*00 

0000 

B * * o 
o o 
* 
t 

qu’avoit  la  propofée , & qui  défigne  les  Ordonnées-afymp- 
totes  F f,  G g , qui  ont  la  même  pofition  par  raport  à 
l’Origine  D , que  par  raport  à l’Origine  A.  Mais  la  déter- 
minatrice  AC  de  la  propofée  a change  de  fituation , & a 
pris  dans  la  transformée  la  fituation  Ac  , où  paflânt  par 
la  Pointe  , elle  marque  que  l’Axe  des  abfcifics  DE  eft 
Afymptote.  Mais  fon  équation  »»xx  — 2aaux 4"  .?<*’  = 
o,  n’ayant  que  des  racines  imaginaires  ux  — aa±aa\/ — i, 
fait  connoitre  que  cette  prétendue  Afymptote  DE  n’eft 
accompagnée  d’aucune  Branche  infinie  de  la  Courbe. 

L1  g On 
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P l.  xil.  On  peut  s’aflurer  de  la  vérité  de  ces  conclufions , par  la  C». 

conliruâion  de  cette  Courbe.  En  prenant  pour  fon  équa- 

tion  la  rransforme'e  uuxx bbuu zaatrx  4 2a*  ~o  , 

ce  qui  porte  fon  Origine  au  point  D,  & lui  donne  pour 
Axes  D A , D E ; on  aura  uuxx  — 2 aaux  4 *4  =5=  bbuu 

— a 4 , & tirant  la  racine  quarrée  ux  — aa===.zïzy/(J)buu 

— a + ),  ou  x = *~ziïy/{bb — — ).  On  décrira  donc 

U U U 

fur  les  Axes  perpendiculaires  l’un  à l’autre  DA  , DE , l’Hy- 
perbole V RV  y vrv , délignée  par  l’éq  : xu  = aa  , ou 

x = —,  & on  décrira  du  centre  D , avec  le  raïon  D A 

U 

= b y le  Cercle  Eae  A.  Puis  prenant  une  ordonnée  quel- 
conque DQj=«,  on  tirera  l’ablciflè  AfQJd,  qui  1 en- 
contre l’Hyperbole  en  R,  de  forte  qu’on  a QR  = — . 

Qu’on  mène  par  le  point  R la  droite  T t , parallèle  à l’Axe 
DA  , qui  rencontre  en  T & t la  circonférence  Eae  A , on 

aura  donc  DS=QR  = ^,  & TS=  St  = \/(D t1  — 

D S1  ) = V ( bb  — — ) . Ainfi  les  abfcifles  OM  [ *—  4 

UU  U 

£ )]»  & Q.M  [ 3 fonc  cs3' 

les , l’une  à DS  4"  S t , l’autre  a DS  — S T , c’cft-  à - dite  , 

[ en  menant  la  Droite  D O , qui  coupe  en  deux  egale- 
ment l’angle  a DE,  & donne  toujours  SO=DS]  QjM  • 
fera  égale  à O t = D S 4 S t , & QJ^f  à — O T = L)  S 
— ST.  On  voit  par  cette  conlirudion,  que  les  ordon- 
nées FEf,  Geg  des  abfcifTes  DE  — 6,  De= — b font 
Afymptotes  , mais  que  DE  , indiquée  comme  Afymptotc 
par  l’cquation  primitive  , n’a  point  de  Branches  infinies 

qui 
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CH.VIII 
§.  140. 


qui  l’accompagnent  : parce  que  la  Sdrie  y = b 4 — ( 1 Fl"  X1 
— 1 ) &c.  qui  défigne  ces  Branches  , cft  imaginaire. 

Exemple  3.  Le  Ex.  du  §.  prie,  étoit  celui  d’u-  rtg 
ne  Couibc  défignéc  par  l’éq  : xxyy — abx’y  4 bbyy  — 

a a axy  4 bbxx  4*  2b' y 4*  3**bx  4 1 2 a* b* n } qui 

n’avoit  qu’une  feule  Alymptote  , Ravoir  l’abfeiflè  DE  de 
l’ordonnée  AD  = 6.  Pour  connoître  la  nature  des  Bran- 
ches infinies  qui  doivent  accompagner  cette  Alymptote,  il 
faut  à y fubftituer  b 4*  « dans  la  propofée. 

L'équation  ordonnée  par  x. 

C y y — by+bb  ■)  XX  4-  ( — 2 a1y^2a'b')x+  bbyy+  2 b 'y +2  * * — b* 

2 10  I O 2 1 O O 

4 «(2_y  — zby  uxx  4*  ( 2<*J)«x  4*  (ïbby  4*  zb'  ÿ u 

j O O | O 

4-  uuxx  * -\-bbuu 


* * -j-2b*f^>2a* 

* — 2<*i»x-j -\b'u 

4 -uuxx  * 4 'bbuu 


Cette  transformée  uuxx  4 bbuu  — 2 a2ux  4-  4 b'u  4 
2 A4  4 2 <*+ =0  , mife  lür  le  Triangle  analytique  a deux 
déterminatrices , mais  qui  ne  donnent , l'une  & l'autre , que 
des  racines  imaginaires.  AB,  qui  eft  la  meme  que  AB 


A 

00*00 

0000 

B*  * o 
* o 
* 

c de 
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Pt.  xi.  de  la  propofée  donne  , comme  elle , xx««  + bbuu  — o , Ch. vin. 
ou  xxff*  bb  =o  , dont  les  racines  font  x==±V' — b b.  5-  ,<9' 
Et  Ac , qui  a fuccedé  à AC , donne  uuxx  — zalax  ►£< 

26*  + 24*  = o , dont  les  racines  ux~  aa±^ (■ — ib + — 

,*♦)  font  aulfi  imaginaires. 

Ainfi  cette  Courbe  n’a  point  d’Afymptotcs , à parler 
exaûement.  En  effet  , fi  on  re'lbut  fon  équation  en  re- 
gardant x comme  l’inconnuë  , on  trouvera  x == 

aa-±zb  V'C  — uu—  /fiu  — ibb—yy) 

. Ces  deux  valeurs 

— u 

d’x  font  imaginaires  , lors  qu’on  prend  u pofitive  : car 
alors , tout  ce  qui  cft  fous  le  figne  radical  cff  négatif,  [nous 
fuppofons  b pofitive  ] . Mais  fi  on  prend  u négative , le 
terme  — 4 bu  fe  change  en  +4 bu\  les  valeurs  d’x  peu- 

A * 

a*±.b\/( — nu-i-4.be/ — 2 bb--^  ) 

vent  être  réelles , & l’éq  : x=. — _ — 

— u 

fc  conftruira  de  cette  manière.  Ayant  décrit  fur  les  Axes 
perpendiculaires  DA,  DE,  & dans  l’angle  des  coordon- 
nées négatives,  la  demi- Hyperbole  Oo,  dont  l’équation, 
en  nommant  AQ^,  — u , & QO  , — s , eff  u z = a a ; 
prenez  ÜA=  — 6=  AC:  élevez  au  point  A la  per- 
pendiculaire AB , & décrivez  du  centre  C , avec  un  raion 

CF^y'C 2bb — J.)  le  demi-cercle  FHhf.  Puis  menant 
bb 

du  point  D une  Droite  quelconque  DH,  qui  coupe 
la  Droite  AB,  & en  h, H la  demi- circonférence , abattiez 
des  points  h,  H les  perpendiculaires,  hq  , HC^,  prolongées 
indéfiniment.  Des  points  o,  O,  où  elles  rencontrent  l'Hy- 
perbole , vous  prendrez  fur  ces  perpendiculaires  les  parties 
o m , o tn , OM  , OM  égales  à A b , & les  points  m , m , 

M , M lcront  à la  Courbe  propofée.  Car , fi  on  nomme 

DQ^tf, 
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*13 

D(^,  «,  on  aura  QO  = — ~3  & Qjd  = y/ fQ^ qf  =:  rt  XIT* 
v/(  DQ—  DC  + Cf)  x ( DC  + CF—  DQ^  = „ — 2y 

*>/{2bb~jbÏX{2b*^2bb~~bï~u)~^uu 
a * 

HH  4^«  — 3 bb  — ç£).  Donc  les  triangles  femblables  DQH, 

DA  h > donnant  DqJ«];  QH  W(—an+±bu—2bb—  a*  ) 1 

bb  J -* 

V( — u — 2 bb — ) 

= DA  O]:  A£,  ou  OM,  OA/[ h± 

u J* 

on  aura  x .[  = QM  ou  QA/—  QO=t  OM  = — d= 

U 

b ^ au  + àjbn  — 2bb ~L  ) 

bb  i cc  qui  multipliant  par 

u 

a y tranfpofànt , quarrant,  & tranfpofànt  derechef,  donne 
l’e'q  : xxau  + 2aaxu  4*  a*  + bbuu  — 4 b'u  -+•  2 b*  == 
o , dans  laquelle  changeant  ►h-  « en  — a , parce  que  A Q 
[«]  , que  nous  avons  traitée  comme  pofitive  , cft  réelle- 
ment négative,  on  retrouve  précifément  l’équation  propo- 
fée  à conflruire. 

T41.  Il  n’eft  pas  inutile  de  remarquer  que  le  Calcul 
néccflàire  pour  porter  l’Origine  fur  i’Afymptote  droite,  ou 
pour  avoir  le  fécond  terme  de  la  Série  delcendante , s’a- 
brégera fi  l’on  remarque  les  Cafés  par  lefquellcs  doit  palier 
la  déterminatrice  : car  il  fuffit  de  calculer  les  termes  qui 
remplirent  ces  Cafés -là  , & on  peut  s’éviter  la  peine  de 
chercher  les  autres.  Or  ces  termes  fè  trouvent  aifément 
quand  on  etrploye  la  manière  indiquée  au  §.  28  , & dont 

Introd.  à /’ Analyfe  des  Lignes  Courbes . M m nous 
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Pl-XIII.  nous  avons  fait  ufage  dans  les  Ex.  2 & 5 , du  §.  prie. 
Quand  on  fubftituë  , par  ex.  n + u pour  y,  l'équation  étant 
ordonnée  par  x;  la  première  ligne  donne  les  termes  qui 

rcmplifTcnt  les  Cafés  xv,  xV~ 1 &c.  jufqu’à  a,*,  c’eft-à- 
dire  la  Bande  des  puilTànces  d’*.  La  féconde  ligne  don- 
ne les  termes  uxJ  , ux~ 1 , &c  , ou  la  Bande  ».  De 
meme  la  troifiéme  ligne  donne  la  Bande  » a,  & ainfi  de 
fuite.  Puis  donc  qu’on  cherche  une  détermina» ice  fupc- 
rieure  , il  fuffira  de  calculer  les  termes  qui  font  les  plus 
hauts  dans  chaque  Bande , ou  même  feulement  dans  quel- 
ques-unes. Cela  le  pratique  aifément  en  faifant  la  iubfl 
titution.  A mefurc  qu’on  calcule  chaque  terme  dans  cha- 
que ligne , on  écrit  un  zéro , ou  une  étoile  pour  chaque 
terme  qui  fe  trouve  nul  , & on  celle  de  calculer  dans  une 
ligne , auflitôt  qu’on  parvient  à un  terme  de  cette  ligne 
qui  a quelque  valeur.  Mais  cet  abrégé  fè  comprendra 
bien  mieux  en  l’appliquant  à quelque  Lxcmple. 

Exemple  I.  Soit  propofée  l’éq:  x'y-\-axy  — 2 axx 

■ — 2aay 2aax  + =0,  qui  mife  fur  le  Tr:  anal  : 

a deux  déterminatrices  parallèles  aux  Bandes  extérieures 
du  Triangle. 

A 

00*0 
o * * C 
B * * 

* 

L’une  AC  parallèle  à la  Bande  fans  x donne  l’équation 
x'y — 2ax1=o  ou  y = 2/1 , qui  marque  que  l’abfcifle 
de  l’ordonnée  2 a eft  Afÿmptote.  Pour  avoir  l’cquation 
de  l’Hyperbole- Afÿmptote,  il  faut  fubllituer  »+2a  à y. 
On  ordonnera  donc  Icquation  par  x,  & fûbfiituant  2 a à y 


CH.vilr. 
§•  *4*-> 
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Ch.viii.  dans  les  tcrmcs  fucceffifs , on  verra  évanouir  les  deux  pré-  potin. 
f.  1 4 > - miers;  ce  qu’on  marquera  à côte'  par  des  zéro.  Mais  le 
troifiéme  — 2aay-\-al  fe  change  en  — , qu’on  met- 
tra auffi  à côte'.  Puis  on  viendra  au  calcul  de  la  fécon- 
de ligne  , & comme  le  premier  terme  (y — sa')  xx  y 

Eroduit  uxx  qui  n’eft  pas  zéro  ; on  le  mettra  à côté  , 8c 
: Calcul  eft  achevé. 

L’équation  ordonne'e  par  x y — ** 

< — * ■> 

( y — 2 a')  y 'yty — 2 aa)  x — 2 44y  -p  4 o o \a' 

i o 

(l)*xx  'UXX 

Car  la  déterminatrice  fupérieure  de  la  transformée  don- 
nera Péq  : uxx — $a'  = o , partant  nécellairement  par  la  Ca- 
fé uxx  8c  par  la  Pointe , puifque  celle-là  eft  la  plus  haute 
Cale  delà  lèconde  eolomne,  & celle-ci  de  la  première,  en 
couchant  le  Triangle  fur  la  Bande  fans  x.  Le  calcul  a mon- 
tré que  les  Cafés  x 8c  xx  font  vuides. 

o 

* o 

• • o 

• • • * 

L’autre  déterminatrice  AB  de  la  propoféc  eft  parallèle 
à la  Bande  fans  y , 8c  donne  l’éq  : x'y  -p  axy  — 2aay  — o, 

ou  x!  q-4x 244  = o,  qui  a deux  racines  *=/»  , ou 

x — — 2 4.  Elles  déftgncnt  les  abfciftès  a 8c  — 2.1  de 
deux  Ordonnées -afymptotes.  Pour  avoir  l’équation  des 

Hyperboles-afvmptotes,  il  faut  fubftitucr  z^a,  8i  z 2 a 

à x dans  l’équation  propofée.  On  l’ordonnera  donc  par 
y , 8c  elle  n’a  que  deux  termes.  Le  prémier  s’évanouit  , 
foit  qu’on  fubftituë  4,  ou— '24, à x,  puifque  4 8c  — 24 

M m 2 font 
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PtXlIt.  font  les  racines  de  l’équation  faite  en  e'galant  ce  terme  à ch.viiï. 
zéro.  Mais  l’une  & l’autre  fubftitution  réduit  le  fécond  /• 
teime  à — 1 a\  Il  eft  inutile  de  chercher  ce  que  pro- 
duiroit  ce  fécond  terme  dans  la  lèconde  ligne  , puifqu’il 
a une  valeur  dans  la  première.  Mais  on  calculera  ce  que 
donne  le  premier  terme  , & on  trouvera  (2x4-*)  zy> 
que  x=a  réduit  à 4-  j azy  y & que  x = — za  réduit  à 

$aiy.  On  s’arrêtera  donc  là,  puifque  la  détermina- 

trice  doit  palier  par  la  Pointe , & par  la  Calé  7, y , & on 
a pour  la  prc'miére  transformée  4 mSa?y — ?<**  =0,  ou 
zy  = aa ; & pour  la  fécondé  — $azy — j<*’  = o,  ou 
zy  — — a a. 


L’équation  ordonnée  par^>. 

( xx  4*  ax  — 2a1  ) y — zax1 za*x+a%  = o 

2 1 o 

4 C 2x  4-  a~)  z y 

x=zza  x = — 2a 


4.  iazy 


Ainfi  la  Courbe  a trois  Afÿmptotes  ; 1 ®.  l’abfcifle  CBc 
de  l’ordonnée  A B = 2 a , qui  eft  accompagnée  de  deux 
Branches  infinies  DC  , de  dans  les  angles  des  ordonnées 
pofiiives  ; elles  font  indiquées  par  l’e'q  : uxx  = ial  de 
leur  Hyperbole-afÿmptote:  2®.  l’ordonnée  FEf  de  l’abfcif- 
fe  AE  = <«,  fuivie  des  Branches  infinies  GF,  gf,  qui  le 
jettent  dans  les  angles  des  coordonnées  de  meme  figne  , 
comme  le  montre  l’éq  : z y — a a de  l’Hyperbole -alymp- 
tote;  & j®  ci -fin  l’ordonnée  IHi  de  l’ablcille  AH  — — 2/», 
dont  les  Branches  infinies  Ll,  li  sVtcndent  dans  les  an- 
gles des  coordonnées  de  fignes  contraires,  parce  que  leq: 
zy  = — aa  de  leur  Afymptote  - courbe  eft  à uue  Hyper- 
bole 
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Ch.viii.  bolc  ordinaire  négative.  Et  cela  convient  entièrement  avec  PlXIII. 
5-m1-  ce  qu’on  peut  déduire  directement  de  l’c'quation  propo- 

fée , prélèntée  (bus  cette  forme  y = 2axx'J['  zaax  a_ 

xx  + *x 2 aa 

xx  + i 

2a  (x — a)(x>+<2a)‘ 

Exemple  2.  On  propofè  cette  éq  : x’y* — 
t)xy 2fx’y 4* abxy1  >+«  zbcx'y  + czx' aldlx^a'ff 

Placée  fur  le  Triang:  analyt  : elle  a trois  de'tcrm matri- 
ces fupéricures , dont  l’une  AB  partant  de  la  Pointe,  & 


laiflànt  toutes  les  étoilés  du  côté  de  la  Bande  fans  y fait 
voir  que  l’Axe  des  ordonnées  cil  une  Alÿmptote  accorn- 

fjagnée  de  deux  branches  hyperboliques  qui  le  jettent  dans 
es  anjes  des  abfciUes  négatives  ; leur  Alÿmptote  courbe 
étant  l’Hyperbole  qu’exprime  l’éq  ; 4*  abxy ' Hh  o , 

1 aaff 

ou  xy  — 'A. 


Mais  il  s'agit  principalement  ici  des  deux  autres  déter- 
minatrices  , qui  lont  parallèles  aux  Bandes.  La  pre'miére 

BC  parallèle  à la  Bande  lans  y , donne  réq:yy(x’ (a 

+ b)xx  abx)  = o,  qui,  [lans  compter  la  racine 
* — o qui  marque  pour  Alÿmptote  l’Axe  des  ordonnées. 

Mm  1 déjà 
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Pl.  xii.  déjà  indiqué  par  la  détcrminatrice  AB]  a ces  deux  raci-  Ch.viii. 
nés  x — a,x  — b.  La  féconde  CD,  parallèle  à la  Bande  ,4,> 
fins  x , donne  Péq  : x'  (yy — 2cy-\~cc ) = o , qui  n’a 
qu’une  feule  racine  , mais  double,  y — c.  Il  y a donc 
deux  Ordonnées-afymptotes , dont  les  abfciflcs  (ont  a & b, 

& une  AblcifTe-alymptote  , dont  l’ordonnée  elt  c . Pour 
avoir  les  Alÿmptotes  - courbes  , on  doit  fublîituer  d’abord 
z -j-a,  puis  z 4*  b,  à x , & enfin  u+c  à y . 

Les  deux  premières  fubllitutions  demandent  qu’on  or- 
donne l'équation  par  y.  Sous  cette  forme  elle  a trois  ter- 
mes, dont  le  premier  s’eVanouït  par  la  fubftitution  de  a & 
par  celle  de  b à x,  puifque  a & b (ont  les  racines  de  l’é- 
quation qui  égale  ce  terme  à zéro.  Le  fécond  terme  , 

par  la  fublfitution  de  a , eit  réduit  «à  2 aac(a — b^y , 

& par  la  lùbllitution  de  b il  devient  zéro.  Il  n’eft  donc 
pas  nécellàire  de  (avoir  ce  que  la  (ubflitution  de  a fait  du 
troifiéme,  mais  la  fubftitution  de  b le  change  en  b'c 1 — 
a' bd'-  4.  a'  ff.  On  marquera  à côte'  ces  grandeurs  nulles 
ou  réelles , & on  palfera  à la  fécondé  ligne.  Par  l’opéra- 
tion qui  tire  cette  féconde  ligne  de  la  première  , fon  pre- 
mier terme  elt  ( $ xx 2 + x + ab^zyy  , que  la 

iubftitution  de  a réduit  à n\a  — b}zy*  » & celle  de  b à 
b (a  — b)zyl.  Il  n’eft  donc  pas  néccflàire  de  pouiïer 
plus  loin  le  Calcul , car  dans  la  première  transformée , la 
déterminatrice  porte  fur  les  Cafés  zy'  & y,  5c  dans  la  fé- 
conde fur  la  Cale  z y1  & fur  la  Pointe. 

L’équation  ordonnée  parjy 

(x'—(a~{'b)xl  *{*/ibx)yy-\-  Q-2(x'  -\*2bcxx')y\*c 1 x'-a'd'x-fca'f1 

J 2 1 

4*  C $x* — 2 (a+b)x+ab)  z yy  &c 

x = æ x=b 

o.  o,  Jfb'c‘ — a bd'-\-a'f‘ 

+ b Ça  — b~)  zy1 
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Ch.viii.  Il  réfulte  que  l’Afvmptote- courbe  de  l’Afymptote -or-  roun. 
donnée  de  l’abfdfle  a , a pour  Ion  éq  : a (a  — b~)zyy — 

2a'c(^a £)^  = o,  ou  zy=z2ac , laquelle  marque  que 

les  Branches  infinies  s'étendent  enfin  dans  les  angles  des 
coordonnées  de  memes  fignes.  Et  que  l’Afymptote-cour- 
be  de  l’Alÿmptote  ordonnée  de  l’ablcifle  b,  cft  l’Hypcrbo- 
le  repréfentée  par  l’équat  : b (a  — b')  z ÿ + b'c x — a1  bd'’ 

1/v.  a'bd'—b'c'—a'ff  k.  c rI 

+ <*//==  o,  ou  z yy~  ry— — . N-  ~.  Ainfi,  félon 

a b ) 

que  cette  fraction  cft  pofitive  eu  négative , les  Branches  , 
qui  accompagnent  cette  Afymptote , le  jettent  ou  dans  les 
angles  des  ablciiTcs  pofitives  > ou  dans  ceux  des  néga- 
tives. 


Pour  faire  maintenant  la  fubftitution  de  u c à y , on 
ordonnera  l’équation  par  x , & alors  elle  a quatre  ternies. 
Le  prémier  s’évanouît , quand  au  lieu  de  y on  écrit  c , & 
le  fécond  devient  — ( a — C’eft  tout  ce  qu’il 
faut  favoir  de  la  première  ligne.  Le  prémier  terme  de  la 
fécondé,  qui  cft  (2y — 2f)  ux ’ dîfparoît  aulfi  parla  fubfi. 
titution  de  c à y.  Il  faut  donc  venir  au  prémier  term® 
de  la  troifiéme.  C’eft  uux ’ , qui  ne  renferme  point  d’^. 
Il  n’y  a donc  point  de  fubftitution  à faire  dans  ce  terme , 
qui , avec  le  fécond  de  la  prémiére  ligne  , donne  l'éq  .* 

u' x 1 — (<» b)c‘xl=z :o,  ou  u1x=(a — b')cci  qui 

marque  que  les  Branches  de  l’Hyperbole  - alymptote  & , 
[ puifque  cette  équation  n’a  point  de  racines  multiples,  J 
les  Branches  infinies  de  la  Courbe  le  jettent  dans  les  an- 
gles des  abfcifles  pofitives  , fi  a > b , ou  dans  ceux  des 
abfcitles  négatives , fi  a < b. 


L’équa- 
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aSo 


’l.xiii.  L’equation  ordonnée  par  x Ch.vtii. 

(yy-2cy+cc')x'+(*(a+I>')j/y-t-2l>cy')xl*{<  (abyy-uadd ) x+a'ff  $•  *4'- 

2 1 O 

4*  (2 y 2c)  ux'  &( 

i o 

f • ) ttl  x‘  crc 


o b)tlx'  y &(. 

o &c. 

4<  u x' , &c. 


SI  a cft  = b , le  terme  x*  de  la  première  ligne  fera 
'zéro,  & il  faudra  calculer  le  terme  x.  Par  la  fubltitution 
de  c k y , il  le  change  en  ( abcc  — aadd~)x , ou  aa^cc^— 
dd^x,  puilqu’on  fuppolè  a=b.  Mais  la  déterminatrice 
qui  va  de  la  Cale  aux ' à la  Cale  x , pâlie  par  la  Cale 
«x1.  Il  faut  donc  la  calculer.  Le  terme  qui  la  remplit  eft 
le  fécond  de  la  féconde  ligne  , qu’on  trouvera  être  — 
— 2 a c a x1 . 


L’équation  ordonnc'e  par  x 

(yy — 2cy+cc)x'  4"  ( — 2ayy+2acy)  x*  >^>aa(yy — dd)  x ►p  a'ff 
210  21 

►p  (2^ 2c)ux'~ |-f — 4<*j y-+-2ac)uxl  &c. 

k o 

+ (i)»‘*‘  &c. 

y = c 

t A \ 

o o >i*aa(  cc  — dd)x  &c. 

o 2 a c u x1  érc. 

ulxl  &c. 

L’équation  de  l’Afymptote  courbe  cft  donc  a'x'  — 

lacux'  + aa  dd 5x  = o,  ou  «'x1  — 2*cux  >\>  aacc 

^ — aadd 
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<J*.Vin.  — aadd  — o , qui  a deux  racines  rtx=a(e  + d')  & ux  Px..xin. 
§.  141-  ==a(c — d).  Elles  indiquent  deux  Hyperboles  ordi- 
naires , dont  la  première  étend  Tes  branches  dans  les  an- 
gles des  coordonnées  de  meme  ligne  , & la  fécondé  de 
même , fi  c > d } mais  celle  - ci  les  étend  dans  les  angles 
des  coordonnées  de  lignes  contraires , fi  c < d. 

Si  c = d,  le  coefficient  aa(cc  — dd~)  du  terme  x eft 
zéro.  La  déterminatrice  qui  paflè  par  les  Cafés  «V  & 

«x1,  donne  alors  fimplement  Péq:  ulx* — lacuxr  =. o, 
ou  ux—2ac,  qui  n’indique  que  deux  Branches  infinies, 

4ine  dans  chacun  des  angles  des  coordonnées  de  même 
ligne.  Mais  il  part  de  la  Cale  ux 1 une  autre  déterminatri- 
cc  fupérieure  qui  va  à la  Café  de  la  Pointe  a'ff , & don- 
ne l’éq  : 2acttx~  , ou  ux1  = “J? y qUJ  jn_ 

dique  deux  autres  Branches  infinies  dans  les  angles  des 
coordonnées  de  même  ligne. 

L’équation  ordonnée  par  x. 

iyy—2cy^cc) x'  + (—2*yy+2acy)  x'  + aaÇ  vy—cc) x + a'ff 
2 1 o 2 1 

►p  (2 y — 2c)ux'  4*  Ç—4ay  4<  sac')  «x1  <ÿv. 

T o 

4*  ( t )u‘x*  ~&c. 


°»  0 » o,  + *'ff 

o,  — 2ac-nxl  , &c 
, &c. 


Si  c eff  nulle,  la  Cale  «x*  fera  vuide,  le  coefficient 
2ac  étant  zéro.  L’équation  de  l’Alÿmptote-  courbe 
fera  finalement  u'xx~aadd—o  , quf  le  décompofant 
burod.  à P Analyfe  des  Lignes  Courbes.  N 11  en 


Digitized  by  Google 


282 


DES  BRANCHES  INFINIES 


fi»Xlii.  en  ces  deux  — ad  = o,  & «x4<  ad  = o,  indique  Ch.viii;. 
deux  Branches  hyperboliques  qui  le  jettent,  une  dans  cha-  #•*+»? 
cun  des  quatre  angles  des  coordonnées. 

Et  fi  c’elt  d qui  cil  nulle  , l’equation  de  l’Alÿmptote- 

courbe  (èra  ttnxx 2acnx  -f~  aacc  = o , qui  n’a  qu’une 

feule  racine,  mais  double  , «x  — ac=.o  , laquelle  indi- 
que une  Hyperbole  qui  étend  lès  Branches  dans  les  an- 
gles oppoles  des  coordonnées  de  meme  figne.  Mais  cet- 
te racine  double  fait  que  la  Série  y=c+~  &c.  n’eft 

pas  encore  régulière  , & il  faut  , dans  la  transfor- 

ac 

méc  en  « & x , fubflituer  — à « . Il  faut  donc  avoir 

cette  transformée.  Ainfi  on  achèvera  le  Calcul  commen- 
cé ci-dcflus. 


L'équation  ordonnée  par  x 

(yy — 2cy-\-cc)x' >{•  ( — :ayy  + 2acy)xz  4*  x + a' ff 

2 10  2 1 2 o 

4*  ( 2y  — 2c)  mx'  — 4 ay  4*  ^ac  ~)ux‘  41  ( 2aay  ) ux 

k o k o k 

— »au'xl  4<  aau2x 

y = e 

t 1 A ■> 

o o + aaeix  ^a'ff 
o — 2a:  tfxz  4~  2xncux  , o 
u'x*  — 2au’xl  4 *aau'x  , o 

• 

Dans  cette  transformée  u1xi 2 au’x2  +aaa'x  — 

2Muxl  4-  2aacux  4-  aaccx-\-  a'ff=zo  , qui  a trois  ordres 

de  termes , il  faut  fubflituer  + t à ».  On  peut  faire  cet- 

x 

te  fubftitution  fuccefliveœent  dans  les  trois  ordres  , s’il  eft 

nécclr 
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Ch  viii.  nëccflàîre  : mais  il  faffira  de  commencer  par  les  deux  pre- 
S-**1,  miers  [§.  10 6], 


I.  Ordre 


11e.  Ordre 


IH.Ord. 


ttx'  — lactx1  + aaccx  — 2attxl  + zaactx  4*  a'jf+  aaccx 

SC  2 I O 2 I O 


2actxl  — 2 aaccx  — 4 aactx  d-  2 a' ce 

ï o j o 

-{-aaccx  — 2 a'  et 


On  a donc  ttx ’ dans  la  Café  de  ce  nom , o dans  la 
Café  txl  8c  dans  la  Café  x , a'ff  dans  la  Cale  de  la  Poin- 
te. Il  cft  inutile  de  s’informer  des  autres  , pleines  ou  vui» 
des , parce  que  la  dëterminatrice  pallè  par  la  Calé  t1  x'  , 
& par  la  Pointe. 


o 

o o 
*00 

• •00 

• • • • o 

• • • • * 


Oe  donne  IVq  : ttx'  a'ffz=x.  o,  ou  t =z2±iy/ — 
=.^L=.af  — - , terme  demi-imaginaire.  La  Sé*- 


x 
ac 


. af 


rie  eft  donc  y =^4*  — - y/ — — , &c.  ce  qui  fait 

" XX  X 

connoître  que  des  deux  Branches  de  l’Hyperbole  u x — ac 
= o , il  n’y  en  a qu’une  qui  lèrvc  d’Alymptote  à la 
Courbe , mais  que  cette  Branche  eft  accompagnée  de  deux 
Branches  infinies. 

N n 2 On 


Pl.XIII. 
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PL.XIII.  On  pouvoit  prévoir  cette  Conclufion  par  la  feule  infc  Ch.vih: 
pe&ion  de  la  transformée  uxx% — 2 an1  a1  4*  aluxx — 

2actixx  + iaa:nx aaccx  as ff ■===.  o > mile  fur  le  Trian- 

gle analytique.  Car  la  racine  double  «x  — ac  = o de 
l'équation  faite  en  égalant  à zéro  les  termes  «V  — saertx' 

000*00 
o o * | o o 
o * [ * o 
o * | o 

o J * 

* 

-f-44rrxdu  prémier  ordre,  ne  divife  pas  la  fomme  — 2 au1  y?' 

4-  zaacttx  +d'ff  des  termes  du  fécond  ordre.  Donc  [§» 

1 1 ^ ] puifqu’il  n’y  a qu’un  intervalle  entre  la  déterminatrice 
& là  parallèle  qui  pafle  par  les  termes  du  fécond  ordre  , 

& que  la  racine  de  l’équation  fournie  par  la  déierminatri- 
ce  ell  double , le  terme  fuivant  de  la  Série  féra  demi-ima- 
ginaire. Donc,  &c. 

142.  Cas  III.  Lorfquc  la  déterminatrice  fupérleure 
coupe  inégalement  les  deux  Bandes  extérieures  du  triangle 
analytique,  elle  donne  une  ou  plulieurs  équations  de  cette 

forme  y = Ax3  , ou  * — A J1  y l’expofànt  h étant  un 
nombre  différent  de  l’unité  , [ il  feroit  l’unité  , fi  la  déter- 
minatricc  retranchoit  des  portions  égales  des  deux  Bandes 

extérieures  [§.  96.  20.]].  Donc  l’éq  : y = Ax  , ou^  =: 

* x , car  c’cfl  fous  cette  forme  que  la  donne  la  détermi- 
natrice , repréiénte  une  Parabole , qui  ell  l’Alymptote  des 
Branches  infinies  de  la  Courbe  , dont  l’ordonnée  s’exprime 

par  la  Série  defeendante  qui  a pour  fon  premier  terme  Ax  . 

On* 
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Ch.viii.  On  a déjà  dit  [ §.  ijj]  que  la  dernière  direction  de  pL.xiH. 
cette  Parabole  eft  l’Axe  des  ordonnées , quand  h > t , 8c 
celui  des  ablcifiès , <juand  h <,  1.  Or  h > 1 , quand  la 
de'terminatrice  retranche  une  plus  grande  portion  de  la 
Bande  fans  y que  de  la  Bande  (ans  x;  & h <\  , quand  la 
. détcrminatrice  retranche  une  plus  petite  portion  de  la  Ban- 
de fans  y que  de  la  Bande  fans  x [ 96.  2°].  Ainfi  la 

. feule  pofition  de  la  détcrminatrice  tait  connoitrc  de  quel 
côté  tend  la  dernière  direction  de  la  Parabole  - alymptote. 

Quand  une  (eule  détcrminatrice  fournit  plufieurs  équa- 
tions telles  que  )-=Ax  , elles  défignent  tout  autant  de 
Parabole? - aiÿmptotcs  , qui  ont  la  meme  dernière  dliec- 
tion.  Et  l’on  juge  par  l’expofant  h , & par  le  coefficient 
£ 

A du  terme  Ax  , dans  quels  angles  s’étendent  enfin  les 
Branches  de  ces  Paraboles  [§.  128  J.  Les  Branches  de  la 
Gouibe  le  jettent  dans  les  memes  angles,  ou  du  moins  ne 
peuvent  pas  fe  jetter  dans  d’autres  ; car  il  cil  polfible  que 
• les  termes  fuivants  de  la  Série  rendent  ces  Branches  ima- 
ginaires , ou  en  tout , ou  en  partie  : ce  qu’on  n’a  plus 
lieu  de  craindre  lorfqu’on  eit  parvenu  aux  termes  régu- 
liers. 

Au  refie  , comme  les  déterminatrices  fuperieurcs , qui 
coupent  les  deux  Bandes  extérieures  du  1 rianglc  , lont 
toujours  fupérieurcs  , loit  qu’on  le  couche  lur  la  Bande 
fins  x , ou  fur  la  Bande  fans  y ; il  cil  indifférent  de  cher- 
cher ^en  x,  ou  x en  Mais  fi  l’une  de  ces  deux  Sé- 
ries donne  l’cxpolant  h rompu  , Si  que  faune  le  donne 
en  nombre  entier  , le  Calcul  lera  plus  commode  li  l’on 
préféré  ce  dernier. 

Exemple  I.  On  propofè  Péq  : xxyy ayl  — bx' 

; — n.  Mile  fur  le  Tr:  anal:  elle  a deux  d Jtci  mmatriccs , • 
qui  coupant  l’une  & l’autre  inégalement  les  Bandes  exté-- 

hu-3  neures» 


Digitized  by  Google 


aSS 


DES  BRANCHES  INFINIES 


Pi.xiii.  rieurcs  indiquent  des  Branches  paraboliques.  AB  , qui  Ch.vitl 
prolongée  retranche  une  plus  grande  partie  de  la  Bande  S*  *4*- 


O O 


O 


fans  y que  de  la  Bande  fans  x , marque  une  Parabolc-afÿm- 
ptote  dont  la  dernière  direction  eh  l’Axe  des  ordonnées  : 

&I’éq:  x1/ — a y'  =0,  ou  y = , qu’elle  fournit, 

Fig.  9 j.  eft  celle  d’une  Parabole  ordinaire  C A E > dont  les  Bran- 
ches s’étendent  dans  les  angles  des  ordonnées  pofitives. 
La  Courbe  jettera  aulfi  des  Branches  dans  les  memes  an- 
x* 

glcs , parce  que  y = o n’cft  pas  racine  multiple  de 

A 

l’éq:  xy'  — ay' — o qu’a  fourni  la  détcrminatrice. 

Cette  Parabole  - afymptote  CAE  eft  aufti  l’Alÿmptotc 
curviligne  des  Branches  qui  l’accompagnent.  Car  ii  on 

cherche  le  (ècond  terme  de  la  Série  en  fubftituant  — | -tt 

a 


& y dans  l’équation  propofée,  on  la  transformera  en — 

s 

— 2««xx  — au' — £at’  = o,  qui  étant  mife  fur  le  Tr: 
anal  : couché  fur  la  Bande  lâns  x n’a  qu’une  déterminatri- 

o 

D * o 
o o * C 

0*00 
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00*000 
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tfnvnc  _ _ , , ...  ux* 

fi.  i4i.  ce  utile  DCt  qui  donne  Ieq:  — bx'  ~o.  ou 

« = — abx~x . Dès  le  fécond  terme  , la  Se'rie  y - ■ 

~ — - &c.  a donc  un  expofant  négatif.  Cet  cxpofànt 

cil  impair,  & ce  terme  eft  précédé  du  ligne  — . Ainfi 
l’Alÿmptote  - courbe  eft  la  Parabole  CAL,  & les  Bran- 
ches de  la  Courbe  tombent  en -deçà  de  cette  Alÿmptote 
du  côté  des  abfcilfes  pofitives , & en  - delà  du  côté  des 
négatives  [§.  134]. 

On  tireroit  précifement  les  mêmes  choies  par  raport 
aux  Bianchcs  dont  la  dernière  direction  eft  l’Axe  des  abf- 

ci  des  , en  reduifant  à x— l’éq;  xxyy — bxs  — o, 

que  fournit  la  déterminatricc  AC,  Si  continuant  la  Série 

y y 

/ + &*•  qui  donne  x en  y.  Mais,  pour  varier  le  Calcul 

& nous  exercer  dans  ces  réductions , cherchons  une  fé- 
conde Série  qui  donne  ; en  x,  Le  prémicr  terme,  dé- 
duit de  l’éq  : xxyy 6x’  = o,cll  y =L-  \/  bv  — 

b':ix'  * , qui  d cligne  la  Parabole  FA  G,  dont  les  Bianchcs 
cmbralTent,  pour  ainfidire,  l’Axe  des  ablciflès  qui  ell  leur 
dernière  direction  , & s’étendent  dans  les  angles  des  abf. 
cilles  pofitives  , puifque  x négative  rend  y/bx  imaginaire. 
Cette  Parabole  - alÿmptote  ell  aufïi  l’Alÿmptote  - courbe 
des  Branches  de  la  Courbe  , qui  ont  cette  dernière  direc- 
tion. Car.  en  fubltituant  bx~\~u  à y , on  transfor- 
me I équation  en  rt  2»xxy/ bx  ►£.  îtuxx  rïr  abxy/bx  ~ 3 aittx 
=ï=  i a u a y/b  x au1  = o , qui  étant  mile  lur  le  1 r : 
anal  : couché  fur  la  Bande  làns  x a trois  déterminarrices  : 
mais  la  feule  qui  loit  utile  & qui  donne  un  expofant 
plus  petit  que  £ , c’elt  celle  qui  traverlànt  les  Cales 


PlXIîL 
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Pi.Xlll.  ujiï  > & , donne  l’éq:  iîwxxv'focq:  abx^bxz=z  o, 


o o 

*'  °\° 

/ * 

o / o jf:  o 

/ ’fe 

O * O o o 

ou  fi~  + {abx~l L’expofànt  de  ce  fécond  terme  fait 
voir,  parce  qu’il  eft  négatif,  que  la  Parabole  F A G eft 
J’Afymptote  - courbe  ; & parce  qu’il  eft  impair  & précédé 
du  ligne  + > que  les  Branches  de  la  Courbe  tombent  au- 
deflus  de  l’Afymptote- courbe.  Car  le  premier  terme  de 
Ja  Série  bx  ne  permet  pas  de  fuppofèr  x négative. 

Ainfi  la  Courbe  a quatre  Branches  infinies  difpofées 
comme  on  les  voit  dans  la  Fig.  9?  , tracée  par  points  fui- 
vant  ce  Calcul.  Soit  a = 4 , & b = 1 , ou  foit  xxyy  — 
4 y*  — x1  =0  lequation  propofée  , 8c  fubftituant  yz  à ar, 
on  la  transformera  en  y* zz — 4jy‘  — /V  = o,  ou,  divi- 

fant  par  y' , en yzz  — 4 — z’  = o,  foit  y—~->Fz. 

Ponc  x[=y*J  = — + zz.  Ainfi  fuppofant 
Z 

î l 

Z : — _ vif. > 4)  3»  1 > ® » V 4*  ^ » 

on  aura  x = in/.,  17,  ioj,  6,  q\'},  2y/+,  j,  8;,  inf. 7*,  — 3,  o,  2 , 

& >•  — i»/,44>3Î>3)3is.2v/2,  5,i<Si,»w/.  >5».  3*  °*  — *> — 

Où  l’on  voit  que  les  valeurs  pofitives  de  z , donnant 
des  x & des  y pofitives,  déterminent  les  points  des  Bran- 
ches E I H F , qui  font  dans  l’angle  des  coordonnées  pofi- 
tives : 


CH.vm. 
/•  i+u 


} » &c. 

1\  . &C. 

1 1 > &C. 


Digitized  by  Googl 


DES  COURBES.  289 

CH.ym.  tives:  qu’en  particulier,  celles  qui  font  prîfes  entre  l’infini 
S-M*-  & 2 donnent  les  points  de  la  Branche  F H dès  l’infini  iuf- 
qu’au  point  H , qui  eft  le  plus  près  de  l’Axe  A B des  abt 

cifles  : que  celles  qui  font  prifes  entre  2 & 1/2  donnent 
les  points  de  l’arc  HI  compris  entre  le  point  H & le  point 
I le  plus  proche  de  l’Axe  A D des  ordonnées  ; & que  cel- 
les qui  font  prifes  entre  2 & o , donnent  les  points  de  la 
Branche  1 E dès  le  point  1 à l’infini.  Que  les  valeurs  né- 
gatives de  z , donnant  x ou  y négative , déterminent  les 
points  des  Branches  CA  & AG  , Içavoir  ceux  de  la  Bran- 
che CA  , quand  les  valeurs  de  z ibnt  prifes  entre  o & 

parce  que  dans  cet  intervalle  elles  donnent  x né- 
gative & y pofitive  ; & ceux  de  la  Branche  AG,  quand 

ces  valeurs  font  prifes  dès  — ^4  à l’infini  négatif,  parce 
qu  alors  elles  donnent  x pofitive  & y négative. 

Exemple  II.  Soit  propofée  l’éq  : x* — . ^a'x* a\' 

+ — **  = o.  Quand  on  la  place  fur  le  Tr  : anal  ; 

on  ne  lui  trouve  qu’une  feule  déterminatrice  fupérieure 
AB , qui , coupant  inégalement  les  deux  Bandes  extérieu- 
res , indique  des  Branches  paraboliques  dont  la  dernière  di- 
reâion  elï  l’Axe  des  ordonnées , puifque  la  portion  qu’el- 
le retranche  de  la  Bande  (ans  y eft  plus  grande  que  la  por- 
tion qu’elle  retranche  de  la  Bande  làns  x. 

000000  *A 
000000 
0000* 

0000 
B 4 o * 
o o 
* 
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Pi~xiil.  Cette  de'terminatrice  donne  l’éq  : x* — <*+jyy=  o , ou  Ch.viii; 

yç  ^ ÿ i 

y=z^—a  pour  celle  de  la  Parabole  - afÿmptote  , qui  eft 

le  Syftcme  de  deux  Paraboles  cubiques  égales , l'une  pofi- 
tivc  , l’autre  négative  , Icfquclles  e'tendent  leurs  Branches 
dans  les  quatre  angles  des  coordonnées. 

Les  deux  racines  de  l’éq  : x‘  — a*yy  = o étant  raci- 
nes (impies , les  quatre  Branches  des  Paraboles  - afymptotes 
feront  infailliblement  fuivies  d’autant  de  Branches  de  la 
Courbe.  Mais  fi  l’on  veut  avoir  PAfymptote -curviligne  , 
il  faut  calculer  encore  un  terme  de  la  Série , en  fubftuuant 
x* 

rt  — HH  u à y dans  la  propofée , ce  qui  la  transforme  en 

— $aax*  + 2aax'u — a*r/n  + jrf’xx a*  = o.  Celle- 

ci  , étant  raifè  fur  le  Tr  r anal  : couché  fur  la  Bande  fans 
x,  a une  de'terminatrice  utile  CD,  qui  donne  l’équation 


o 

o o 
000 
0000 


o 

o o 
o D* 
o o 
o o 
* o 


I 


•— $aax*  z+z  2aax'u=;0 , ou  « = où  l’expofànt 

d’x  eft  encore  pofitiC  11  faut  joindre  ce  terme  au  pré- 

mier,  & les  e'q  : y =+  —^  —ïx,  y = — — +1*  *°nt 

celles  des  Afymptotes  curvilignes , à moins  que  dans  le  ter- 
me fuivant , x n’ait  encore  un  expofànt  pofitif , ou  ze'ro. 
On  cherchera  donc  ce  troifie'me  terme  , d’autant  mieux 
que  fon  figne  & fon  expofànt  marquent  de  quel  côté  des 
Afymptotes  tombent  les  Branches  de  la  Courbe.  Pour  cei 

effet  % 
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ajii 


Ch.vïti.  effet  , on  fubftituera  zp|x  t à » dans  la  derniere  équa-  Pl.xI1I, 
f' t4Z"  tion,  & on  mettra  la  transformée  zç:  laatx'  - i=^a*tx  — 

**tt  + 1 a* xx — a 6 o fur  le  Tr  : anal:  Sa  déterminatrice 

EF  donne  z+naatx'  4-<  * a*xx  = o , foit  /=±{wx- 
où  l’expolânt  d’x  eft  négatif 


o 

o o 
o o o 
o o E*  o 
o o o o * F 
0000*0 
0 0 0 0 * 0 * 


La  Courbe  a donc  quatre  Branches  infinies  , dont  la 
pofition  à l’infini  elt  déterminée  par  celles  des  Alÿmptotes- 

curvilignes,  que  repréfentcnt  les  éq.-'vzz:^  — — ’ x v 

aa  ’ 

x* 

• — — 4" 1 * , & qui  le  conftruilènt  aînfi.  Pour  la  pre- 
mière on  décrira  fur  les  Axes  AB,  AC  une  Parabole-cu-  >«. 
bique  ADN,  dont  les  abfciflès  [AP]x  portent  les  or- 

données  [ p N ] — ; & on  mènera  par  l’Origine  A la 

Droite  AF  tellement  inclinée  à l’Axe  AB  , que  les  abf- 
ciffes  A P foient  les  deux  tiers  des  ordonnées  P Q.  En- 

luite  de  chaque  ordonnée  P N f — 1 de  la  Parabole  on  re- 

aa 

tranchera  NM  égale  à PQ.[|x],  & la  Courbe  mbABM 
qui  pafiè  par  tous  les  Points  M efi  celle  que  défigne  l’éq: 
x* 

v = — ■ — 4 x. 

aa 

Cette  Courbe  eft  elle -même  une  Parabole  cubique, 
dont  les  ablciffes  z [ AQJ  font  prilès  fur  la  Droite  AF  & 

Uo  2 dont 
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111.  dont  les  ordonnées  « font  QM.  Car  puifque  A Perr*,  Cu.vnL' 
& PQ==lx,  AQJ>],  qui  eft  = %/(  A P1  Hh  P,Q[  ) [on  5^ 
lüppole  l’angle  A PQdroit;  mais  quel  qu’il  foit,  la  raifon 
de  AQ  à A P eft  donnée , & cela  revient  au  même , ] AQ, 
dis-je , fera  xv/(i-H)  = ï.*v/i?>&  QM  [ «]  = QP 

x*  22 

«+<PM=PN=— . Donc  z=îxv/i? , ou  x— 

aa  V^i 

_ ' xl  8 z*  _ , 8 z* 

&cu=—= — -, — x— . Or  cette  eq  : u = — - — *_ 
aa  igv1?  aa  lS\l3  aa 

eft  celle  d’une  Parabole  cubique  [§.  126]. 

Ayant  ainfi  décrit  la  première  Parabole  - afymptote 
e b A B E , on  décrira  de  meme  la  féconde  eb  ABE 

X* 

dont  l’éq:  v = — — , ayant  des  fignes  contraires 

à ceux  de  la  première  , marque  une  fituatîon  oppofée. 

Ainfi  ces  deux  Paraboles  fe  croilènt  non-feulement  à l’O- 
rigine A , mais  auflî  aux  points  B , b , pris  fur  l’Axe  des 
ablciftcs  à une  diftance  AB  = Ab  = *v,ï  de  l’Origine 
A.  Car  fi  l’on  fait  v=o , l’équation  de  la  prémiére  Para- 
x’ 

bole  donne  — 

aa 


X 

| x =■  o , & celle  de  la  fécondé 

aa 

Hh  | x=  o ; équations  , qui  ne  font  au  fond  que  la  me- 
me , & qui  ont  trois  racines  x=:o,  x=4-*  \/|  = AB  , 
x = — a*/{  = A b. 

Ces  deux  Paraboles  cubiques  ebABE,  ebABE  font 
les  Afymptotes  curvilignes  de  la  Courbe  propolee.  Elle 
rencontre  l’Axe  des  abfciftes  en  deux  points  G,  g,  extré- 
mité des  abfciftes  AG  = + <*  , Ag  = — a.  Car  fàilànt 
y=  o , l’équation  propofée  le  réduit  à x*  — zaax*>+> 
3<*’xx — a*  — Oy  ou  ( xx — aa)'  = o , qui  a deux  ra- 
cines réelles  x=a  , x = — a.  De  chacun  de  ces  deux 
points  G , g , partent  deux  Branches  paraboliques  GH, 
G H ; g h > g h , qui  s’aprochent  toûjours  plus  des  Parabo- 
les 
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m 

CH.vm.  les  BE,  B E,  be  , be,  que  nous  leur  avons  a/fignées  pour  Pl.xiii. 
S-m»-.  Alÿmptotes.  Car  l’ordonne'e  PH  [^]  de  la  Courbe  eft 
x*  7 mm 

égale  à — — kx  + ~7~  & l’ordonnée  PM  [v]  de 

MM  SX  “ 

x5 

la  Parabole  eft  égale  à — — \x.  Donc  PH  furpaffe  PM 


d’une  quantité  [ HM]  érc.  qui  diminué  à mefure  que 

se  augmente,  & s’anéantit  quand  x eft  infinie.  Les  Bran- 
ches GH,  B M de  la  Courbe  & de  la  Parabole  vont  donc 
toûjours  en  s’aprochant,  & coïncident  enfin. 

Cela  s’ajufte  très  - bien  avec  ce  que  nous  montre  la 
réfolution  de  l’équation  propofëe.  Elle  fe  réduit  kyy  = 

x*— laax'+ia'xx—** (xx—aay  (x+a)’  x(x—ay 

a a au  xa  * 


y x ( x — a y y 


Si  on  prend  x po- 


fitive  & moindre  que  * , la  lomme  x a fè ra  pofitive,  & 
la  différence  x — a négative  > & il  en  fera  de  même  de 
leurs  cubes  ( x+-a)‘ , (x  — a y . Donc  leur  produit 
fera  négatif,  & fa  racine  quarréc  imaginaire.  Ainfi  les  abf- 
rifles  plus  petites  que  -«[AG]  n’ont  que  des  ordonnées 
imaginaires.  Si  on  prend  x=a  , on  a;y— o,  ce  qui 
marque  que  la  Courbe  rencontre  l’Axe  des  abfciflès  au 
point  G.  Mais  quand  x:><«,  x+a  & x — a font  pofiti- 
ves  , & y eft  réelle  & augmente  à mefure  que  x augmen- 
te. Donc,  dès  le  point  G,  les  ordonnées  , tant  pofitives 
PH,  que  négatives  P H,  vont  en  croiflant:  ce  qui  forme 
les  deux  Branches  infinies  GH,  GH.  Et  puifque  la  fùbf. 
titution  de  — x à +*  ne  change  rien  à l’cquation  de  la 
Courbe,  qui  ne  renferme  que  des  puiflances  paires  de  x; 
il  y aura  auffi  du  côté  des  abfciflès  négatives  deux  Bran- 
ches infinies  g h,  g h égales  & femblables  à GH  , GH. 


O o 3 Elxe/n- 
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PlXIII.  Exemple  III.  I . On  propofe  l’éq  : aayy 2ax'y 

. — gx+ — bx'  = o . Sur  le  Tr  : anal  : elle  n’a  qu’une 
déterminatrice  lüpérieure  AB  , dont  la  pofition  indique 
des  Branches  paraboliques  avec  une  dernière  direction  pa- 

o o o o * A 
o o * * 

B * o o 
o o 
o 


rallcle  à l’Axe  des  ordonnées.  L’équation  aayy  — 2 axxy-- 
jx+  = o , qu’elle  donne,  a deux  racines  ay  — jxx  = o , 

& a y 4*  xx  :=  o , foit  y = ~^t  & y — — qui  dé- 

fignent  deux  Paraboles  ordinaires , l’une  pefitive  dont  les 
Branches  s’étendent  dans  les  angles  des  ordonnées  pofitives, 
l’autre  négative  qui  jette  lès  Branches  dans  les  angles  des 
ordonnées  négatives.  Ce  font  là  les  Paraboles-afymptotes, 
& puifque  l’équation  qu’a  fourni  la  déterminatrice  n’a 
point  de  racines  multiples  , il  eft  fur  que  la  Courbe  jette 
auflî  quatre  Branches  paraboliques , une  dans  chacun  des 
quatre  angles  des  coordonnées. 

Mais  pour  avoir  les  Afymptotes-courbes  de  ces  Bran- 
ches , on  cherchera  le  fécond  terme  de  ces  deux  Séries 
en  fubftituant  Axx^u  à y.  Cela  transforme  l’équation 
propolée  en  aauu  >\*{2aaA — la')  uxx  ( aaAA — iaA 

— j)x+ — bx'  = 0.  Le  terme  ( aaAA — 2aA — 3)** 

s’évanouît  , foit  qu’on  écrive  + ~ au  lieu  d 'A  pour  la 


prémiérc  transformée , foit  qu’on  écrive  — ^ pour  la  fé- 
conde. Ainfi,  pour  l’une  & l’autre  , la  transformée  fera 
, aauu  -f» 


Cm.  VII I. 

S-  M»j 
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Ch.VIII. 
5-  «4*. 


29? 

nanti  4 ( 2aaA — 2a  ) »xx  — bx'  — o.  Quand  elle  eft  pl.xiii. 
mife  fur  le  Triang  : anal  : couche'  fur  la  Bande  fans  x , fa 
détcrminatrice  utile  CD  donne  l’éq  : ( 2aaA  — 2a)  uxx 

bx  b\ 


bx'  — o , OU  u 


laaA — 2a  ’ 


c’cft-à-dire  u — — 

Aa 


O 

o *C 
oD  * o 
0000 
00*00 


• bx 

pour  la  première  Série,  & «== pour  la  fécondé. 

Comme  dans  ce  fécond  terme  l’cxpolànt  x n’eft  pas 
encore,  négatif,  il  faudra  chercher  le  troifiéme,  en  fubüi- 
tuant  Bx  4 / à u , dans  la  première  transformée  aauu  4 
C 2aaA — 2 a)  uxx — bx'  = o,  ce  qui  la  changera  en 
aaBBxx  4 2aaBtx  4 aau  4 ( 2aaA—  2a  ) txx  4 ( 2aaAB 
— 2aB  — b')x'  = o.  Ce  dernier  terme  doit  manquer, 
puifque  la  Café  x‘  à laquelle  lè  terminoit  ha  déterminatrice 
doit  relier  vuide  [ §.  1 07  ] , & on  trouvera  en  effet  qu’il 

eft  nul,foit  qu’on  fubftituë  +—  k A &c  +—  à B,  ce 

a â,a  * 

qui  eft  leur  valeur  dans  la  prémiére  Sc'rie  ; foit  qu’on  ccri- 

, y 

ve  — — pour  A & — — pour  B , ce  qui  apartient  à la 

lèconde  Série.  Mettant  donc  la  féconde  transformée 
aaBBxx  4 2 aaBtx  4*  aatt  4*  C 2aaA  — 2a  ) txx  — o lur 
le  Tr:  anal:  là  détcrminatrice  utile  EF  donnera  aaBBxx 

•/taRRf 

*k(2aaA — 2^)/xxs==  o,  ou  / = — : c’eft- 

2 aaA — 2 a 

à- dire 
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bb 


pour  la  première  Série  ; & / = + C§! 


o 

O O 

o E*  * F 
oo*o 
00*00 

Aînfi  les  équations  des  Afymptotes  - courbes  font  v ü 

55C5C  b x bb  XX  b x bb 

& v — — ; car  le 

m 4 /t  64a  a 4 a 64 a 

terme  fuivant  ne  peut  avoir  qu’un  expoiànt  négatif  il  eft 

pourtant  bon  de  le  calculer  pour  connoître  la  pofition  des 

Branches  de  la  Courbe  autour  de  leurs  Afymptotes.  Pour 

cet  effet  on  fubftituera  dans  la  dernière  équation  C-b-f  au 

bb 

lieu  de  t [ C vaut , pour  la  prémiére  Série  , & 

+ -^~a  pour  la  féconde  ] ; ce  qui  la  transformera  en 

( aaBB  + zaaAC — 2*C)  xx  ►f»  laaBCx  + 2aaBsx  ►b  aaCC 
»b  2a'Cs  *b  aass-\-  ( zaaA 2a")sxx  = o,  où  le  pre- 

mier terme  doit  difparoître  , puifqus  la  déterminatricc 
aboutiffoit  à la  Café  xx.  Les  autres,  mis  fur  le  Triang: 
analyt  .*  ont  une  déterminatricc  utile  , qui  donne  l’équat  : 

2aaBC 

•x  . 


*i*2aaBCx+  (zaaA — 2a)  sxx 
= [ pour  la  prémiére  Série  ] + 

, -t  b’ 

de  J . 

J JI2*X 


zaaA-za 
& [pour  la  fecon- 


Les 
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tnï  ta*,:. ■,!=+£. 


. &4a  a 4 a 64^ 

des  Afymptotes  * curvilignes  fe  peuvent  conftruire  ainfi. 
Pour  ia  première , qu’on  décrive  fur  les  Axes  AP,  A E , 
la  Parabole  QAq  , dont  les  ablciflls  AP,  Ap  e'tant  x , 

2 X2C 

les  ordonnées  PQ , p q font  - — : & qu’on  mène  par  l’O- 
rigine A la  Droite  AT,  dont  les  ordonnées  PT,  pt  font 
— . Ainfi  joignant  les  ordonnées  de  la  Droite  à celles 

delà  Parabole,  c’eft-à-dirc,  prenant  QR,  qr,  toujours 
égales  à P T , p t , & dans  la  meme  direftion , on  aura  la 

Courbe  RAr,  dont  les  ordonnées  feront  . Et 

a 4/* 

diminuant  toutes  ces  ordonnées  d’une  grandeur  confiante 
• bb  ° 

RS  = rs  = A E = -g-— , ou  , ce  qui  elt  la  meme  chofe, 

faifant  defeendre  la  Courbe  RAr  en  SEs,  d’une  hauteur 

LL 

A E = ——  , on  aura  la  prémiére  Afymptote  - courbe  , 

dont  les  ordonnées  font  — . 

/*  4 a 64  a 


i Cette  Afymptote  n’eft  qu’une  Parabole  ordinaire,  dqpt 
l’Axe  des  ordonnées  eft  EA  , & celui  des  abfcifres  EV 
parallèle  à AT;  c’ell-à-dire , que  prenant  EV  pour  unq 
abfcide , que  nous  nommerons  z , VS  fera  l’ordonnée  , 
que  nous  apellerons  u.  Car  E V efl  égale  a AT,  qui  crt 
à AP  en  raifon  donnée,  puifque  les  angles  du  Triangle 
PAT  font  donnés.  Soit/";/»  la  raifon  de  AT[z]  à AP 

[*]•  Donc  x = ^.  D’ailleurs  VS  [*]  — TR  [puilque 
Introd.  à P Analyfc  des  Lignes  Courbes.  P p TV  — 


Pl.XIII. 
Fig.  96. 
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rouir.  T V = A E = R S ] = P [ puifque  Q R = PT]  = Ch.viil 

2 xx  jazz  r - 1 «S,  §• 

= i—r  [ en  mettant  pour  x (a  valeur  -y  ] . L équa- 
tion entre  les  coordonnées  E V [?,]  & VS  [*]  cft  donc 
u = , qui  ed  celle  d’une  Parabole  ordinaire.  [ §. 

s * 

Fig-  97.  Qu’on  tranfporte  cette  Afymptote  en  S E S , en  pre- 
nant AE=-^-  , AF  = rï6,  menant  la  Droite  EFV,  & 

6.4'* 

décrivant  fur  l’Axe  EV  des  abfciffes  & fur  l’Axe  EA  des 

EF1  ff 

ordonnées  , avec  un  Paramétre  —tt.  [ ^ 1 , la  Parabole 
SES’,  dont  l’équation,  relativement  aux  Axes  EV,  EA, 
fera  u — , mais  rélativement  aux  Axes  AF,  A e , 


bb 


Qu’on  tranfporte  auffi  fur  les 


. ..  ff 

?xx  bx 

V = — ^ . 

a 44  644 

memes  Axes,  l’autre  Afymptote  - courbe  se/,  en  prenant 

b b 

l’ordonnée  pofitivc  A e rr  , l’abfciflê  A F = f \ b \ ti- 
rant la  Droite  eFv,  & décrivant  fur  les  Axes  ev,  e A, 
c F1  /T 

avec  un  Paramétre  — - \ — - 1 , une  Parabole  se/,  dont 
AF  1 a J 

t k azz 

l’equation  rélativement  aux  Axes  ev  , e A fera  t/= — . 

Jj 

Mais , rélativement  aux  Axes  AF,  Ae , elle  fera  v =.  

1 U 

■ — — 4*  ~ . Car  f:  a = c F : A F = e v [ z ] ':  A P [x] . 
4 a 644  y . 

fx  * * * étTjTt 

Donc  , & cette  valeur  fubüituée  dans  l’éq:  u— — -p, 

« ' ir 

la 


\ 
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la  .Change  en  »= — — . Déplus,  AF[jgi]:  Ae[^]  Pl"XIU’ 

^ 644 

= FP[> — û^]:Pv[  — — — ].  Donc  vs[ — «] 

_ r t n r^x  bb  -,  . XX 

■ — P s I — -ul  — P v I — . Mais  »= , ou 

‘ L J *-44  644-'  a * 

é*  . 

■v — ; , OU  V = 


XX  „ ** 

•«  = — . Donc  =- 


4 4 644 


xx £ x ^ b b 

4 4/*  644 

Ainfi  nous  avons  les  Atÿmptotcs -courbes  SE51,  se/, 

b' 

de  la  Courbe  propofée.  Le  quatrième  terme  + }2ax 

de  la  (èconde  Série  fait  voir 


de  la  prémie're , & — ■ — 

r 5 1 2 a x 

que  du  côte'  des  abfciffes  pofitives , les  Branches  de  l’A- 

lymptotc  tombent  entre  celles  de  la  Courbe  & l’Axe  des 

abfciflcs  , & que  du  côté  des  abfcifles  négatives  , ce  font 

les  Branches  de  la  Courbe  qui  tombent  entre  l’Axe  & les 

Branches  de  l’Afymptote. 

On  voit  par- là  que  la  Courbe  rcpreTentée  par  l’éq: 
aayy  — 2 axxy — jx4  — bx1  =0  a quatre  Branches  pa- 
raboliques , & on  juge  allez  précifément  de  leur  pofition. 
Cela  convient  parfaitement  avec  le  calcul  des  ab'ciffes  & 
des  ordonnées  de  cette  Courbe , qui  peut  le  faire  en  di- 

vertes  manières,  par  ex.  en  fuppofant  j = - — i ce  qui 


X4Z3 


transforme  lequation  en  — 


aa 


OU  X: 


aa  i 


[ a b 


■bx'  ~ot 
Ou 


ZZ 2 ai ]aa  (z g4)x(z4*<0 

Ton  voit,  que  prenant  pour  z deux  valeurs  différentes 

P p 2 qui 
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qui  fàflcnt  enfemble  la  fommc  2a,  comme  h & 2a — b , Cn.vni. 
elles  donneront  une  meme  valeur  d’x.  La  première  don-  f'  14U 
-ne  hh  — îah — iaa  pour  le  dénominateur  de  la  fra&ion 
égale  à x,  & la  féconde  donne  4 sa — 4 ab  >+>  bb — -r  *taa 

-j -zah  — iaa-=.hh 2ah  $aa.  On  pourra  donc 

coupler  deux  à deux  ces  valeurs  de  z , qui  donnent  une 


bxx 


& 


même  abfciffê  x , avec  differentes  ordonnées  

ss 

(jia  b\x\ ' encore  a;fj  de  voir  que  fi  ces  deux 

a a 

valeurs  de  z font  pofitives,  elles  ne  peuvent  donner  pour 
x une  valeur  qui  aprochc  plus  de  zéro  , que  quand  elles 
« . . aab 

font  égales  chacune  a a , ce  qui  donne  x= — - = 

& y==r—  =1  — — • Mais  cela  deviendra  plus 

5 * J L aa  J 1 6a 

fênûble  en  fixant  les  valeurs  de  a , & de  b.  Soient , par 
exemple,  a~i  Sc  b^\2,  & faifànt 

z C ^ î>  o, — i, — 1,— 3>~5j^c* 

Z î * iï>  2,  2{y  3,  4>  5 > 7,&c. 

3, jv>  4>  67 , tnf.  2* , 1,  J , &c. 

Sri  > O,  —2 h &c- 


on  aura 


« 5r, , 


S 2,  1 1 7 \\yinf.  23Î,  5, 


fcc 
y4,  OLC* 


Il  paroît  donc  que  la  Courbe  a quatre  Branches  , dont 
deux  AS,  As  partent  de  l’Origine  A , & les  deux  aunes 
CS,  Cj  du  point  C,  qui  a pour  abfciffê  AB=' 

b b 

& pour  ordonnée  BC  = . Les  points  de  la  Branche 

AS  (ont  donnés  par  les  valeurs  de  z,  qui  font  au-defius 

de  3 i ceux  de  la  Branche  A s par  les  valeurs  de  1 , qu* 

font 
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Ch.vtii  (ont  au-deflous  de — i ; ceux  de  la  Branche  CS  par  les  Pl  xm. 
5.14*-  valeurs  de  z,  qui  font  entre  3 & 1 , & ceux  de  la  Bran- 
che C / par  les  valeurs  de  z prifes  entre  1 & — 1. 


2.  Si  dans  l’équation  propoféc  on  change  feulement  le 
figne  du  terme  — 35c4;  alors,  quoique  l’équation  remplit- 
fe  les  mêmes  Cafés  fur  le  Tr  : anal:,  la  Courbe  qu’elle 
repréfonte  efi  entièrement  différente.  Car  l’eq  : aayy — 
2ak ly  3*+  = 0,  que  fournit  l’unique  déterminatrice  fo- 
périeure.  , n’a  que  des  racines  imaginaires  a y — ( i :±= 
y'  — 2)xx  = o.  Donc  la  Courbe  n’a  point  de  Branches 
infinies. 

En  effet , fi  l’on  transforme  fon  équation  , comme  la 
précédente , par  la  fubftitution  de  — - au  lieu  d’^  , on 


tab 


aura  x : 


[ en  prenant 


' ZZ 2az-t-$aa  zz — 2Z*-bS 

toûjours  a = 1 & b = 12],  où  l’on  voit  qu’il  n’y  a au- 
cune valeur  de  z , qui  donne  x ou  y infinie.  Et  le  cal- 
cul cy- joint  fait  voir  que  la  Courbe  cft  une  efpèce  d’O- 
valc  , dont  les  points  de  l’arc  AED  font  déterminez  par  f*"  XTV< 
les  valeurs  de  z prilès  au-defTus  de  1 , ceux  de  l’arc  DB  es'9i>' 
par  les  valeurs  de  2 prifos  entre  1 & o,  & ceux  de  l’arc 
B F A par  les  valeurs  négatives  de  z. 


1 

ï> 

0, 

— « » 

2, 

* 3 , &c. 

2 y 

3» 

4» 

5 , 

Si* 

4, 

2 , 

Iîî> 

5,  &c. 

*4»  » 

0, 

4) 

2r ET, 

— 1 ; , &c. 

42ï, 

32  , 

12  , 

4 *âf  > 

3*  , &c. 

3.  Mais  fi  au  lieu  de  + 3X4,  ou  on  avoit  eû 

►px4,  l’équation  de  la  déterminatrice  lèroit  aayy — raxsy 
4-x*  = o,  qui  n’a  qu’une  fouie  racine,  mai»  double  „ 

P p 3 ay 
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Fl.XIV.  ay — wrro,  Il  n’y  a donc  qu’une  Parabole-afÿmptotc  Ch.viiî. 

SA  S décrite  fur  les  memes  Axes  que  ceux  de  la  Courbe,  »«*• 
F,s-  s»-  avcc  unc  dernière  dire&ion  parallèle  aux  ordonnées. 

Mais  cette  racine  double  fait  voir  [ §.  1 j 3 ] que  le  terme 
fuivant  eft  demi-imaginaire , puifqu’entrc  la  dcterminatrice 
& fa  parallèle  qui  paire  par  le  terme  b x’  du  lecond  Or- 
dre, il  n’y  a qu’un  intervalle.  La  Courbe  n’aura  donc 
que  deux  Branches  infinies , toutes  deux  d’un  même  côté 
de  l’Axe  des  ordonnées.  Mais  pour  le  voir  plus  claire- 

ment  , qu’on  fubftituë  — u à y dans  la  propofe'e  , & 

elle  le  réduira  à asuu  — bx' — o,  qui,  (ans  être  mife  fur 

X 

le  Tr:  an  : donne  ces  deux  racines  »=-4 — \/bx,  & 

a 

x 

u — yj  bx , lefquelles  terminent  la  Série.  Ainfi  l’e'qua- 

XX  X X 

tion-  de  la  Courbe  eft y — — =3r  -y/hx,  dont  le  terme  ~y/bx 

a a a 

fait  voir  que  les  ordonnées  des  abfcifTes  négatives  font 
imaginaires , S c que  l’Alÿmptote  - courbe  conlifte  dans  la 
foule  Branche  AS  de  la  Parabole  S Ai’  , qui  cft  accompa- 
gnée de  deux  Branches  infinies  de  la  Courbe. 

Car  fi  on  décrit  fur  les  mêmes  Axes  que  la  Parabole 

SAS,  la  Parabofe  TATdont  les  ordonnées  font  =1 -~>/bx; 

on  verra  que  les  ordonnées  PM,  PAT;  pm,pw>  de  la 
Courbe  cherchée,  font  égales  à la  femme  ST,  s/;  & à la 
différence  ST,  st  des  ordonnées  de  ces  deux  Paraboles. 

La  dernière  n’ayant  point  d’ordonnées  du  côté  des  abfi. 
cilfes  négatives , la  Courbe  fora  auffi  (ans  ordonnées  de  ce 
côté-là  , & n’aura  que  deux  Branches  AmDM  , AwBAT  qui 
s’aprochent  toujours  plus  de  la  Branche  AS  , qui  eft  leur 
Parabole- alymptote. 

4.  Si, 
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C«  viii.  4.  Si , dans  ce  même  cas , au  lieu  du  terme  — b x*  Pt.  xiv. 
S-  J4*-  J’Jquation  propofce  avoit  eû  — b'x1 , ij  y auroit  eu  deux 
intervalles  entre  la  déterminatricc  AB  & ('a  parallèle  CD , 

0000  * A 
00*0 
B * o * C 
Do  o 

o •' 


de  façon  que  le  fécond  terme  la  Série  ne  fera  plus  de- 
mi-imaginaire , mais  imaginaire  ou  réel  [§.  nj  ].  En 

fubftituant  — à y dans  la  propofée  aayy zaxxy  4- 


x4  — bhxx  = o , on  la  transforme  en  aauu  — bbxx 

bx. 

= 0,  dont  les  racines  font  auz+^bx  == o ou  « — : 

a 

La  propofée  eft  donc  rédu&ible  en  ces  deux,  y — ^ 4-  — 

/ J A 

5CX  IftC 

& y = — — . Auflî  la  Courbe  eft-dle  compofée  de 

deux  autres  , qui  font  de  fimples  Paraboles  , qu’on  peut 
conftruire  ainfi.  Qu’on  donne  à l’abrcifTe  Aa[a]  les  or-  Kg. 100 
données  a B [4]  & ab[ — b]  ; qu’on  mène  les  Droites 
AQB , Aqb , & que  les  prenant  pour  Axes  d’ablcifTès , fur 
ces  Axes  & fur  l’Axe  des  ordonnées  AC , on  décrive  deux 

_ , . . AB1  Ab1  ff 

Paraboles  , avec  un  Paramètre  — = = — , en 

A a A a a 

nommant  AB,  ou  A b , f.  Ainfi  l’équation  de  ces  Para- 
raboles  , relativement  aux  coordonnées  AQ,  ou  Aq , [3]  , 

a Z Mais  relativement 


& Q^M , ou  qra,  [«],  cil»  == 


ff' 


aux  coordonnées  AP  [x]  & PM , ou  Pm , [7]  , leur, équa- 
tion 


« 
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Px-Xly. 


tion  fera  y=  — . Car  A a [4]  : A B,  ou  A b,  [/J 

/* jç 

— ■ A P [x]  : AQ^,  ou  Aq , [ z ] . Donc  z ==  — , & u — 


CH.vm. 

§• 


[^=]-.  De  plus,  Aa[/i]:  aB,  ou  ab[±5]== 
AP  [x]  : PQ^,  ou  Pq,  [ =fc  . Ainfi  PM , ou  Pm , [ j ] == 
PQ>+QM[+^-+'î^]  oy  — Pq4<qm[— ^4<^]. 


Exemple  IE.  1.  L’e'quation  propofée  eft  x 6 4« 

zlx'y1  4*  2abx*  4"1  bby* 2ab:xp  4*  a'tfx1  =0.  Sur  le 

Triang  : anal  : elle  n’a  qu’une  déterminatrice  fupe'rieurc 
AB,  qui  par  fa  pofition  fait  efpérer  des  Branches  para- 
boliques , dont  la  dernie're  direction  eft  l’Axe  des  ordon- 
nées. LVq  : x5  + zbx'y1  4-  bbf  — o que  donne  la  de'ter- 


000000  üf.A 
000*00 
B * o o o * 
0*00 
00* 
o o 
o 


mînatricc  AB  ne  dément  point  cette  efpérance  : fa  racine 
double  x*  4->  byl  =0 , ou  lès  racines  doubles  y - ■ z±z 

X * 

x y' ^ , indiquant  une  Parabole  femi-cubique  [c’eft  le  nom 

3ue  lui  donnent  les  Géomètres  ] qui  ctend  deux  Branches 
ans  les  angles  des  abfcitlès  négatives.  Mais  , comme  ces 
racines  font  doubles  , il  faut  , avant  que  prononcer  fur 
les  Branches  infinies  de  la  Courbe  , chercher  le  fécond 

terme 
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terme  de  la  Série , en  fubftituant  rtxV — ~ au  lieu  d'y 

dans  l’équation  propoféc.  En  voici  le  calcul , par  la  mé- 
thode du  §.  io 6. 


1.  Ordre 


IIe.  Ordre 


Ill.Ord. 

CVAyO 

xfffcibx'y1  4*  bby*  + 2abx* — 2/tbbxy1  *\*alblx\ 
0240  2 o 


=tr4^x4_yv'-i±4^xj'V-^  =>z  ^abbxxyi/—*- 


2 xs  — 6 b x'yx 

o \ 


+ 2 a b x* 
o 


=P4  hx'jy/-} 


+ x' 


La  transformée  — qbx'u1  dz^bxu'  \f  — ~ 4*  bbu 4 4< 
x 

4*&x4  zç: \ab'x'u  V—  ÿ — 2abbx u1  + alblxl  = o , étant 

mife  fur  le  Tr:  anal:  couché  fur  la  Bande  (ans  x,  n’a  qu’u- 
ne déterminatrice  utile  CD,  qui  donne  — ^bx'u'  +^abx* 

t 

o 

o o 

o o * C 

oD*  o o 

o o o o * 

* 

0 0 0 * 0 0 

O O * • o o o o 

Intnd.  à PAnalyfe  des  Lignes  Courbes.  Qcj  — o 


PlXIY. 


ê 


Digitized  by  Google 


DES  BRANCHES  INFINIES 


30  6 

Pi.xlV.  =0,  ou  / r=d=y/ **•  Ces  deux  premiers  termes  de  la  Ch.viïi. 

Série  j’  = d=xy/ — ~±y/ ax  font  voir  que  la  Courbe  ’M*" 

n’a  que  des  Branches  imaginaires.  Car  le  premier  terme 
cxdud  toutes  les  Branches  qui  pourroient  avoir  des  abf- 
cilTcs  pofuives  , & le  fécond  toutes  celles  qui  pourroient 
avoir  des  abfcitTês  négatives.  On  s’aflurera  en  effet  que 
la  Courbe  elt  imaginaire  , en  résolvant  fon  équation.  Car 
on  trouvera  by  =.'3=-y/ {abx — x’  dry/ — 4 abx*'),  que 
la  grandeur  radicale  y/  — 4 <ibx*  rend  elTentiellcment  ima- 
ginaire , fi , comme  on  le  fuppoiè , a & b (ont  pofitives. 

2.  Si  l’une  de  ces  deux  grandeurs , b par  exemple  , 
étoit  négative,  l’équation  (croit  x* — 2bx‘yl — 2tibxA  44 
bby* — zab'xy 1 ^>a:b  x‘  =0.  Le  premier  terme  de  la 

Série  feroit  ^xy/,-.  Et  le  fécond  dry/^x  (croit  le  dernier 

terme.  Car  fi  dans  la  transformée  -4-4 bn  x'  drq. bbu'x  y/  x~ 

+ bbii"' ^abx*  — 4 abbux 1 \]  ^ — 2abbreux+  aabbxx  —O, 

on  futftituë  db  yJax-\-t  à u , on  aura  dr  8 btx'\[ax*{* 

4 bttx1  dt  übb/x'x/  y -f-  1 zbbttxx*J  + ^abbuxz+zj^lbt'y'ax 

4-&£/+dr4&£/,xy/-£-==  o.  Or  non  - feulement  on  peut 
prendre  / = o , pui(que  cette  équation  eft  divifible  par  /, 

& regarder  la  Série  y=±  x\/  *-  dr  \/ax  comme  termi- 
née ; mais  encore  on  le  doit.  Car  fi  on  met  cette  équa- 
tion fur  le  Tr:  anal  : on  ne  lui  trouvera  que  deux  déter- 
minatriccs  fupérieures  EF , FG,  qui  donnent  l’une  bb :* 

X X 

d^4 bbt'xy/j-  4-46//X*  =0,  ou  tz=-=çz2X\/ y , l’autre 

4-  4 bttx1  de  8 btx * y/  ax  = o , ou  / = 2 ^ a x . Mais 

la 
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• O O 

O o^o 

* 6 

o F*  o o 

* 

0 0*00 
* 

0 0 0 * 0 0 

* 

0 0 * 0 0 0 0 

E 

la  Série  y=zr±=x^~^i=y/ax  ne  change  point  » encore 

qu’on  lui  ajoûtc  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  quantités 

ou  =ç:a  \/  a x.  Donc  cette  Série  eft  com- 

plcttc , & elle  eft  l’équation  de  la  Courbe. 

Ainfi  là  Conftruétion  eft  facile.  Car  fi  on  décrit  fur 
les  axes  AB,  AE  la  Parabole  femi-cubique  S As,  dont  les  F l0U 

ordonnées  font  ±aVy,  & la  Parabole  ordinaire  TAt, 

dont  les  ordonnées  font  ±\/  ax  , & qu’à  chaque  abfciflc 

AP  [x]  on  donne  les  ordonnées  PM[+xv/:]|'+v/,',x], 

P M[ — xy/* Vax1  égales  à la  fomme  St,  ou  T s, 

& les  ordonnées  Pm[-f-xy'^ \A*X]>  — xy' y ■ 

►h  V,<*3£]  égales  à la  différence  S T , ou  ts,  des  ordon- 
nées de  ces  Paraboles,  on  aura  la  CourbeMDABmwBAdA/ 
que  repréfente  l’équation  propofée  x‘  — 2bx'yy  — zabx* 

Hh  bby* aabbxy1  ►p  aabbxx  = o. 

% 

Mais  fi  l’on  fait  attention  à ce  que  les  racines,  y — xy/ g 

— y/  ax  = o qui  repréfente  la  Branche  A D M , & 

Q^q  2 y + 


/ 
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y y Hh  V ax  = o qui  exprime  la  Branche  A d A/,  cjj 
multipliées  l’une  par  l’autre  , font  l’équation  rationelle 
yy — - x—  — 2 xx  y/  •j  — = 0 ; & qu'aulfi  les  deux  ra- 
cines, y — XV*£  + V/**  = ° défigne  la  Branche 

ABm,  & y 4**V-y — y/ax=.o  qui  marque  la  Bran- 
che A B rn  t multipliées  l’une  par  l’autre  , donnent  l’équa- 

5C*  4 

tion  rationelle  yy  — -y  * 2xxy/^—ax  — o : on  conclurra 

que  MAMeft  une  Courbe  , dont  yy  — ^ — 2xxy/‘j-  — ax 
— o eft  l’équation,  & mBABw  une  autre  Courbe,  qui 

X*  4 

a pour  équation  yy  — ^ + 2 xx\J -j- — *x= o,  & que 

le  produit  y 4 j~b j 2**)  + a x =0 

de  ces  deux  équations  , ou  l’équation  propolce  bby* — 
zbx'yy  + xs  — 2 abx + — 2 ablxyy  + aabbx 1 = o repré- 
fente le  Syflcme  de  ces  deux  Courbes  mAM,  mBABM 

143.  Cas  IV.  Enfin,  Iorfqu’une  déterminatrice  fupé- 
rieure  coupe  également  les  deux  Bandes  extérieures  du 
Triangle  analytique  & fait  avec  elles  un  triangle  ilolcele  , 
elle  ett  appliquée  fur  le  plus  haut  Rang  de  l’équation.  Les 
racines  qu’elle  peut  donner  font  ou  y = o , ou  x =:  o , ou 

y = Ax , (bit  x = ~.  On  a parlé  dans  les  §§.  préced. 

des  Branches  que  défignent  les  racines  y = o , x = o } 
il  s’agit  préfentement  de  celles  qu’indiquent  les  racines 
y-=.Ax . Leur  dernière  direction  eft  oblique  aux  coor- 
données. 
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Ch  vin.  données  , & parallèle  à la  Droite  repréfentée  par  cette  Tl-XIv. 

»43-  éq  :y=zAx.  Et  autant  de  racines  de  cette  forme  qu’a 
l’équation  faite  en  égalant  à zéro  le  plus  haut  Rang , au- 
tant y a-t-il  de  dernières  directions  obliques  ; quoiqu’il  le 
puifle  très- bien  faire  que  toutes  ces  Branches  infinies,  ou 
du  moins  quelques-unes,  loient  imaginaires. 

Pour  s’aiïurer  de  l’exiftence  , de  la  nature , & de  la 
pofition  de  ces  Branches  , dont  l’équation  du  plus  hauc 
Rang  a fait  connoitre  la  dernière  direction , il  fe  préfente 
deux  moyens  *. 

Le  prémier  confilte  à transformer  l’équation  en  forte 
que  l’Axe  des  ordonnées  conlèrvant  là  pofition , celui  des 
abfcifles  foit  parallèle  à la  dernière  direction  des  Branches*, 
qui  eft  connue.  Alors  l’équation  elt  réduite  à quelcun 
des  trois  Cas  , qui  ont  été  détaillés  dans  les  § §.  préc.  & 
par  les  Remarques  qui  y ont  été  faites  , on  jugera  dc'la 
nature  de  ces  Branches  infinies. 

La  manière  de  faire  cette  transformation  a été  indi- 
quée au  §.  25.  1 1 1°.  Soit  A B l’Axe  des  abfcifies,  AD  ce-  Fie' l0*' 
lui  des  ordonnées , AC , ou  A c , la  Droite  parallèle  à la 
dernière  direction  de  quelques  Branches  infinies  , repré- 
ientée  par  l’éq  : y=.Ax  , de  forte  que  l’Ablcifle  AB 
[=1]  ait  l’ordonnée  BC  ou  Bc  [=^]  pofitive  ou 
négative  félon  que  le  marque  le  figne  d 'A.  Soient  encore 
AP[x]  & PM  [y]  les  coordonnées  dont  la  rélation  eft 
exprimée  par  l’équation  propofée.  On  la  transforme  en 
une  autre  qui  exprime  le  raport  des  coordonnées  A Q^, 
ou  Aq[z]  & 0[M,  ou  qM[«]  , en  fubliituant  dans  la 
prop<  fée  pz  pour  x,  & qz^u  pour  y,  où  />z  eft  AP  , 
a z elt  P Qj  ou  P q , & u eft  QM  ou  qM.  Ainfi  les  nom- 
bres 1 , p , q , défignent  le  raport  des  cotés  QA  , AP  , PQ^ 
du  triangle  APQ^,  ou  qA,  AP,  Pq  du  triangle  APQ.  Mais 

Qél  3 le 

* M.  De  G u à , Ufuge  de  t Anal  pag.  160. 
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Puxiv.  Ie  triang:  APQ^,  ou  APq  cft  (èmblablc  à ABC  , ou  ABc.  Ch.viii. 
Donc  le  raport  i , p , q des  côtés  QA  ou  q A , AP  , PQ^  §•  *4j» 
ou  Pq  j cft  le  même  que  celui  des  côtés  CA  ou  cA , que 
nous  nommerons  E , A B qui  eft  i , & BC  ou  Bc  qui  eft 

i ,/j^ 

A . Ainfi  p = , & q = g.  Après  la  transformation , 

t'  A 

on  écrira  donc  -g  pour  p , & ^ pour  q ; ou , ce  qui 
fera  plus  fimple  , on  laiffera  p pour  marquer  la  fra&ion 
£,  , & au  lieu  de  q on  écrira  Ap\_z==.Ax-^  = g ] . 


La  valeur  de  cette  lettre  E [ = ~ ] dépend  de  la  gran- 


deur de  l’angle  DAb,  ou  ABC,  que  font  entr’elles  les 
coordonnées  : & comme  cet  angle  cft  donne , auflî  bien 
que  AB[i],  & BC  ou  Bc  [A~\\  AC  ou  Ac  [£]-eft  aulfi 
donnée.  Si  G repréfente  le  Sinus  du  complément  de  cet 
angle  ABC,  ou  ABc,  le  Sinus  total  étant  i , E fera 
y/ (\^2GA+  AA),  où  le  ligne  A*  a lieu  quand  l’angle 
ABC  cft  obtus , & le  figne  — , quand  il  cft  aigu.  Car 
fi  on  abaiiTc  Al  perpendiculairement  (ür  CBc,  l’angle  BAI 
fera  le  complément  de  A B 1 ou  ABC.  Donc  A B [ i ] 
étant  le  Sinus  total,  B1  lcra  le  Sinus  G.  Mais  [Eucu  11. 
12  8c  ij  ] AC2  =■  AB1  + BC1 — 2CBI,  8c  Ac!=AB‘ 
+ Bc1  + 2cB1  , c’eft-à-dire  EE~  1 4*  AA±  zGA.  Quand 
les  angles  ABC,  ABc  font  droits,  alors  Cr  = o,  & EE 


= 1 >4-  AA,  ou  E=\/(  1 A- AA). 


L’autre  moyen  de  connoitre  la  nature  & la  pofition  des 
Branches  infinies  d’une  Courbe , dont  la  dernière  dirc&ion 
cft  connue  par  le  premier  terme  Axt  d’une  Série  qui 
donne  y en  x , c’eft  de  chercher  le  lècond  terme  de  cette 
Série,  en  fubftituant  Ax  + h à y dans  l’équation  propo- 
sée. Ce  moyen  ne  diffère  prelque  point  du  précédent. 

Dans 


\ 
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Ch.viit.  Dans  l’une  & dans  l’autre  transformée,  « repréferte  QM  , i\. xiv. 

,4j-  ou  q M,  portion  de  l’ordonnée  , coirprilè  entre  la  Cour- 
be Se  la  Droite  AC,  ou  Ac,  parallèle  à la  dernière  direc- 
tion. Mais  au  lieu  que  la  transforrre'e  precedente  donno.’t 
le  raport  de  QM  , ou  qM,  [//]  à AQ,  eu  Aq,  [z]  ; 
celle-ci  donne  le  raport  de  QM  , eu  qi\i}  [«]  à AlJ  O J. 

Ce  n’cft  donc  pas  proprement  Pe'quation  d’une  Courbe  , 
puifque  QM,  ou  qM  , n’ell:  pas  l’ordonnée  de  l’ablcifle 
AP.  Cependant  ce  terme  u ^QM  ou  qM]  de  la  Série 
étant  connu , il  fait  juger  de  la  nature  des  Branches  dont 
cette  Série  exprime  l’ordonnée.  Car  fi  l’expofant  d’x 
dans  ce  fécond  terme  cft  pefitif  les  Branches  font  parabo- 
liques & leur  dernière  direction  cil  parallèle  à A C ou  A c 
[§.  i g j ].  S’il  clt  négatif,  les  Branches  font  hypciboliqucs , 

& leur  Afymptote  droite  cft  AC  ou  Ac  [ r g 1 ] . S’il  cft 
zéro,  les  Branches  font  encore  hyperboliques  ; mais  leur 
Afymptote  droite  cft  parallèle  à AC  ou  Ac  [§.  igi].  Et 
pour  avoir  la  fituation  des  Branches  par  raport  à cette 
Afymptote,  il  faut  chercher  encore  un  terme  de  la  Sc'iie, 
dont  l’expofànt  foit  négatif 

Exemple  I.  On  propofè  l’éq  : x4  — x'y1  4 a*  — o. 

Sans  la  metue  fur  le  Tr  : anal:  on  voit  que  fon  plus  haut 
Rang  égalé  à zéro  donne  l’éq  : x+  — xyi==o  , qui  a d’a- 
bord une  racine  double  x=o,  par  laquelle  divilant  deux 
fois  l’équation,  on  a x1 — y1  = 0,  qui  fè  réduit  à ces 
deux  équations  fimples  y — x=o  , &y  + x=o.  Cel- 
les-ci comparées  avec  la  formule  y — Axz=  o,  donnent 
A—  1 , & A— — 1 . Ainfi  donnant  à l’abfciflè  AB  [1]  r,g.  i«j. 
les  ordonnées  BC  = 4 1 , & Bc  = — 1 , les  Droites 
AC,  Ac,  & l’Axe  des  ordonnées  AD  (ont  les  dernières 
directions  des  Branches  infinies  que  peut  avoir  la  Courbe. 

Celles  dont  la  dernière  direètion  cft  A D le  trouvent  lans 
autre  Calcul  par  la  déterminatricc  de  l’équation  miiè  lur 

le 


( 
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le  Tr  : anal  ; , qui  paflànt  par  la  Pointe  & par  la  Cale  Ch.viiL' 
x'y'  , donne  l’éq  : ■ — x'y1  +a+  = o.  Car,  puifqu’elle  s,,4î- 
le  rélbut  en  ces  deux  xy  + aa  = o , & xy  — aa=s  o, 

o o * o * 

0000 
000 
o o 
* 

on  voit  qu’elle  indique  pour  l’Afymptotc-  courbe  de  ces 
Branches  deux  Hyperboles  ordinaires,  l’une  pofitive,  l’au- 
tre négative  ; lel'quellcs  par  conféqucnt  étendent  leurs 
Branches  dans  les  quatre  angles  des  coordonnées.  Et 
comme  cette  équation  n*a  point  de  racines  multiples  , on 
elt  allure'  que  la  Courbe  jette  auffi  une  Branche  dans  cha- 
cun de  ces  quatre  angles. 

Quant  aux  Branches  dont  les  dernie'res  dire&ions  font 
A C & A c , on  en  cherchera  la  nature  , en  prenant  les 
ablciflês  fur  ces  Droites  AC,  Ac.  Il  faut  donc  fubftituer 
pz  à x & qz*{*u  à y , dans  l’équation  propofee.  Selon  le 
§.  30,  le  calcul  s’en  fait  ainfi, 

(/  — /T»  7?)  s4  +*4 
02  o 

2 ppq  ul.' 


pp  uu  ZZ 

Après  quoi,  dans  la  transformée  (/>+ — pp4f)  Z4  — 
zppquï?  —ppuuii  + d*  = o , on  lubftituera  Ap  , c’eft-à- 
dire  rtr p [puifque  A=.^. 1 ] au  lieu  de  y,  & elle  fe  con- 
vertit en  ip'ui'  — ppuuii  + a*  = o , où  le  terme  ï4 

a difparu , lelon  la  Remarque  du  §.  107. 

Cette 
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Ch.viil  Cette  équation  exprime  la  nature  de  la  Courbe  rélati-  Pt.XiT. 
S*  *«•  vement  aux  axes  AD , AC , fi  l’on  donne  au  premier  ter- 
me le  fignc  — , & relativement  aux  axes  AD,  A c , fi 
l’on  lui  donne  le  figne  4* , parce  que  pour  la  Droite  AC, 

A eft  ==+  i , & /'  = ?>  & pour  la  Droite  Ac,  A eft 
== - — i , & p = — q.  Si  on  fuppofe  que  l’angle  ABC 
eft  droit , alors  A C & A c font  chacune  égale  à V 2 ==  ... 

V0+0=v'(i+^).&/=g=5c^Tc=77; 

valeur  qui  fubftituée  dans  l’éq  : z+z  2p'uz'  — plu'zx  *+>  a 4 

«3* 

= o , la  transforme  en  zçz  î«  z*  + <*4  = o. 

V a 

Il  eft  aifé  maintenant  de  connoitre  par  cette  équation 
ce  que  font  les  Branches  infinies  qui  ont  leurs  dernières 
directions  parallèles  à A C , A c.  Pour  juger  des  premiè- 
res , on  mettra  fur  le  Tr:  an  : l’éq  : — ip’uz'  — pxu1zx  *+< 
a*  = o,  Si  on  lui  trouvera  trois  détcrminatrices.  L’une 


o o * * o 

0000 
000 
o o 
* 


qui  paffe  par  la  Pointe  Si  par  la  Cale  uu zz,  exprime  les 
Branches  dont  on  a déjà  parlé  , qui  ont  pour  Alÿmp- 
tote  l’Axe  des  ordonnées.  L’autre  qui  paffe  auffi  par  la 
Pointe  & par  la  Café  ttz * exprime  des  Branches  hyperbo- 
liques qui  ont  pour  Afymptote  AC  prife  pour  Axe  des 

ablciilcs.  L’éq:  —2p'nz'  ►f1  a4  = o,  ou  u = > 

qu’elle  fournit  , indique  deux  Branches  dans  les  angles 
DAC , dAK  des  coordonnées  de  même  figne.  Et  comme 
elle  n’a  point  de  racines  multiples , les  Branches  de  la 
Introd,  4 P An aly Je  de. s Lignes  Courbes.  Rr  Courbe 
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Pu xiv.  Courbe  fuivent  celles  de  PAlÿmptote  - courbe  dans  ces  Ch.vih. 
memes  angles. 

La  troiliéme  déterminatrice  traverlè  le  plus  haut  rang 
& donne  Péq  : — 2p'uz 1 — p'u'z1  = 0 , qui  divifée  par 
p3nzl  z =0  [dont  les  racines  w = o,  & 2 = 0 marquent 
les  Branches  infinies  qui  ont  leurs  dernières  directions  pa- 
rallèles à l’Axe  des  ablciflès  A C , & à celui  des  ordon- 
nées AD]  (c  réduit  à « = — 2pz . Elle  exprime  donc 
des  Branches  infinies  dont  la  dernière  direction  fe  déter- 
mine en  donnant  à Pablciflc  1 une  ordonnée  — 2p ; ou, 

ce  qui  elt  la  même  choie  , en  donnant  à l’ablciflc 

[ = E = AC  ] une  ordonnée  — 2 [ — C c ] , & menant 
la  Droite  Ac.  Ces  Branches  font  donc  jultemcnt  celles 
qu’indiquoit  la  féconde  racine  y + * = ° , du  premier 
rang  de  la  propofée,  & qu’il  s’agit  maintenant  d’examiner. 

L’équation  de  la  Courbe  relative  aux  Axes  AD,  A c , 
étoit  + 2p'uz * — pzu'z‘  4*  — o.  Si  on  la  met  fur  le 

Tr:  anal  : elle  y occupera  les  mêmes  Cales  que  la  précé- 
dente , & y aura  les  mêmes  de'terminatrices.  Celle  qui 
traverlc  le  plus  haut  rang  déligne  les  Branches  dont  la  der- 
nière direction  elt  parallèle  à AC.  Celle  qui  pafle  par  la 
Pointe  & par  la  Cale  u*zl  , indique  les  Branches  dont 
PAlÿmptote  elt  l’axe  A D des  ordonnées.  Et  celle 
qui  pafle  aulfi  par  la  Pointe  & par  la  Calé  a z’  , mar- 
que des  Branches  hyperboliques , dont  PAlÿmptote  droite 
elt  l’Axe  des  abfcifles  Ac.  Pour  PAlÿmptote- courbe  elle 

donne  l’e'q  : 2p'uzi+a*=z  o,  ou  * = — , qui 

2p'z * 

/léfigne  deux  Branches  infinies  qui  le  jettent  dans  les  an- 
gles dAc , DAk  des  coordonnées  de  lignes  contraires. 

La  Courbe  reprélènte'e  par  l’éq  : x* — x£y*  ^ a* z=  o, 
a donc  huit  Branches  hyperboliques , dont  quatre  ont  pour 
Alÿmptote  Paxe  DAd  des  ordonnées  , & les  quatre  autres 

les 
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Ch. vin.  les  Droites  AC,  Ac  qui  coupent  en  deux  egalement  les  Pl.xiy, 
§.  '4j.  quatre  angles  des  coordonnées. 

On  trouvera  la  même  choie  par  la  Méthode  des  Séries. 

Des  deux  déterminatriccs  qu’a  l'équation  propofée  fur 
le  Triang  : analyt:  celle  qui  paflë  par  la  Pointe  & par  la 
Café  x'y1  eft  fupérieure  quand  le  Triangle  eft  couché  fur 
la  Bande  fans  y.  Elle  elt  donc  propre  à une  Série  qui 
donne  x en  y , & pour  le  prémier  terme  de  cette  Série. , ' 

elle  fournit  Péq  : — xV  + rr  o , ou  x~ ± a~.  11  eft 

y 

inutile  d'aller  plus  loin  ; & l’on  voit  dans  ce  (cul  premier 
terme  quatre  Branches  qui  accompagnent  l’Axe  des  ordon- 
nées , en  fe  jettant  dans  les  quatre  angles  des  coordon- 
nées. Les  racines  de  l’éq  : — *,>14<*+  = o étant  fim- 
plcs , les  termes  fuivants  n’auront  point  de  racines  imagi- 
naires , qui  détruilènt  l’indication  de  ce  prémier  terme. 

L’autre  détcrminatrice  donnoit  x+  — x*y*  = o , ou 
J==i=*,  qui  repréfente  les  deux  Droites  AC,  Ac.  En 
fubihtuant  ±x  Hh  » à y , l’équation  (è  transforme  en  — x'n1 
=F  2x'«  + a*  = o , qu’on  placera  fur  le  Triang  : analyt  : 
couché  fur  la  Bande  fans  x;  & l’on  trouvera  une  détermi- 
natrice  utile,  AB , qui  donnera  Péq:  ^Z2nx'  +a+  ~o  , 

ou  «=  dz  . Et  dès  lors  la  Série  eft  régulière.  Scs 

2 X 

O 

A * o 
* o o 
o o o o 
o o o o *B 

deux  premiers  termes  =± rxrfc— , dénotent  des  Branches 

2X* 

R r 2 hyper- 
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Pl.xiy.  hyperboliques  qui  tombent  au-delà  de  leurs  Afÿmptotes  Ch.vitt. 
droites  AC,  Ac.  §•  ^1* 

Cela  eft  conforme  à ce  qu’on  a trouvé  par  l’autre  Mé- 
thode, & à ce  qu’on  peut  lire  dans  l’équation  de  la  Cour- 
be. D’abord  , comme  elle  ne  renferme  que  des  puillanccs 
paires  de  x & de  y , l’origine  A eft  un  Centre  général 
[ §•  75  ] » & il  fuffit  d’examiner  la  portion  de  la  Courbe 
renfermée  dans  l’angle  DAB  des  coordonnées  pofuives. 

On  réduira  l’éq  : x*  — x'y1  4*  a*  ==  o , à cette  forme  yy 
a*  a* 

= xx^> — , ou.y=z  v^(xxd ),  expreflion  qui  fait 

voir  que  chaque  ablcifïc  x a fon  ordonnée  y.  Si  on  prend 
x infinie , xx  fera  infinie  : Si  on  prend  x infiniment  peti- 
te , — fora  infinie.  Donc  , & à l’abfoifie  infinie , & à 
xx 

l’abfciflè  infiniment  petite  , répond  une  ordonnée  infinie. 
Puilque  x infiniment  petite  donne  y infinie , l’axe  des  or- 
données A D eft  une  Afymptote  de  la  Courbe.  Et  puifi- 

a 4 

que  V ( xx  4*  — ) diffère  d’autant  moins  de  x [ = yj  x x ] 
que  eft  plus  petite , ou  que  x eft  plus  grande , P M 

[=jy='v/(xx+  — ] diffère  d’autant  moins  de  P 

[=AP  = x]  que  x eft  plus  grande,  c’cft-à-dire  , que 
la  Branche  de  Courbe  aproche  d’autant  plus  de  la  Droite 
AC  qu’elle  s’éloigne  plus  de  l’Origine.  Cette  Branche  eft 
donc  hyperbolique , & AC  eft  fon  Afymptote  droite.  Et  il  en 
eft  de  même  dans  les  trois  autres  angles  des  coordonnées. 

On  verra  très  diftinéfement  le  cours  de  cette  Courbe y 
en  la  décrivant  par  points  au  moyen  de  l’Hyperbole  ordi- 
ffc.  «o*-  nairc  L 1 / décrite  entre  les  Alÿmptotes  AB,  AD.  Car  fi 
de  chaque  point  L , I , / de  cette  Hyperbole  , on  abaifle 

fur 
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Ch. vin  fur  AB,  les  perpendiculaires  LK  , Ik,  /£,  & qu’on  les  pl.xiv. 

S* mi-  prolonge  en  1 , i,  / , de  forte  que  les  Droites  K I , k i , 

(oient  égales  aux  diftances  AL,  Al,  A / des  points  L,l,/, 
à l’origine  A ; les  points  I , i , / feront  à la  Courbe  dont 
l’e'quation  eft  x* — xxyy+S  — o.  L’abfciiTe  A K étant 

x,  l’ordonnée  RL  de  l’Hyperbole  eft  & celle  de  la 
Courbe  Kl,  ou  AL,  eft  \/(AK,  + KL1):=v'(xx4-  *-). 

a 4 

Donc  y = v^C  **  + — ),  ou  x+— -xxy/*  a 4 = o.  Dans 

cette  Conftruttion , il  eft  aife  de  voir  que  la  très  - petite 
abfcifle  A*,  ayant  dans  l’Hyperbole  une  très- grande  or- 
donnée kl,  l’ordonnée  è/(—  Al]  de  la  Courbe  eft  en- 
core un  peu  plus  grande,  puifqu’elle  eft  l’hypothenulc  du 
triangle  rettangle  Akl , dont  kl  eft  un  côté.  Ainfi  AD 
eft  I’Afymptote  & de  l’Hyperbole  & de  la  Courbe.  Et  la 
très- grande  abfcifle  AK,  ayant  dans  l’Hyperbole  une  très- 
petite  ordonnée  KL,  aura  dans  la  Courbe  une  ordonnée 
K r£  = AL  hypothénufe  du  triangle  rettangle  AKL]  un 
peu  plus  grande  que  A K , ou  K E , qui  eft  égale  à A K , 
puifque  AE  coupe  en  deux  également  l’angle  DAB.  Donc 
AE  eft  une  autre  Afymptotc  de  la  Courbe  li/.  La  Cour- 
be complette  a donc  quatre  portions , qui  font  huit  Bran- 
ches infinies  autour  de  trois  Afymptotes  droites. 

Exemple  II.  L’équation  d’une  Courbe  étant  4 y* 

6xyl  + 2x*  4«  2 ayl~f-^.ax2  — b * =0  , celle  de  fon 

plus  haut  Rang  eft  4 y' 6xy 2 + 2xf=  o , qui  fe  réfout 

en  ces  deux  -*ci  yy 2xy  ^xx—o,  & /yy  + 2x  — o. 

La  prémiére  eft  une  racine  double  jy — *=o,  & la  fé- 
conde une  racine  fimplc  y + Jx— o.  Les  derniéics  di- 
rettions  que  défignent  ces  racines  fe  tracent  en  donnant 

R r g à 
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Pu  xiv.  à rabfcilîe  AB=  i , les  ordonnées  BD=  i , & BC= — j,  Ch. vin. 
joj.  gj  menant  les  Droites  AD,  AC.  ^ 14,1 

Pour  connoitre  la  nature  de  ces  Branches , on  fubfti- 
tuera  pz  à x & qz  « à y.  La  transformée  eft 

C 4f‘  — 6/Y1  + 2/’’  ) z’  + + 4^')zl  — & 

j 2 0 2 0 O 

4-O271 1 2pq')UZl  4-(44^)#Z 

t « * 

* ï X 

+ (12^ 6^)«lZ  (2  a~)  u u 


+ ( 4)“* 

ou  il  faut  fubftituer  * y pour>,  pour  avoir  l’équation  de 
la  Courbe  relativement  aux  Axes  AE,  AD,  puifque  q = 
A p , & que  y — x = o compare'  avec  y — Ax  ==  o 
donne  A = +i.  Cette  fubftitution  réduit  la  transfor- 
mée à 6pu* Z >-p  4 «’  + 6ap~zl  + 4 apitz  + zauu o , 

qu’on  mettra  lur  le  Tr:  an:  où  fa  de'terminatrice  utile^B 

A 

* * o o 

* * * B 


o o 
* 

donne  6pul  1 4<  6aplzl  = o , ou  «==  — aPz  >,  911"1 

elt  l’équation  d’une  Parabole  H Ah  dont  la  dernière  direc- 
tion, parallèle  à l’Axe  des  z,  c’cft-à-dirc , à la  droite  AD, 
tend  du  côté  négatif  Ad.  Et  comme  cette  équation  n’a 
point  de  racines  multiples , il  n’y  a pas  lieu  de  douter  que 
les  Branches  de  cette  Parabole  ne  foient  accompagnées  des 
Branches  de  la  Courbe. 
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Ch. viii.  Mais  la  Méthode  des  Séries  rend  cette  Conclufion  peut-  Pl.xiv. 

S m h être  encore  plus  lènfible.  En  voici  tout  le  Calcul  par  la 
Me'thode  abrégée  du  §.  rotf. 


* o o 


*) 


I II  llIOrd. 

4ry'-6xyl>{*2x'  >{<2ayz^axl  —b' 

? 2 0 2 0 0 


•*  * o * 4* 1 sxyy-i  2xly  + ^axy 

- l i 

4 y ~&xy  >f,25c  ° ~i~i2xxy — 6x}  4*  2axx 

y = x ? o o 


+ 4** 


Pre'mie're  Transform.  4/  >f>  6xyy  4<  2ayy+4axy  4« 
'axx b‘ o 


N III  IV  Ord. 

6xyz+6axz  + 4)/1  >\*+axy  + 2ay*  + b' 

*_  O ? I 2 0 


£-1 2xy\/-ax±;  ^yyyj-ax^ax^-ax^ayy/  ax 


6xyi+6ax1=:  o 
y — - H-y — ax  —6  axx  — - isaxy 

o I 


— 2aax 
o 


rp  4 ax\/ — ax 

Seconde  Transfi  6xyl  ± \2xy\J — ax+^y'  rfc  1 2yy^ — ax 
8 axy  + 2ay1  rfc:  4 4^' — — 2*ax  *£>  b'  = o , qui 
étant  mile  fur  le  Triang:  anal  : donne  l’éq:  ± i2xjV — ax 

a a 

— 2àl> r = o,  ou  v = rfc — . Ainfi  les  trois  pré- 

1 7 6\/ — ax  v 

miers 


l 
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o micrs  termes  de  la  Sc'rie  font  *±v/  — ax  Ca.vm. 

aa  , . , , . f*  *43< 

o o — ; &c.  Les  deux  premiers  re- 

* 6V — ax 

y * preTentent  les  ordonnées  de  la  Parabole 

* * î * HAh  , & le  troifiéme  fait  voir  que  les 
Branches  de  la  Courbe  embraflènt  celles  de 
la  Parabole,  qui  eft  leur  Afymptote  -courbe. 

Pour  connoître  les  Branches  dont  la  dernière  dire&ion 
efl  AC,  on  fubftitucra  dans  la  transformée  C 4^*  — 6/^*, 

►p  2p'  ) Z1  +(  \2/jl I2/7)«ZZ+(  1 2f — 6 p')  uuz  HP 

4 «’  -p  ( 2aç/1  + 4 ap1  ) zz-f-  4 aquz  + 2 auu  — b 1 =o , cal- 
culée ci-deflus,  — \p  au  lieu  de  q , puifque  q = Ap,& 
que  A=  — i , comme  il  paroît  en  comparant  l’e'q  : y — 
ix  = o avec  leq  : y — Ax=  o.  Par  là  cette  transfor- 
me'e  elt  réduite  à yppuiz  — 1 2puuz  + 4 «’  + 4 î *ppzz  — 

2 apttz  »p  zauu  — b'—  o>  qu’on  mettra  fur  le  Tr:  anal: 
où  elle  a une  déterminatricc  A B parallèle  à la  Bande  fans 

A 

* * * o 

« * * B 

o o 
■# 

Z,  qui  donne  l’éq  : $ppuzz  + 44 appzz  — o , ou  « = 

— ia.  Elle  défigne  donc  [§.  139]  des  Branches  hyper- 
boliques dont  l’Alymptote - droite  ert  l’ablcifle  FEt  , de 
l’ordonnée  AE  = — {a. 

Pour  (avoir  la  pofition  de  ces  Branches  autour  de  leur 
Afymptote , on  portera  l’Origine  d’ A en  E , en  (iibilituaut 

— î a 4- 1 à u. 


L’équa- 
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CH.vm. 
/•  »4J- 


L’équation  ordonnée  par  s 

( çppu + 4 ï app)  zz  4*  ( — i zpuu — tapu)  z 41  4»’  + lautt  — b' 

1 o 2 j 3 2 o 

4>  C 9PP ) /zz  + ( — 2 A Pu — 2aP  ) ^ + ( 1 2ua  + Aau')t 

o ’ i o 1 i 

1 2ptti  4<(i2  u*^2a~)tt 

0 î Q 

+ 4'* 


4*  j»/»1/  zl  4 loaptz*^  a at 
1 2ptt7,  — 4 att 

. 44*’ 


Cette  Transformée  mile  fur  le  Triang  : anal  : a une  déter- 
minatrice  utile  AB  qui  donne  ypptz1  — 2alpz=o  , ou 

A 


* * * o 


* * o 


* * 
. * B 


t = ce  qui  marque  que  les  deux  Branches  hyper- 

boliques accompagnent  leur  Afymptote  F E f dans  les  an- 
gles A E F , g E f des  coordonnées  de  meme  figne. 

On  tire  la  même  chofé  de  la  Méthode  des  Séries.  Le 
prémier  terme  étant  — jx  , on  calculera  le  fécond  , &c. 
par  l’abrégé  du  §.  to<5. 

bitrod,  à P Analyfe  des  Lignes  Courbes.  S s 4>  ’ — 


PL.  XIV. 
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1 11 


</* 

•/o  O 

* * O * 


-i*) 


1 1 1 Ord.  Ch.vht. 

§•  MJ* 

âtyi-6xy'<J?2x'  4*  2ay'>\>Aaxr  — b ' 

1 2 O 2 O O 

1 — 6 XJ  J + 6xxy  — 2axy 


^y'-ôxy'^ix'—o  4-jxxy—  \x'  + £/»xx 


y = — ï x 


« v I 

— £ X 


première  Transformée  A y'  — 1 2xyy  + 9 + 2af  — 1 

zaxy  -J-  4 i axx  ' b —O. 

1 11  111  Ordre. 

ç^xyi^Ôxx—  1 2 xyy-2  axy+Ay  ’+-*/-  ** 


-\a'r 


i 


2 O 


* * O 

-\~r 

* * ° * 4 ±axx  +1 2axy^aax — 6ayy — 2aay 

5>Axy+4'<*xx  =0  Q ■ o i ‘ 

>== — i* 


— iaax 

o 


i*ay  4*  ï*‘ 

” o 


» ** 


Seconde  Transformée , çxxy—  1 axyy  + 10  axy  2aax 
+ 4/  — A*yy  + **y — = °* 


V 

* * * 


La  Série  commence  donc  par  ce* 

•taa  . 

ix — ia  4<  — ; dont 


trois  termes 


les  deux  prémiers  expriment  l’ordonnée 
* * * * Je  l’Afymptote  droite  FEf , & le  troi- 
oxxy — 2aax  — o.  fiéme  marque  que  les  Branches  de  la  . 

Courbe  tombent , du  côté  négatif  aufli 

bien 


y= 


2 a a 

J7 
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Cn.vm.  bien  que  du  côté  pofitif , entre  l’Afymptote  droite  & I’A- 
xe  des  ablciflcs. 

Exemple  III.  Soit  y — z *y  4 x+  4 2*x/  — 
5/jx’  = o , l’cquation  d’une  Courbe  ; & y * — • 2xy  4 x * 
= o fera  celle  de  Ton  plus  haut  Rang  , qui  a deux  raci- 
nes doubles  y — x = o , & y 4 x = o . En  les  com- 
parant avec  la  formule,  .y — Axz=. o,  on  a A =+  i , 
& A = — i , ou  A i , & par  conféquent  q[=Ap] 
=-=irp.  Donc  ici  , comme  dans  l’Ex.  I , on  aura  les 
derniéies  directions  AC  des  Branches  infinies  , en  don- 
nant à rablciflê  AB  = t les  ordonnées  BC  = + i , & 
B c — — i , & menant  les  Droites  AC,  A c. 

On  tranfportera  l'Axe  des  abfciflTes  fur  ces  Droites , en 
fubllituant  pz  à x & q z 4 u à y. 

C f4  — V*fl  Z+ -K  2rf/Y‘ S^P*  ) *' 

4 2 0 2 1 

•+■  C 4y*  — )«21 

i i i 


4*  ( 6q ' zp1  ) «V  4 ( 2 a p ) 


-f  * 

I 


+ (<)«’ 

Et  mettant  dr  p pour  q dans  la  transformée , elle  fera 
4 p'u'z*  ±4 pMlz  4 «4 — lap'7'  ^ 4 *px*zx  4 zapu1 2=0, 
où  les  fignes  fupérieurs  font  pour  l’Axe  AC,  & les  infe- 
rieurs pour  l’Axe  Ac. 

Cette  équation  mile  fur  le  Tr:  anal;  a deux  détermi- 
natriccs.  Celle  qui  traverfe  le  plus  haut  Rang  défignc  la 

S s 2 demie- 


Pt- Xv. 

Fig.  1 06. 
nu m.  I. 
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derniere  dire&ion  des  Branches  infinies  qui  n’eft  parallèle , Cn.vin. 
ni  aux  abfcifles , ni  aux  ordonnées.  ‘4Î* 


* * * o o 

o * * * 

000 
o o 
o 

L’autre , qui  pafife  par  les  Cafés  a1  z 1 & z' , donne 
l’cq  : 4 />‘»V  — î*p' 2*  = o , ou  u'  = \apz  , qui  eU  à 
la  Parabole  ordinaire  décrite,  avec  un  Paramétre  ={af>, 
fur  les  Axes  AD,  AC,  ouAD,  Ac,  dans  la  fituation  à 
peu  près  où  l’on  voit  les  Paraboles  EAe,  FAf,  qui  font 
les  Paraboles-afÿmptotes  de  la  Courbe  cherche'e.  Et  puif- 
que  la  racine  de  l’éq;  4/>Vz* — $ap'zl  = o n’efi  pas 
multiple , chaque  Branche  A E , A e , A F , A f de  ces  Para- 
boles eft  Afymptote  d’une  Branche  de  Courbe. 

On  trouvera  la  meme  chofe  par  la  Méthode  des  Séries. 
On  a déjà  le  premier  terme  ±x  des  deux  Se'ries  dépen- 
dantes qui  donnent  la  valeur  d 'y  en  x : mais  on  cherchera 
encore  le  fécond , troifiéme  & quatrième  terme , puifqu’il 
faut  aller  jufqucs-là  pour  avoir  un  expofànt  négatif. 

Voici  tout  le  procédé  du  Calcul  [§.  106]. 


1 1 Ordres. 


o 

* o 


o 

o 

o 

o 


* 

* 

o 

o 

o 


y* — + saxy1— $ax' 
4202  o 


rirx)  jr: ; — 

J =*=4 

i 


J4 — 2x‘yl+X4=0 
y x 


4x7  3=  4^x  y 

■ I 

> ï 


+6*y 


•2  X4  -f-  2 4 3C1 
O O 


±4  **y 

I 

4 

►F  x4 


Prémiére 
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CH.viit  Première  Transformée  y'ziz^xy*  +4 4.  2 axyz± 
f-  *4 J-  4 a-x'y  — j ax’  =0. 

o 

. o * 

# * o 
**00 
#0000 

J =-±v'i'** 

I II  III  Ordres. 

4*!?1 j±;  4*xy 


VI4*)- 

1=fc8x,-yv^$4X 

I 

3 

~ 2 

. +1 2x»Vi‘»x-H'‘*  Vi<*x^t4^  Vi^x^t^xy  y/ *4X 
5 0 il 

4-J4*' 

0 

z*zÿaxly 

f 

T 

4~  5 4X^>  4-  J 41  X* 
î 0 

+ 34XV|4X 
O 

^tj4X>V/|4X 

1 

4 

+ & aaxx 

■ Seconde  Transf  4X1/  =fc  8x2_)V}4Be  r±r4x/  4. 1 2seyV|<«x 
=fcl  +7**Vi«X+/  =t=  4^Vi4X  4 V<»39IHz7«;v'l4X 
4«  îï  «V  = o. 


o o 

. s s * 

* * 0 0 

* o o o o 


•=t  Hx'y\/\4X  -+-  7ax:^\4x  = O 

y 

I 


:=Ri* 


II 


^ {«  + 74XV I **  + 4*y^t  * i| 4 xl  à*f, 

=fc$4) L, 2 2 » o 

— 7"*V  i *x  =T=-  7*x>  — » ■ 4 V 

o I o 


4*  î5  *m  x1 
Ss  j 


Troific- 


PtXY. 
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Troifiémc  Transformée  =1=  8 x'y>/\ax  + 4 *Y  =*=  ***'}  Ch.vih. 
Ÿfs'x1  &C.  S'I4Î* 

On  voit  que  dans  cette  troisième  operation  , qui  doit 
être  la  dernière , puifqu’elle  donnera  à x un  expofant  né- 
gatif , l’on  a fupprimé  une  bonne  partie  du  Calcul , qui 
ne  feroit  pas  néceflàire.  Car  la  déterminatrice  , partant 

de  la  Café  x 2+i:2  y , portera  fur  la  Café  x* , à moins 
qu’elle  ne  foit  vuide.  Il  ne  s’agit  donc  que  de  favoir  fi 
cette  Café  eft  pleine , & quel  eft  le  terme  qui  y loge.  Or 
pour  cela  il  fuffit  de  calculer  le  fécond  ordre , & on  trou- 
ve que  la  Café  x1  contient  le  terme  — axx* . On  aura 

I OC  Ad 

donc  =fc  8 x'yV 4***=  o , ou  jr  ==  :±=  , 

pour  le  quatrième  terme  de  la  Série. 

Les  trois  premiers  ±x±v'l«‘+ï<.  expriment  l’or- 
donnée d’une  Afymptote -courbe  , qui  fe  conftruit  ainfi. 

Par  les  extrémités  de  l’ablcifie  , & des  ordonnées 

AG»  Ag  , de  même  grandeur , qu’on  mène  les  Droites ■ 

•G1H,  g I h.  Qu’on  décrive , avec  un  Paramétre  égal  à 
, Al 
**xGl 


2-  a—  une  Parabole  ordinaire  O G N , fur  les 
« . $2(JI 

Axes  GA,  GH,  avec  une  dernière  dire&ion  parallèle  à 
GH.  Qu’on  décrive  aufli  , avec  un  Paramétre  égal  à 


2 \ti  a 

?2gl 


, une  Parabole  ogn,  fur  les  Axes  g A,  gh,  fa 

g 2 g l 

dernière  direction  étant  parallèle  à gh.  Je  dis  que  ces 
deux  Paraboles  font  celles  que  reprélent ent  les  éq  : v=x 
& v = — xr tz^ax+la . Car  fi  on 
nomme  GH  , z , & HO  , ou  HN  , » , l’équation  de  la  Para- 
bole OGN,  relativement  aux  coordonnées  GH,  & HO 

ou  H N , eft  uu  = . Mais , nommant  A P , x » & 

J2°'  PO 
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1*7 

Cb.vtiï.  PO  ou  PN , V , on  aura  AP  [x]  : GH  [z]  = AI  [-’/*]  : Pi.xv. 
& 145*  PC  (j  | 

GI.  Donc  z= -7-— ; ce  qui  étant  fubllitué  dans  l’éq : 

\a 

art  = 2 ' a a - , la  transforme  en  « « = 5 a x , ou  « — - 
3 2 G 1 

■3zy/\ax.  De  plus  PO,  ou  PN,  [ti]  = PH[ou  PI , 
foit  AP  — AI,  c’eiï-à-dire  x — \a]  +HO,  ou  — H N 
/***■].  Donc  l’équation  de  la  Parabole  OGN,  re- 
lativement aux  coordonnées  AP  , & FO  ou  PN,  cil  0= 
x±y/z*x — \a.  Et  de  meme  v = — xiV^x^ 

1 a ert  l’équation  de  la  Parabole  o g n relativement  aux 
coordonnées  AP  & Po  ou  Pn. 

Les  Paraboles  OGN,  ogn  font  donc  les  Afymptotes- 
curvilignes  de  la  Courbe  propofee  : & le  quatrième  terme 

de  la  Série , -±-  XGca^_  fajt  voir  qUC  ]es  Branches  de  la 
64V  $ 4 x 

Courbe  tombent , par  raport  à l’Axe  des  ablciffes , au-delà 
des  Branches  GO  , go , & en-deçà  des  Branches  GN , gn  , 
comme  on  le  voit  dans  la  Fig.  ic<5.  2 , qui  reprélente 

le  cours  de  cette  Ligne. 

Exemple  IV*  Par  le  lèul  changement  d’un  Egne, 
Téquation  de  l’Exemple  précédent  eft  changée  en  cclle-ci, 
y 4 — 2x’jP  — X+H-  2 axy1  — 5 ax*  = 0 t.  El  l’cquation 
du  prémier  rang  y 4 — 2xly1 — x4  = o a quatre  racines, 
deux  imaginaires  -f  xy'C  1 — v^)  > — xy'(i — \f  2)  > 

& deux  réelles  +2^(1  +^2)  , — xV'O+v'O» 
Comme  elles  nous  menacent  d’un  Calcul  allez  long,  nous 
n’appliquerons  à cet  Exemple  que  la  Méthode  des  Séries, 

& nous  employerons  la  lente  A pour.déPgncr  le  nombre 
irrationel  rfc  >/(  1 -f  2 ) • U s’agit  donc  de  lubliituer 
Ax*{*u  à y dans  la  propolec.. 

u * — 

f Mem . de  FJctd.  173 1.  pag.  30. 
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La  transformée  eft  donc  n*  + 4. Axu * + (6AA—2)x  ux 
*(4 A' — 4 Aïx'u  >b(A*—2A- — i)x44«  2 axu  + 
^Aax  h (2  A — 5 ) ax ’ =0,  où  l’on  peut  d’abord  re- 
marquer que  le  terme  (A*—  2A1—  1 )x4  cft  nul,  puif. 
que  la  détcrminatrice  aboutifloit  à la  Café  x4.  Mais  le 
terme  contigu  (4 A' — 4 A)x'u  ne  manque  pas,  puif. 
que  la  racine  y — Ax  = o elt  racine  fimple  de  l’équation 
y*  2x'y  — •x4=:o  que  fournit  cette  détcrminatrice. 
Ainfi  mettant  la  transformée  fur  le  Tr:  anal:  couché  fur  la 
Bande  fans  x , on  lui  trouvera  une  déterminatrice  parallèle 
à cette  Bande,  qui  donne  l’éq  : (4  A' — 4 A)  x' u Hb 

(2A'  — s)ax'  =0,  ou  n = — lAézil  a —[en 

4 A — 4 A 

mettant  =fcV(  i+y/2)  pour  A)  =±=  —f  ~2sf2--a  — 

J 4V2-V/(«+V/2) 

+ ^2  — 4 

*VO+V2)a- 

Ces  deux  premiers  termes  de  la  Série  =*=■*/(  1 + ^2) 

1 ? V 2 — 4 

— '+V~iT)a*  montrent  la  Courbe  a quatre 

Branches 
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Ch.viii.  Branches  hyperboliques,  & ils  déterminent  la  pofition  de  Pi.xy, 
§-mj*  leurs  Afymptotes-droites.  Le  prémier  terme  fait  voir  que 

fi  on  donne  à l’abfcifle  A B = i , les  ordonnées  B C = - lo7 
+ v/(t  4 y/ 2)  & Bc  = — VX  i 4*  y/*  ) > & qu’on  mène  les 
Droites  AC  , Ac,  elles  ièront  parallèles  à la  dernière  direction 
des  Branches  infinies , & par  confèqucnt  à leur  Afymptote. 

Et  le  fécond  terme  aprend  que  fi  l’on  prend  les  ordon- 
nées AE=+-^p- y .a,  & Ae  = — 2-— 

8 A'  5 8v/(i  + v/2) 

& qu’on  mène  les  Droites  EF,  e f parallèles  à A C , A c , 
elles  (èront  les  Afymptotes  cherchées.  On  peut  auflî  , & 
cela  cil  plus  fimple , prendre  l’abfciflè  négative  A G ■ ■■ 

é *7  y 2 1 O 

' a , & mener  par  le  point  G , les  Droites  GF, 

O 

gf  parallèles  à AC,  Ac.  Car  il  cft  aifé  de  voir  que  les 
Droites  EF,  ef,  le  croilènt  au  point  G,  éloigné  de  l’Ori- 
gine A de  la  diftance  7 ^ —a.. 

Si  l’on  veut  aller  plus  loin  & chercher  la  pofition  de 
ces  Branches  hyperboliques  autour  de  leurs  Afymptotes 
droites,  il  faut  calculer  encore  un  terme  de  la  Série.  Soit 

zp  - \ y 2. — a nommé  B . Il  faut  donc  fubftituer  B 
8 v/(  « -W2) 

4 / à « dans  la  transformée,  ou  du  moins  dans  les  deux 
prémiers  ordres  de  fes  termes.  Car  en  confidérant  cette 
équation  fur  le  Triang;  anal:  on  voit  qu’il  manquera  dans 


* 

* * 


la  fécondé  transformée  le  terme  , & qu’ainfi  la  détermi- 
Introd.  à l'Amilyfe  des  Lignes  Courbes.  T t natricc 
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ïuxv.  natrice  partant  de  la  Cale  x’jy,  portera  fur  la  Cale  x* , fi  CH  vni. 
elle  eft  pleine.  Il  s’agit  donc  de  voir  fi  elle  l’eft  , & quel  ,4Î* 
terme  la  remplit. 


I 


II 


Ordres. 


B) 


(t,A'-*A)tx'+(jA'-'ï)ax'+{6AA-2yx1'3r\AAtxl  &c. 
! O 2 t 


•+-  (4 A ' 4^)  Bx  ’ 

O 


*î-  2 (6  A A — 2 )Btxl  +±ABa*ï 

i O 


6 AA — 2)BBxl 

On  voit  par  ce  Calcul , que  la  Café  / x*  loge  le  terme 
(^A*  — 4 A)  ex.'  , & la  Cale  x*  le  terme  ((6 AA — z)BB 
►f<  4 ABa  ) x*.  La  déterminatrice , qui  palTe  par  ces  deux 

, (6 A A — 2)BB ~4~  4 ABm  _j 

Cales , donnera  donc  t — 4 A 1 4 ~A * 


= [Puif;iue  b=^s$J+7ô*= 


X 

; y/  2 4 


8 A 

(6  A A—  2)  (?  y/2 — 4)*^-  6aÀA+4!L*i/* — 4>*  8 ^ 
(4  AA  — 4M 

( 6 \/2  + 4)C?4 ) +W* 2 _i 

^4^2  X\/(  ! +V2  ) 

4V2.\Z(i  + v/2)  8VC1+V2) 

Cette  fraéUon  étant  pofitive  , le  figne  =p  qui  la  précédé 
montre  que  la  Courbe  tombe , de  part  & d autre  , entre 
l’Axe  des  abfciilès  AB  & les  Afymptotes  droites  EF,  ef. 
Car  fi  l’on  nomme  cette  fraûion  C,  la  Série  fera  pour  les 

Branches  de  l’Alyroptote  EF,  y=s Ax  + B — &^ 

& pouf 
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Ch.vïii.  & pour  les  Branches  de  l’Afymptotc  ef,  y = 

§*  '4 i-  „ Ca  a , 

B + , &c. 


33* 

— — A x — 


Exemple  Jf.  L’éa  : x1/  — 2x'yl  •+•  sey * — «4  = o, 
mifè  fur  le  Triang:  analyt:  a crois  déterminatrices  AB , 

C B 

o***o 

O O O O N 

O O O 

O O 
★ 

A 


AC,  BC.  Celles  qui  partent  par  la  Pointe  A indiquent 
des  Branches  qui  ont  les  Axes  pour  Alÿmptotes.  Elles 
font  au/fi  indiquées  par  les  racines  y=o  , x = o , de 
l’équation  du  plus  haut  Rang.  Les  équations  que  donnent 

ces  déterminatrices,  x’jr — a*  =o , ou  y=za^,  & xy' 

a ♦ 

— — a*  — o , ou  x = -,  , font  voir  que  les  Branches  in- 
finies qu’elles  défignent  (è  jettent  dans  les  angles  des  coor- 
données de  meme  figue  , le  long  de  l’un  & de  l’autre 
Axe. 

La  détertninatrice  BC  qui  traverfè  le  plus  haut  Rang  , 
donne  l’éq  : x'y  — z x'yx  4-  xy'  = o , qui  a , outre  les 
racines  x = o,  jy=o,  dont  on  vient  de  parler,  une  ra- 
cine double  y — x = o,  qui  nous  aprend  que  la  Cour- 
be a encore  des  Branches  infinies , donc  la  dernière  direc- 
tion A D coupe  en  deux  également  les  angles  BAC , bAc 
des  coordonnées.  Mais  pour  connoitre  la  nature  de  ces 
Branches , on  cherchera  encore  un  terme  de  la  Série  en 

T t 2 fubfti- 


Fi.XV, 


Fig.  loi. 
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SJ* 

Px.xv.  fubftituant  r/  + x à y dans  l'équation  propofc'e , ce  qui  la  CH.vni, 
transforme  en  x«*  4*x:«J — a*  = o,  qui  étant  mile  fur  Mî* 
le  Triang:  anal;  a une  déterminatrice  utile  DE,  qui  don- 

• ' o 

O o 
E * o o 
* o o o 
*000  *Z? 

ne  x'u' — /î+  = o,  ou  u — . Ce  fécond  terme 

x 

, . 4 1 

de  la  Série  iyr=x±  — dv.  marque  deux  Branches  qui 

accompagnent  de  part  & d’autre  les  deux  parties  A D , 

Ad,  de  la  Droite  DAd,  qui  cft  la  dernière  direction  & 
l’Alymptote  droite  de  ces  Branches. 

Ainfi  la  Courbe  a huit  Branches  hypciboliqucs  autour 
de  trois  Afymptotes  BAb  , CAc , DAd , qui  fê  croilènt  au 
Point  A , fcmblable  en  cela  à la  Courbe  de  i 'Exemple  L 
En  effet,  c’eft  la  même  Courbe  dans  une  pofition  diffé- 
rente. Car  fi  l’on  prend  A D pour  l’Axe  des  ordonnées  , 

& la  perpendiculaire  AE  pour  celui  des  abfciflês,  on  aura 
[à  caulc  des  angles  demi-droits  QAS,  QMR]  AP  [x]  := 

PS — A S = QR  [ —]  — AS[^],  & PM  [y-]  = PR 

+ R M = QS  [ ] 4*  R M [ ~ ] . Et  ces  valeurs  de  x 

& dey,  fubftituées  dans  l’équation  de  la  Courbe  x’y  — 
zx*y*  *bxy  — a*  = o,  la  transforment  en  uni z — z4 — 
*4=o,  ou  s4' — nnzz  + a*=o , qui  eft  l’cquation  de  la 
Courbe  examinée  dans  l’ Exemple  1. 


Excrn- 
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Cn.vin.  Exemple  VI.  Soit  enfin  Péq : ys  + $xy*+  icx*/  Pt-XV. 

5‘  ,43*  + lox’/  4*  5 x*y  4*  Xs  — 2ay*  — ,\axy'  >+•  ^axly  + 2ax*  -f- 
a ay*  - — aaxy1  — a/tx'y  -f-  aax'  — aab'  = o . Cet  Exem- 
ple eft  aficz  compofé  , 8t  par  là  propre  à faire  connoitre 
comment  il  faut  s’y  prendre  pour  éviter  tout  le  Calcul 
fuperflu. 

Le  plus  haut  Rapg  , fur  lequel  eft  appliquée  la  feule 
déterminatrice  (üpéricure  qu’ait  l’équation  propofée , cft 
précifément  la  cinquième  puiflance  y!-f-  sx/*  4-  \zx'y  5 + 
lox'ji-  4-  5*+jy-f  / de  y 4*  *.  Ce  Rang  égalé  à zéro  n’a 
donc  q'u’une  feule  racine  , mais  quintuple  , y ►f  * = o , 
ou  y = — x ; ce  qui  marque  que  la  dernière  direction 
des  Branches  infinies  de  la  Courbe  eft  parallèle  à la  Droi- 
te BAC  qui  coupe  en  deux  également  l’angle  des  coor-  or- 
données de  differents  lignes.  Cette  meme  équation  mar-  mm'  *’ 
que  que  le  premier  terme  de  la  Série  defeendante  qui  don- 
ne y en  x,  eft  — x.  Pour  avoir  le  fécond,  on  fubftitue- 
ra  — x +«  à y. 

Ord.  I.  II  III  IV. 

i A i <~~ ' i i — A •, 

y * +y.v>'4  + I0x=y ’-fiOx  y 4 j x y±x f' -2ay '-^axy !>q.  2a  x 4-f  a y ^^/-«'x^-f/Tx  '-a'b  * 

y.  4-  3-  2-  »■  ° 4-  3-  *•  O J.  a.  I.  O o 

-x) 

~yxy*-20x1y,-^oxyl-20xy-^x'  4-84x7 ’-j-i 2*xyl~4ax+  —îa’xy-f^'xVl^1 x * 
î I § i Q i y Q j j O 

4-10x^*430  xyÿjôjrÿÿïô^1  — 1 2axy- — 124x7 

1 ï T 0 | J _ j O 

iox*7* — 20x4^ — iox*  4~  Sax'j»  4-  4<jx+  4*x* 

i i • O j o o 

4-  5*t y 5*'  T~"  24x+ 

y o o 

— x’ 


Tt  3 Et 
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ft- XV. 


m 

Et  la  première  transformée  fera  — 2ay* -f  \axy'  +4*;' — Ch.vih, 
4**xy*  -\-^aLxly — »xb'  =,o.  En  la  mettant  furleTr:  S-hj. 
analyt;  couché  fur  la  Bande  fans  x , on  lui  trouve  deux 
dcterminatrices  fupérieures  AB  , BC. 

o 

• o 

O O O 

o o**  o 

o * * o o 

C*  * * o o * A 

L’une  A B , qui  porte  fur  les  plus  hautes  Cales  des 
deux  premières  colomnes , donne  ^alxxy — *'b'  = o,  ou 

y = — ; . Il  n’eft  pas  befoin  de  continuer  plus  loin  la 

y » 

Série  y = — a 4-  àrc.  parce  que  dès  le  (ècond  terme 

elle  eft  régulière.  Elle  indique  deux  Branches  hyperbo- 
liques , qui  accompagnent , dans  les  angles  des  ordonnées 
pofitives,  leur  Alymptote  droite  BAC. 

L’autre  détcrminatrice  BC  donne y' + 4-4<,,x’J 

= o,  ou,  divifànt  par  y,  y*+  +4<*txl  = ° » dont 

la  racine  quarréc  y y Hh  24x  = o , fe  réfout  en  ces  deux- 
ci,  y = + V — 2ax,y— r — \J  — 2axt  qui  font  imagi- 
naires , quand  on  prend  x pofuive.  Et  comme  l’une  & 
l’autre  eft  racine  double  de  l’éq  : y4  4 + 4'*1*1  = ®» 
on  ne  doit  encore  rien  affirmer  des  termes  fiiivans  ; mais 
on  continuera  le  Calcul  en  fubftituant  rfcy' — 2^x+y  à y 
dans  la  première  transformée. 
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II 


Pi- XV. 

III  IV 


y*  + 4**7*  -h  44'x\y  — — 4**xy  -f.  4=  y —4^» 


;±V-Lx)- 


V-2-»X=f8-»)' V-^'‘*=Fr84,XjV-2ÆXdr3«^  V-24X 
• I § O i i j 


20  4X)>  * 

ï 


24  4 X 
T 


• 20axyx^ — 2«x=p84!xV — 24x 
î o 


4~  24  *:xyx  -j-Sx’x1  6 a’xy 

_J 2 T 

l6axxy^/-2ax =F  2a*X}/— 2ax 


4-  20  a1  x-y 

I 

T 

^4^*7  — 24X 


8 4jx’ 

O 


Ainfi  la  féconde  Transformée  eft  ys  rfc  5^V — 2-«x 

i64xy’  z+r  8 axyW—  2ax  — iay"  =p  8*/;/— 2**  + sorf’xy* 

8 y/—  2 a x + axy'  db$  — 2<*x 6a'xÿ± 

ta'x<J — 2ax  — axb'  ■=. o.  Sur  le  Trîang  : anal:  elle  n’a 
qu’une  de'terminatrice  utile , lavoir  celle  qui  eft  horizonta- 
le , & qui  donne  =+z  8 4x7  V — zax  :±r  8 axxy\J — 2ax  2+: 
2a'x\S — 24x  = o,  ou,  divifànt  par  qq  8 ax\/ — 2 ax  , yy 
— *y+\aaz=.  o qui  a une  feule  racine,  mais  double, 
y — ï*=o. 

o 

o o 
000 

0000 
* * * 
o * * * o 

* * * 

* * * o o * 

Elle 


/ 
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Pl. Xy.  Elle  marque  que  + \a  eft  un  troifieme  terme  commun  Ch.vui. 
aux  deux  Se'rics,  qui  commencent  par  — x zt=^/ — 2 ax.  S-  “U? 
Mais  cette  racine^» — *<*  = 0 e'tant  double,  elle  oblige  à 
calculer  encore  le  terme  fuivant , d’autant  mieux  que , dans 
celui-ci , l’expofant  d*  n’eft  pas  encore  ne'gatif  Et  com- 
me il  y a lieu  de  preTumer  qu’il  fuffira  de  trouver  encore 
un  (èul  terme  , on  cherchera  à s’épargner  du  calcul  en 
fubllituant  + à .y,  leulement  dans  les  termes  des  deux 
premiers  ordres. 


I II  Ordre. 

, * > r * , . 

Z£^üaxyly/-2ax±3alxy\/-2ax::P2a  'x\J-2 ax  -'6axy  Jr20a'xyl-  6 a 'xy,Ùc. 
2 I O32I 


•4) 

^F-  8 aaxy^-iax  _=fc  44»xy/-24.v 

i O 

— 2^aaxyl-^20a  'xy  - j a+x 

2 1 Cl 

7 J ° 

H-  2 a x ^ — 2 ax 
O 

12  a xy  - J-  J 4’X 

T - O 

2 d+X 

Le  premier  ordre  fe  réduit  au  leul  terme  =r=8 ax^^-iax, 
& le  lècond  à — 1 6 axy' — 4 a'xy1  >{•  2a' xy.  Et  ces  ter- 
mes étant  mis  fur  le  Triang:  analyt;  on  voit  que  la  dé- 

o 

o o 

000 

0000 
a * 

o * * * B o 


terminatricc  AB  pafle  par  les  Cafés  xiXlyy  & xy , & qu’é- 
tant 
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CH.vm.  tant  continuée  elle  traverfe  la  Cafe-x':*.  Il  faut  donc  cxa-  PlXV. 
*'  ,4i‘  miner  (I  cette  Café  cil  pleine  ou  vuide.  Ce  font  les  ter- 
mes du  troificme  ordre  qui  doivent  la  remplir.  On  fub- 
ftituera  donc  {a  y à y dans  les  termes  du  troifiéme  or- 
dre de  la  féconde  transformée. 

1 1 1 Ordre. 

— — — ■ K 

— 5^V — 2ax  zp:  lay’s/ — 2ax  ztz  la’y'y/ — 2ax 

■N  4 3 2 

=fcio^y — 2ax=fzi2<t1yl\S la'yyj 2ax 

1 * ï 

V *yv — 2ax  + 6a'yy/ 2ax±\a*y/ 2 ax 

t I 

_» î o 

— La>yV—  2ax^fz  a*  V 2ax 

I 

4 

— Jia*V 2ax 

Ils  fe  réduifcnt  à — a*xri z2ay’x/ — 2axzr-  ' 

4 a y s/—Zax  zp  \ a'y</—2  ax  zfc  J-  a^—zax . Ce  dernier 
terme , ayant  fa  place  dans  la  Calé  x‘l,  fc  trouve  fur  la  dé- 
terminatnce , qui  donnera  Téquation  zp  8 axyÿ. — 2ax  4< 

2a’ xy  ztzjVtfV — 2ax~  o , ou , divilànt  par  zp}}**/ 2ax 

2 a1  a'  ’ -,  * 

yy  -t"'8  V—2axy  iJïï  =°  » dont  ,a  rac*ne  quarrée 

cft-,,=f=8V— 2<jx==0,  Les  deux  Sc’ries>  que  nous  fui- 

vons  , ont  donc  pour  leur  quatrième  terme  , J’une  * * 

.1  * * 


H\Z- — iax  ’ 


8 y/ — 2a  x’ 


Quoique  dans  ce  terme  l’expofant  d’x  foit  négatif*  ce- 
pendant , comme  il  cil  racine  double  de  l’équation  qui  le 

Lttrod.  à PAnalyfe  des  Lignes  Courbes.  V y donne. 
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donne  , il  eft  néceflàire  de  continuer  le  Calcul , en  fubfti-  Ch.VHL  » 

o«  y à y dans  la  troifiéme  transformée. 

tuant  — ^ — 2ax  rj  j 

Mais  pour  cela  il  faut  l’avoir  complète  ; & jufqu’ici  nous 
n’avons  que  les  termes  qui  ont  réfulte  de  ceux  des  tro.s 
premiers  ordres.  Il  faut  donc  achever  la  transformation 
en  fubftituant  i-4-.y  à.?  dans  le  quatrième  ordre: 


IV 




Ordre. 


+ y — 2«y4  + *y — 

5 4 3° 


«<0 


I I * 


4-  iay  — i*y+ia*y 


+ka'yl 

t 

S 


'*  y 

t 

« 


+ î'*‘ 

O 


+ ïV<r— î*’ 

i o 


Et  il  en  réfulte  ,•  + — i*’/  + *'">  * 


Réunifiant  les  réfuta»  de  ces  Afferents  ordres , la  no  ; 
fictne  transformée  complette  eft  =F  8«jr  ✓—!«—>  «">_ 

_4a'x/  +ra'«;i  s/V—  a «f  = «T  V—  * '*-£ 
l«yv—  2a*=i«'/V— aax  lé  2"  +-’  + î.  { 

transformée  mife  fur  le  Triang:  anal  : a , relativement  a la 
dcterminatricc  CD  qui  paffoit  par  les  Cafés  * y y » 


/ 
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& x':‘  & qui  a donné  iMq  : y aasd = fyJZZnf  kp*  or- 
dres  de  termes. 

o 

O O 
O O O 

O O O O 
C* 

0***0 
*****  D 

****** 


Il  eft  probable  qu’il  ne  fera  pas  befoin  d’aller  au-delà 
du  terme  que  nous  cherchons  ; c’eft  le  cinauieme  de  la 
Série.  Ainfi  nous  commencerons  xpar  fubllituer 

— H à y dans  les  deux  premiers  Ordres. 

8 y' — 2*x  7 J r 


11 


Ordre. 


, — " ■ — ï i \ 

qr84*yV-24x+-a4,x>J=,,34V“24JC  — 4«1*>,JqF=‘ i^W-^+T*4* — *'b'  &c. 


-)- 


8y/-24.V 

— 24  *xy 


i 4\/ 24* 

O 


dtiV-V- 


•24* 


=£  i «W 24* Tjj  4f 


+ ,'j«‘ 


Les  termes  du  premier  ordre  fc  réduilènt  à rp8 axy'W-***» 
& ceux  du  fécond  à — 4 a*xyx — alP . Donc  la  dc'ter- 
minatrice  paiTera  par  la  Café  , & par  la  Pointe^,  & 

donnera  l’oq  : qp8 axy'-y/ — 2ax — -a1  b'  = 0,  ou  y 1 = 

-7- ; . Le  fiene  — a lieu  pour  la  première , & 

8/*aV— 2ax 

Vv  2 le 
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Pi.xv.  le  figne  + pour  la  fcconde  des  deux  Séries  que  nous  cal-  Cn.viit. 

culons.  Donc  pour  la  prémiére  y— =ty' -b>  - S* 

8 ax\J — 2ax  * 

& pour  la  fécondé  y=  — ^ u^^_2ax  » grandeur  ima- 
ginaire. Car  fi  on  prend  x pofitivc,  y/ — 2ax  eft  imaei- 

a1  b1  ° 

naire,  & fi  on  prend  x nc'gative,  g^-7 — eft  négati- 
ve , & fa  racine  eft  imaginaire.  Ainfi  la  fécondé  de  nos 
deux  Séries  a fon  cinquième  terme  imaginaire,  & elle-mc- 
me  I eft  entièrement.  Mais  la  première , qui  ne  l’eft  qu’à 
demi,  fe  fourche  en  deux  y = — x+v * — 2ax+{a  4* 

-*  *'b' 


8 y/ — 2ax 

+ + 


+ V- 


8 y/ — 2ax 


Saxy/- 

— V- 


~2ax 


&c.  Si  y = — x+y/ — 2ax 


a'b1 


8rfXy/ — 20* 


&C. 


ZI 

Ces  deux  Séries,  avec  la  prémiére  y — — x-1 &e. 

4XX 

font  voir  que  la  Courbe  a quatre  Branches  infinies , dont 
*s-  10p.  deux  DB , EC  font  hyperboliques , & ont  pour  Alÿmpto- 
•um,  1.  tg  ja  £)rojte  dont  l’ordonnée  eft  le  prémier  terme 

— x de  la  prémiére  Série.  Les  deux  autres  EF,  H G 
font  paraboliques , & ont  pour  Afymptote  - curviligne  la 
Courbe  1 K L , à l’abfcifle  x de  laquelle  répond  l’ordonnée 
que  reprélèntent  ces  quatre  termes,  — x + y/ — zax  4< 

I ^ "I  " Q / • 

8v 2ax 

On  verra  plus  clairement  la  pofition  des  Branches  de 
cette  Courbe,  en  la  raportant  à deux  autres  Axes  , dont 
l’un  eft  l’Afymptote  droite  CAB  & l’autre  là  perpendicu- 
laire AN.  Alors  le  point  M de  la  Courbe  , au  lieu  des 
coordonnées  AP  [*]  & PM  [y]  , aura  les  coordonnées 
AQ.  [z]  Si  QM[«]  , dont  les  raports  s’expriment  par  les 

équat: 
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Ch.VIü.  z »0  „ , „ 

j.  i4j.  équat  : * = & y — :i  valeurs  qui  fubfti- 

tuées  dans  Pe'q  : ys  + $xy*  4-  10  x*y'  4<  10 x'y1  + 5x4y  4< 

k5  — 2ay 4 — 4 axy'  4<  4 ax'y  4«  2a x*  4*  *ayl  — aaxy1 

aax'y  + aax 1 aab'  = o , ou  (y  4*  * )s 2*(y  — x) 

(y  + *)‘  +*a(y  + *)  (y  — *)1  — «‘i*  =0,  la  chan- 

.2Z  , ,2  «.  î Z ..  ,2Z.,2a,. 

gent  en  )•  — )'  + ) ( j2  )‘  - 

a'b' ■=  o,  ou  4ZV2  — iazu'  4< laazuusj 2 — a'b'~ o, 

. ^ £ 
ou  encore , failànt  — = c 8c  -y-  — d . en  s’  — 2 f z1  « 
v/2  V 2 

4«  rrz/w — ccd1  =0.  Cette  équation  (è  réduit  à z4- — 

• ccd1  d 

2CZZU  + CCU  Uz=.  ou  zz — c u = ziz cd*J  — , loit 


z 4*  « - 


d 


u=~=ïzdy/  — y qui  fe  conftruit  ainfi. 


Sur  les  Axes  A B , A C on  décrira  la  Parabole  D A d , 
dont  le  Paramétre  eft  c , de  forte  que  l’abfciflTe  AP  [z]  a 
Z T» 

l’ordonnée  P O = — . On  décrira  aulfi  l’Hyperbole 
CNB , en  B,  dont  l’ordonnée  PN,  ou  Pn,  eft  . 

Z 

Alors  donnant  à chaque  abfcifle  AP  deux  ordonnées  PM, 
*Pm  égales , l’une  à la  fomme  O n , l’autre  à la  différence 
ON  des  ordonnées  de  l’Hyperbole  & de  la  Parabole  , on 
aura  la  Courbe  cherchée  CMDmc.  Car  fon  ordonnée  [«] 

Z Z ci 

eft  égale  à ~ r±id^ — , & par  conlequcnt  fon  équation 
c z 

eft  z!  — 2cz,u  4*  cezuu  — ccd 1 =0.  Mais  en  la  rapor- 
tant  aux  Axes  EAe,  FAf,  qui  coupent  également  les  qua- 
tre ang!es  que  font  entr’eux  les  Axes  C A c , B A b , (on 
équation  fera  jullement  celle  qui  a été  propofoe  dans  cet 

Vv  j • Exemple* 


PL.  XV. 


Ctg.  îû* 
num.  y 


Digitized  by  Google 


DES  BRANCHES  INFINIES 


H* 

Pl.xv.  Exemple.  Dans  cette  conftrüétion  il  eft  aife  de  reconnoi- 
tre  que  la  Couibe  a des  Branches  hyperboliques  MC , me, 
dont  CAc  elt  l’Alÿmptote  , & des  Branches  paraboliques 
M D , m D , dont  l’Alÿmptote  elt  la  Branche  A O D de  la 
Parabole  dAD:  On  le  reconnoit,  dis -je,  aifément , en 
confidérant  que  près  de  l’Origine,  les  ordonnées  de  l’Hy- 
perbole CNBnc  l’emportent  de  beaucoup  fur  les  ordon- 
nées de  la  Parabole  dAD,  & que  loin  de  l’Origine , c’elt 
tout  le  contraire. 

144.  Nous  finirons  ce  Chapitre  par  quelques  confé- 
dérations générales  fur  les  Branches  infinies  des  Courbes 
& fur  les  Alymptotes  droites. 

I.  Les  Branches  infinies  d’une  Courbe  fofit  toûjours  en 
nombre  pair  * . 

L’ordonnée  d’une  Branche  infinie  de  Courbe  s’exprime 

par  une  Série  delcendante  Axh  4*  B x 4- >Cxk  &c.  qui  eft 
ou  entièrement  imaginaire , ou  demi-imaginaire , ou  réelle 
[§.95].  Lorlqu’eile  eft  entièrement  imaginaire,  la  Bran- 
che , dont  cette  Série  devroic  marquer  l’ordonnée  , eft 
imaginaire.  Cette  Série  eft  réelle , iorfque  tous  les  expo- 
laïus/',  /’,<£,  &c.  font  des  nombres  entiers,  pofitifs  ou 
négatifs  , ou  des  nombres  rompus  dont  le  de'nominateur 
eft  un  nombre  impair.  Alors  la  grandeur  qu’exprime  cette 
Série  elt  réelle , foit  qu’on  prenne  x pofitivc , foit  qu’otf 
la  prenne  négative.  Ainfi  cette  Série  reprélènte  deux 
Branches  infinies , une  du  côte  des  ablciftès  pofuives , une 
du  côté  des  négatives. 

Enfin , la  Série  eft  demi-imaginaire  lorfqu’un  , ou  plu- 
Ceurs , des  expofants  h , / , k , dre.  elt  une  fraction  d’un 
dénominateur  pair  , & d’un  numérateur  impair.  Dans 

ce 

* Stirling,  Lin.  tert.  Ord.  Newton.  Prop.  I.  Cor.  3.  Mr.  Dfi 
G U a,  UjAgc  de  l An aI.  pag.  47. 


Ch.VIII. 
S • MJ. 
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Ch.viii.  ce  cas,  la  Se'rie  n’cft  réelle  que  quand  on  prend  x pofiti- Pi.xv. 

S-  ***’  ve , ou  quand  on  la  prend  négative.  La  Branche  indi- 
quée par  cette  Série  ne  s’étend  que  du  côté  des  abfcîflês 
pofitives , ou  du  côté  des  négatives.  Mais  en  échange  , 
lors  qu’on  donne  à x le  figne  qui  rend  réels  les  termes 
demi-imaginaires  , ces  termes  ont  deux  valeurs , une  pofi- 
tive  & une  négative , parce  qu’une  racine  paire  a égale- 
ment le  figne  *4-*  & le  figne  — . Ainfi  la  Série  cft  dou- 
ble , & exprime  deux  ordonnées.  Il  y a donc  deux  Bran- 
ches infinies  qui  répondent  à cette  Série  , & qui  font  fi- 
tuées,  non  pas  de  part  & d’autre  de  l’Axe  des  ordonnées, 
mais  toutes  deux  d’un  même  côté.  Donc , dans  tous  les 
Cas , le  nombre  des  Branches  d’une  Courbe  efl  un  nom- 
bre pair. 

145.  II.  Toute  Ligne  algébrique  d’un  Ordre  impair  a, 
au  moins,  deux  Branches  infinies  *. 

Parce  que  dans  toute  équation  d’un  Ordre  impair  , 
l’une  ou  l’autre  des  coordonnées  a fon  plus  haut  expolânt 
impair.  Prenons  que  ce  foit  l’ordonnée.  Donc  en  la  re- 
gardant comme  l’inconnuë  , quelque  valeur  qu’on  prenne 
pour  l’abfciflè , l’ordonnée  aura  toujours  une  valeur  réelle, 
puifqu’une  équation  d’un  degré  impair  ne  peut  avoir  tou- 
tes fes  racines  imaginaires.  Ainfi  toutes  les  abfcifles,  tant 
pofitives  que  négatives  à l’infini  , ont  au  moins  une  or- 
donnée réelle.  La  Courbe  a donc  au  moins  deux  Bran- 
ches infinies  , une  d’un  côté , l’autre  de  l’autre , de  l’Axe 
des  ordonnées. 

146.  III.  Une  Courbe  algébrique  ne  peut  avoir  plus 
de  Branches  infinies  qu’il  n’y  a d’unités  dans  le  double  de 
Pcxpofant  de  fon  Ordre. 

Car  0 

* Stirling,  Lin,  tert.  Or  J.  Newt.  Pr.  VI.  Cor.  y. 

Mr.  Nicole,  Mem.  de  l' Ae.  1729.  p.  iy8- 
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Pl.xV.  Car  en  prenant  les  ordonnées  de  façon  que  leur  Axe  Ch.viit. 
ne  foie  parallèle  à la  dernière  direction  d’aucune  des  Bran-  S-  Mi- 
ches infinies  de  la  Courbe,  toutes  ces  Branches  s’éloigne- 
ront à l’infini  de  cet  Axe.  Donc  leurs  ordonnées  feront 
repréfentées  par  des  Séries  delcendantes  , qui  donnent  la 
valeur  d’y  en  r.  Or  l’équation  ne  peut  fournir  plus  de 
pareilles  Séries  qu’il  n’y  a d’unités  dans  l’expofànt  de  la 
plus  haute  puifiànce  d’y  : parce  que  ces  Séries  font  les  ra- 
cines de  l’équation , où  l’on  regarde  y comme  l’inconnue, 

& qu’une  équation  ne  peut  avoir  plus  de  racines  qu’il  n’y 
a d’unités  dans  Je  plus  haut  expofant  de  fon  inconnue.  Et 
l’expolànt  de  la  variable  y ne  peut  jamais  furpaflfer  l’expo- 
fant  de  l’Ordre  de  la  Courbe.  Donc  on  ne  fàuroit  avoir 
plus  de  Séries  qui  donnent  y en  .v  , qu’il  n’y  a d’unités 
dans  l’expofànt  de  l’Ordre  de  la  Courbe.  Mais  chaque  pa- 
reille Série  ne  peut  indiquer , au  plus  , que  deux  Bran- 
ches infinies,  & pour  cela  il  faut  qu’elle  (oit  réelle.  Donc, 
une  Courbe  ne  peut  avoir , au  plus , que  deux  fois  autant 
de  Branches  infinies  qu’il  y a d’unités  dans  J’expofant  de 
J’Ordre  de  cette  Courbe. 

147.  IV.  Une  Courbe  algébrique  ne  peut  avoir  plus 
J’Afymptotes  droites  qu’il  n’y  a d’unités  dans  Icxpofant 
de  fon  Ordre  *. 

Cette  Propofition  fc  prouve  par  le  même  raifonnement 
que  la  précédente.  Si  l’on  prend  les  ordonnées  de  forte 
qu’elles  ne  foient  parallèles  à aucune  Afymptote , l’ordon- 
née de  chaque  Branche  hyperbolique  fera  repréfentée  par 

une  Série  telle  que  Ax  + B Cx~k  &c.  dont  les  deux 
premiers  termes  Ax  + B expriment  l’ordonnée  de  l’Afymp- 
tote  [§.  iji].  A fera  zéro,  fi  l’Afymptote  elt  parallèle 
o , aux 


* Stirling  , Prop.  VI.  Cor.  7. 
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Cm .vi il.  aux  abfciflès;  B lèra  zéro,  fi  elle  pafle  par  l’Origine;  ainfi  p«-xv. 

S-M7-  a & B feront  zéro,  fi  l’Alymptote  eft  l’Axe  des  abfcifiès. 

Il  ne  fauroit  y avoir  plus  d’Alymptotes  droites  qu’il  n’y  a 
de  pareilles  Séries.  Et  l’équation  de  la  Courbe  n’en  làu-  • 
roit  donner  plus  qu’il  n’y  a d’unités  dans  i’expofant  de 
l’Ordre  de  la  Courbe.  Donc  le  nombre  des  Alÿmptotes 
droites  ne  peut  furpafier  les  nombres  des  unités  contenues 
dans  cet  expofant. 

148.  V.  Lorfque  la  Courbe  a autant  d’Alÿmptotes  droi- 
tes que  i’expolânt  de  l'on  Ordre  a d’unités  , toutes  fes 
Branches  infinies  font  hyperboliques.  Car  les  ordonnées 
étant  prîtes  de  forte  quelles  ne  foient  parallèles  à aucune 
Alymptote,  toutes  les  Séries  delcendantes  qui  donnent  la 
valeur  d'y  en  se,  c’elt-à-dire , toutes  celles  qui  peuvent  ex- 
primer l'ordonnée  d’une  Branche  infinie  de  la  Courbe  , 

—k 

commencent  par  trois  termes  tels  que  Ax+  B + Cx  &c. 

[où  A Si  B peuvent  être  zéro  ].  Elles  reprélcn- 
tent  donc  des  Branches  hyperboliques  [§.131],  8c  la 
Courbe  n’en  a point  d’autres. 

En  effet , puifque  chaque  Alymptote  droite  a deux 
Branches  hyperboliques  , & qu’une  Courbe  ne  peut  avoir 
plus  de  Branches  infinies  qu’il  11’y  a d’unités  dans  le  double 
de  Pexpofànt  de  l'on  Ordre  ; fi  elle  a autant  d’Alymptotes 
droites  qu’il  y a d'unités  dans  cet  expolânt,  toutes  fes  Bran- 
ches infinies  feront  hyperboliques. 

149.  VI.  Dans  le  même  Cas,  c’eft-à-dire,  quand  une 
Courbe  algébrique  a autant  d’Alÿmptotcs  droites  qu’une 
Courbe  de  fon  Ordre  en  peut  avoir  ; toute  Droite  qui 
coupe  toutes  ces  Alÿmptotes,  & qui  rencontre  la  Couibe  • 
en  autant  de  points , eft  coupée  de  façon  que  la  fonime 
des  parties  interceptées  entre  la  Courbe  & les  Alÿmptotes 

Introd.  à T Analyfe  des  Lignes  Courbes,  . Xx  cft 
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h. xv  eft  égale  a k ^ornme  des  paries  interceptées  entre  les  CH.vnt 
Afymptotes  & la  Courbe  [§•  65  ] *.  ' 5 m* 

Car  fi  l’on  prend  cette  Droite  & les  parallèles  pour  les 
ordonnées  ; puifqu’elle  coupe  la  Courbe  en  autant  de 
points  qu’il  y a d’Afymptotes , c’eft-à-dire , en  autant  de 
points  qu’il  y a d’unités  dans  l’expofant  de  l’Ordre  de  la 
Courbe , l’équation  fera  telle  que  le  plus  haut  expofant  d'y 
fera  égal  à l’cxpofànt  de  l’Ordre.  Soit-  v cet  expofant  , 

y +(  ax^b)yv  1 les  deux  premiers  termes  de  l’équa- 

tion  , & y = A'x  -4-  B'  + C'x  k &c.  y = A "x  + B"  4* 

C"  x~k  &c.  y = A'x  + B"  + C“x~~k  &c  &c.  les  S éi  les 
defcendântes , qui  donnent  y en  x , tirées  de  celte  équa- 
tion. Ainfi y — Ax — B'  — C' x k &c.-=.o  , y — A 
—B"—C"x~~k  &c  = o ,y  — A^x—B1"—  C*'x~  k dre 

= 0 font  les  racines  de  l’éq:  yv  + (ax-\-b') y'  ' &e=o, 

& cette  équation  n’eft  autre  chofe  que  le  produit  de  ces 
racines , dont  le  nombre  ell  fuppofé  o.  Le  premier  terme 

de  ce  produit  eftyv,  & le  fécond  eft  — (A'x*}*  B'+C' x~k 
. dre  + A“x  + B"  + C"x~  k &c  + A'x  + BW  + C'"x~k 
&c )yv  1 = — (C A'+  A"  + A”  &c)  x + (K  + B*. 

* h"‘  ère)  + ( C + C"  + C " &e  ) x~~h  &c  ) yv~l  , le- 
quel comparé  avec  ( a x + b ) yV  auquel  il  doit  être 
égal , donne  A'  + A"+  A'"  &c  — a , B'  + B*  + EH  &c 
= b , C + C"  + C"  &c  = o , & tout  le  refte  pareille- 
ment égal  à zéro.  De  meme  , fi  on  multiplie  les  unes 
par  les  autres  toutes  les  équations  des  Afymptotes  droi- 
tes 

* 'Newton  , Enum.  lin.  tert.  Or  J.  II.  a.  Stircing  , Un.  tnt.  Ont 
Newt.  Prop.  X.  Cor.  ' 
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Ca.vm.  tes  y — A'x — B'=oty — A"x — B"  = o,y — A**  Pt-xv. 

1S-  *4»-  . — B'"=  o,  &(.  ce  produit  exprimera  le  Syftcme  de  tou- 
tes ces  Droites.  Or  ce  produit  a pour  Ion  premier  ter- 
me yv  , & pour  le  (êcond  — (A'x^B'  >{•  A*x  + B" + 
A'x+B'*  &c)f— 1 , ou  — .«A'  + A'+A"&c)x 

+ (B'+B'  + B"'  &c»f~l  ==  — ( + 

L’équation  qui  repréfénte  le  Syftême  des  Alÿmptotes  a 
donc  les  deux  memes  premiers  termes  que  l’équation  de 
la  Courbe.  Donc  [ §.  65]  une  ordonnée  qui  coupe  tou- 
tes les  Afÿmptores  & la  Courbe  en  autant  de  points  qu’il 
y a d'unités  dans  l’expolànt  de  (on  ordre  , eft  coupée  de 
façon  que  la  fomme  des  parties  interceptées  entre  la  Cour- 
te & les  Alÿmptotes , eft  égale  à la  fomme  des  parties  in- 
terceptées entre  les  Alÿmptotes  & la  Courbe. 

Î50.  VII.  Le  nombre  des  points,  où  une  Courbe  al- 
gébrique peut  rencontrer  Ion  Alymptote  droite  , eft  infé- 
rieur , au  moins , de  deux  unités  à l'expofant  de  l’Ordre 
de  cette  Courbe  *. 

Car  en  prenant  les  ordonnées  parallèles  à une  Alÿmp- 
totc  , elle  fera  défignée  par  une  déterminatrice  parallèle  à 
la  Bande  (ans  y [ 137].  Ainfi  , dans  cette  équation  or- 

donnée par  y , il  manque  au  moins  le  prémier  terme , ce- 
lui où  y auroit  un  expofàut  égal  à l’cxpolânt  de  l'Ordre 
oc  la  Courbe.  Par  conféquent , aucune  ordonnée  [ paral- 
lèle à l’Alÿmptote  ] ne  peut  rencontrer  la  Courbe  en  au- 
tant de  points  qu’il  y a d’unités  dans  l’expolànt  de  fon 
Ordre  [§.41  ].  Mais  en  particulier,  l’Ordonnée-alÿmpto- 
te  la  rencontre , au  moins  , une  fois  de  moins.  Car  le 
nombre  de  points  où  une  ordonnée  rencontre  une  Cour- 
be eft  égal  au  nombre  des  racines  réelles  dfc  l’égalité  qui 

Xx  2 réfultc 

* S T 1 R L 1 N G 1 Prop.  I V. 
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ft.  Xv.  réfulte  auand  à x on  fubftituë  la  valeur  de  Pabfcifle  de  Cn.vm. 
cette  ordonnée.  Mais  l’abfcillê  de  l’Ordonne'e-  afvmptote  5-  li°* 
le  détermine  en  égalant  à zéro  la  bande  entière  fur  laquel- 
le eft  appliquée  la  déterminatricc  qui  marque  cette  Alÿm- 
ptote  [ §.  1J9  ].  Donc  cette  valeur  fübllitue'e  à x fait 
difparoitre  cette  bande , & fait  évanouir  le  terme  , qui  eft 
le  premier  de  l’équation  ordonne'e  par  y . Ainfi  dans  l’E- 
galité , dont  les  racines  déterminent  les  points  où  l’Afym- 
ptote  rencontre  la  *Courbc  , l’expofànt  de  la  plus  haute 
puiflancc  d’jr  eft  inférieur  à l’expofant  de  l’Ordre  de  la 
Courbe , de  deux  unités  , au  moins.  Le  nombre  de  fes 
racines  , & par  conféquent  le  nombre  des  points  où  la 
Couibe  peut  rencontrer  l’Alymptote , eft  inférieur  de  deux 
unités , au  moins , à l’expofant  de  l’Ordre  de  cette  Courbe. 

Soit,  par  ex.  lyV  -f-  (ax 4- £) yV  1 + (zx'-f- dx-^-e^y1  2 
&c  ==s  o , l’équation  d’une  Courbe  de  l’ordre  v.  Si  elle  a 
quelque  Alymptotc  parallèle  aux  ordonnées  y , il  faut  que 

le  terme  lyv  , au  moins,  difparoiftè , / étant  égalé  à zéro, 

& l’ablcillè  x dont  l’ordonnée  eft  Alÿmptote , le  détermi- 
nera par  l’éq  : *x  + £ = o , ou  x= — On  aura 
les  ordonnées  de  cette  abfciflê , en  fubftituant , dans  l’é- 
quation de  la  Courbe  , — au  lieu  d’x,  ce  qui  fera 

évanouir  le  terme  + *,  qui  par  l’ablcnce  du 

* terme  lyv  eft  devenu  le  premier  ; & par  I cvanouiflèment 

. ibb 2 dba  eaa  _ r , , 

de  ce  terme  , yv — 2 fc  trouve  le  pré- 

aa  J r 

mier.  Donc,  pour  cette  abfciflê  — ~ , l’équation  ne  fe- 
ra que  du  dégré  v — 2 . Elle  ne  peut  donc  avoir  plus 

de 
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Ch.vïil  de  v — a racines;  la  Courbe  ne  peut  couper  fon  Afym-  Pl.Xv. 
f- ’S0*  ptote  en  plus  de  v — 2 points. 

Ainfi  une  Courbe  du  fécond  Ordre  ne  peut  pas  ren- 
contrer fon  Alymptote.  Une  Courbe  du  troifie'me  Ordre 
ne  peut  rencontrer  fon  Afymptote  qu’en  un  point:  Une 
du  quatrième  Ordre  qu’en  deux , & ainfi  de  fuite. 

151 . VI II.  Une  Courbe  algébrique  ne  peut  avoir  plus 
d’Afymptotes  droites  parallèles  à les  ordonnées  qu’il  ne 
manque  de  termes  initiaux  à Ion  e'quation  ordonnée  par  y. 

Car  s’il  ne  manque  à l’éq  : ly  4*  (ax  + b'ïy*  1 4* 

( ex1  4 dx40  y1  2 &c  — o,  que  le  premier  terme  ly°  ; 
la  détciminatricc  parallèle  à la  Bande  lans  y , qui  indique 
[§•  1 gp  ] les  abfcitTes  des  Ordonnées  - alymptotes , traver- 

lànt  la  bande  y1  1 > donnera  l’éq  : ax  -f-  b = o , qui  n’a 
qu’une  feule  racine.  Il  n’y  a donc  , en  ce  cas , qu’une 
feule  Alÿmptote  parallèle  aux  ordonnées.  Mais  s’il  man- 
que à l’équation  de  la  Couibc  les  deux  premiers  termes, 

ly'  4 (rf*  4 £), yV  ' > la  déterminait ice  travcrlèra  la  ban- 
de yv  2 , & donnera  l’éq  : ex 2 4 4 ^ = o , qui  ne 

peut  avoir  que  deux  racines  , & ne  peut  indiquer  que 
deux  Ordonnées  - afymptotcs.  S’il  manque  à l’équation 
de  la  Courbe  lès  trois  premiers  termes  , la  déterminatrice 

traverlèra  la  bande  yv  * , & donnera  une  équation  du 
troifie'me  dégré  qui  ne  peut  avoir  que  trois  racines  , qui 
font  trois  ablciiles  d’Ordonne'es- alymptotes.  On  voit  que 
ce  railbnnement  s’applique  de  la  même  maniéré  à quelque 
nombre  qu’il  manque  de  termes  initiaux. 

Mais  il  arrivera  fouvent  que  le  nombre  des  Alymptcv* 
tes-ordonnées  lira  moindre  que  le  nombre  des  termes  ini- 
tiaux qui  manquent  à l’équation.  à cauiè  des  coèffi- 

X x j cients. 
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?l.xv.  cients  a,c,  &c.  qui  peuvent  manquer,  ce  qui  déprime  les  CH.vtn. 
les  équations  ax  -j-  £ = o , exx  4*  dx  e = o , & les  ré-  ‘ï1, 
duit  à des  dégrés  inférieurs.  Si,  par  ex.  /,  ay  b , & c font 

zéros,  la  déterminatrice,  travcrfànt  la  bande  yv  2,pour- 
roit  donner  une  équation  du  fécond  dégré  : mais  à caufe 
de  * = o,  cette  équation  fè  réduit  à une  du  prémicr  dx 
4*e  = o,  qui  n’indique  qu’une  feule  Afymptote-ordon- 
née.  2°.  à caufe  des  racines  imaginaires  qui  ne  donnent 
que  des  Afymptotes  imaginaires.  $°.  à caufé  des  racines 
égales , qui  ne  marquent  chacune  qu’une  feule  Afymptote , 
quoiqu’elles  tjenneut  Jieu  de  plufieurs  racines. 

152.  IX.  Une  Courbe  algébrique  ne  peut  avoir  autant 
d’Afymptotcs  droites  parallèles  qu’il  y a d’unités  dans  Fex- 
pofant  de  fon  Ordre  * . 

Car  prenant  les  ordonnées  y parallèles  à ces  Afympto- 
tes , il  manquera  [ §.  préc.  J autant  de  termes  initiaux  à 
l’équation  ordonnée  par  y qu’il  y a d’Afymptotes  parallè- 
les aux  ordonnées.  S’il  y avoir  autant  de  ces  Afymptotes 

Sue  d’unités  dans  l’expofànt  v de  l’ordre  de  la  Courbe  , 
manqueroit  à cette  équation  fés  v premiers  termes.  Mais 
le  nombre  de  tous  fés  termes  eft  v 4-1  1.  fl  ne  lui  rerte- 
roit  donc  que  le  dernier  terme,  qui  ne  renferme  plus  d 'y. 
L’équation  n’auroit  de  variables  que  x , & ne  repré- 
lénteroit  'pas  une  Courbe , mais  quelques  Droites  parallè- 
les [ §.  40.  II.  3 J . 

L’équation  devant  reprefénter  une  Courbe  , elle  aura 
au  moins  deux  termes,  comme  (*xv-1  4*  fixv'2...  4*  07 
4-(Ax'I;  4*(«x<u  1 . ...4«p)  = o.  Alors  les  abfciilcs  des 

Ordonnées  - afymptotes  font  les  racines  de  Téq:  <tx 

4-  /3xv~  4 

* Stirling  , Ibid.  Cor.  y & 6. 
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C§H.'TJl!‘  * ••••  + (=°i  que  donne  la  dérerminatrice  qui 

traverfe  la  bande  y»  Ces  racines  font  au  nombre  de  v-  i 

& peuvent,  fi.  elles  /ont  toutes  réelles  , defigner  v i 

Ordonnées  - afymptotes,  c’eft-à-dire  , une  de  moins  que  le 
nombre  des  unités  de  l’cxpofant  v de  l’Ordre  de  la  Courbe. 

Ainfi  une  Courbe  du  fécond  Ordre  ne  peut  avoir  d’A- 
fymptotes  parallèles  : car  c’eft  n’en  avoir  point  que  de  n’en 
avoir  qu  une.  Une  Couibc  du  troifieroe  Ordre  ne  peut 
avoir  que  deux  Afymptotes  parallèles  : Une  du  quatrième 
Ordre  que: trois,  &c 


ry.j.  X.  Quand  une  Courbe  a autant  d’Afymptotes 
droites  parallèles , qu’il  y a d’unités  dans  l’expofant  de  lbn 
ordre  , moins  une  , elle  ne  peut  les  couper. 

Car  dans  fon  éq  : x”~ ' + 0 x^2 . . . + ( A*  * 

+ t*x  . . . . + p)  =r  o , y ne  monte  qu’au  prémicr  dé- 
gre.  Ainfi  aucune  ordonnée  ne  peut  couper  la  Courbe 
en  plus  d’un  point  [«.41  ].  Et  quand  cette  ordonnée 
Clt  une  Afymptote  , la  valeur  d'y  , qui  eft  


A/  4*  u xv~ 


+ ...  + P 


devient  infinie  , fon  déno- 

<tx  '+(3x  ....  + £ 

minateur  étant  zéro , puilqu’on  fùppofê  x égale  à une  des 


racines  de  l’éq  : « x*'-  I+/Sxv_2....+^==0.  L’A. 

fymptote  ne  rencontre  donc  la  Coutbe  qu’à  l’infini,  c’cfi- 
à-dire , jamais. 


CH  API- 


« 


Pl.  XV. 


/ 
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CHAPITRE  IX. 

Divijions  générales  des  Lignes  des  cinq 
prémiers  Ordres. 


Pl.Xv.  154.  T ES  Propofitions  établies  dans  le  Chap.  pre'cc- 
I j dent  fervent  de  Réglés  pour  former  les  Divi- 
fions  des  Lignes  courbes  de  chaque  Ordre.  Leur  fonde- 
ment naturel  eft  le  nombre  , Pclpèce  & la  pofition  des 
Branches  infinies  de  ces  Courbes. 

Pour  commencer  par  le  fécond  Ordre , puifque  le  pre- 
mier ne  renferme  que  la  Ligne  Droite  [ §.  40  ] , fbn  équa- 
tion générale  eft  a + by  ►£.  ex  + dyy  + ex y 4*  jxx  = o [ §. 
52].  Placée  fur  le  Triangle  analytique  , Ibn  plus  haut 
Rang  , qui  décide  de  la  dernière  direction  de  fés  Branches 
infinies  [ §.  1 56]  , égalé  à zéro  , donne  l’e'q  : dyy  + exy 
<f/xx=o.  Puifqu’elle  cil  du  fécond  dégré,  elle  peut 
avoir  ou  deux  racines  imaginaires  , ou  deux  racines  réel- 
les inégales  , ou  une  feule  racine  double.  Ce  qui  fait 
trois  Cas. 


Cas  I.  Le  premier  eft  celui  ou  les  deux  racines  font 
imaginaires,  & il  a lieu  quand  e eft  plus  petit  que  df. 
Alors  il  n’y  a point  de  Branches  infinies  [§.  156]. 

On  rendra  plus  fimple  l’équation  de  la  Courbe,  i°. en 
fai  font  dilparoître  la  bande  y , qui  cil  le  fécond  terme  de 
cette  équation  ordonnée  par  y,  dyy  -f-(<rx  + 6)y  + fxx 

•f£x^<j  = o.  On  fuppofera  donc  y=«  — — — » 

2 d 

& on  aura  4 dduu  4*  (4 df — ee ) xx  4*  ( — 2&O  x 

4 ad— 


§•  *J4> 
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Cn.iX.  bb=zo'.  2°.  en  failànt  évanouir  le  (ècond  terme  Pi-XV. 

S-M4*  de  cette  transformée  ordonnée  par  x,  en  fuppofànt  x=: 

2cd  — be  . , n / , Afdf—ce 

Z tt ; ce  qui  change  1 équation  en  uu+--  zz 

^ Clj  " C€  Cê  Cm 

, (4 df — ec}  a dcc  >{*ebc fbb  . , , 

*— 4 dif—iT. = °>  1U1  na  P'“s 

que  trois  termes. 

Puilque  e < i\Jdf  le  coëfficient  du  terme 


z z eft  nécefTairement  pofitif.  Si  le  troifiéme  terme 

(xdf — ee'ja dcc^ebc fbb  a ir  r -r  , 

i-Z2. - y. — _ - — eft  aufii  pofitif  ou  zéro, 

, _ , - dcc  — ebc^fbb  , _ , 

c eft-à-dire , fi  a > ou  = tt= — > la  Courbe 

eft  imaginaire  , pu  i (qu’il  n’eft  pas  pofiîble  que  deux  ou 
trois  termes  pofitifs  foient  égaux  enlemble  à zéro. 

Mais  fi  ce  troifiéme  terme  eft  négatif,  la  Courbe  re- 


c’eft-à-dire,  fi  a>  ou 


, la  Courbe 


prélèntée  par  l’équat  : a a + 


4 - , 


Aj—Ac+fhb  — ^f—^a  £ft  ,,0vale  |B  G6o_ 

i+df — ee^d 

métrés  apcllent  EJtipje.  L’Ellipfè  devient  un  Cercle , lors- 
que les  coordonnées  « & z font  perpendiculaires  l’une  à 
l’autre,  & que  ^df—ee  — ^ddi  ce  qui  réduit  l’équa- 


tion à uu  +zz  = 


dcc  — ebc  4*  fbb  — 4 add 


Cas  II.  Lorfque  e eft  plus  grand  que  iy/df^  l’eq: 
dyy  4 *exy  4‘/xjr=:o  a deux  racines  réelles  inégales,  que 
nous  fuppolèrons  y — Ax~ o,  — A’x  = o.  Elles 
indiquent  deux  dernières  directions  pour  les  Branches  in- 
finies de  la  Courbe.  En  (ubftituant  A x 4>  « à y dans 
l’équation  propofée  , on  la  transfonne  en  une  autre  à 
burod,  à l'Analyfe  des  Lignes  Courbes.  Y y qui 
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divisions  generales  des  courbes 


Pi-xV.  qui  manque 
déterminatrice 


nécelfairemcnt  le  terme  xx  [ §.  107  J. 
paflcra  donc  par  les  Cales  ux  & x 


La  Ch.  IX. 

, fl  f-”* 


O 

* * 

• • • 


celle-ci  fe  trouve  pleine,  & donnera  une  équation  telle 
que  « = B-  Il  faut  donc  fubftituer  à a , « on 

aura  une  fécondé  transformée , où  les  Cales  xx  & x font 
furcment  vuides  [ §.  io7]  : mais  celle  de  la  Pointe  ne 
fournit  Pctre.  Car  , alors  , cette  transformée,  n ayant 


o 

* o 

• • * 


point  de  termes  fur  la  Bande  x feroit  dîvifible  par  J.  La 
orémicre  transformée  feroit  donc  divilible  par  u B—  /, 

& la  propoto  par  y— Ax—B=«—  B=> . Me 
feroit  donc  réduftible  à deux  équations  de  cette  forme 
y-ZAx—B=  o , y—Ax  — B'=  o , & reprélen- 
teroit  deux  Droites.  Donc,  fi  elle  exprime  une  Courbe, 
la  Pointe  renfermera  un  terme  de  la  fécondé  transformée. 
Et  la  déterminatrice  paflant  par  cette  Cale  & par  la  Ca  e 
/x,  donnera  t = Cx~ *.  Ainfi  la  Séné  eft  régulière,  & 
lès  trois  prémiers  termes  Ax  + B^Cx  marquent  eu 
Branches  hyperboliques  [ §.  1 ? » ] > dont  1 Afymptote  roi- 

K 

Série  , dont  les  trois  prémiers  termes  A x 4-  B + 1 

marquent  deux  autres  Branches  hyperboliques  , dont  1A- 

fymptote  droite  s’exprime  par  Icq:  v = Ax+U. 

Ainfi  la  Courbe  a deux  Alymptotcs  droites  & quatre 
Branches  hyperboliques  qui  s’étendent  dans  les  ange 
afymptotiques  oppotès;  Q^e 


Digitized  by  Google 


DU  SECOND  ORDRE. 


m 


Ch.  ix.  Que  fi  le  terme  x manquoit  dans  la  première  trans-  Pl.xv. 

S-  U4- formée  , la  déterminatrice  , qui  part  de  la  Café  «x,  au 
lieu  de  porter  fur  la  Cale  x , auroit  pafie  par  la  Pointe , 

& auroit  donné  , pour  le  fécond  terme  de  la  Série,  « = 
Bx~l.  Dans  une  des  Séries  y =.Ax  4-  B 4-  Cx~l  &c. 
y =.Ax  + B'  + C'x  1 &c  t ou  même  dans  toutes  les 
deux,  le  lècond  terme  B , ou  B auroit  manqué  : ce 
qui  marqueroit  que  l’une  des  Alÿmptotes  droites , ou  tou- 
tes les  deux , patient  par  l’Origine  ; lâns  indiquer  d’ailleurs 
aucun  autre  changement. 

On  peut  exécuter , tout  d’un  coup , les  deux  transfor- 
mations indiquées  ci-dclfus , en  portant  l'Origine  au  point 
où  les  deux  Alÿmptotes  le  croilènt & prenant  les  ablcit 
fes  lùr  l’une  & les  ordonnées  fur  l’autre.  Cette  transfor- 
mation vuidera  les  Cafés  yyy  xx,  y & x‘,  de  forte  que 
l’équation  réduite  au  terme  uz  & au  terme  confiant , aura 

cette  forme  Paz — Qj=o,  ou  uz  = ^,  fous  laquelle 

on  reconnoit  l’ Hyperbole  fimple  [ §.  1 1 8 ] . Voici  tout  le 
Calcul. 

En  fubftituant  [§.  24  ] m >l*pz  ru  à x , & n qz 
►P  su  à y , dans  l’équation  générale  4 fy  + c. x 4*  dyy 
cxy  + fxx  = o , on  la  transformera  en  celle-ci 

(dss-\-crs-\-frr)nu  -\-{2dqs-\-t^r-\-eps-{-2fpr)uz  ~p(dqq-\~epq-^~fpp)zt 
-p-(bs-\-cr-\-2dns-\-ettr-\-ems-{-2fmr)u  t 

“I-  ( 4 "P  bn  -f  - cm  -J-  dnn  -f-  emn  -J-  fmm  ) 


On  déterminera  la  raifon  de  r à / , par  Péq  : dsj  4< 
ers  frr  — o y ce  qui  fait  dilparoitre  le  terme  nu  y & don- 
ne aux  ordonnées  une  pofition  parallèle  à une  des  Alÿmp- 
totes.  On  déterminera  la  raifon  de  p à q par  l'éq  : dqq- f- 
epq  +fpP  ==°  ; ce  ‘l0*  dilparoitre  le  terme  zz,  & 

Y y 2 donne 
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Pt.xv.  donne  aux  abfciflès  une  pofition  parallèle  à une  Alÿmpto-  Ca.lX.- 
te.  Mais  il  faut  prendre  garde  qu’on  ne  faflè  pas  les  abf-  I5* 
cilles  parallèles  aux  ordonnées , [ ce  qui  lêroit  abfurde  ] , 
en  failant  les  unes  & les  autres  parallèles  à la  meme  Afymp. 
tote , c’eft-à-dire , en  failant  la  raifon  p ; q égale  à la  rai- 
fon  r:s.  L’e'q  : dis  + en  + frr=  o,  ou  dqq  epq  -f- 
fpp  — o , ayant  deux  racines  inégales  [ puifque  dyy  >4*  exy  -f. 
fxx  = o , qui  a , par  fuppofition , deux  racines  inégales  , 
fe  change  en  djs  4*  er s 4,/>r=o  , fi  l’on  écrit  s pour 
y 8c  r pour  x,  & en  dqq  4*  epq  +fpp  = o , en  mettant  q 
pour  y & p pour  x ] ; on  déterminera  la  raifon  r:  s par 
l’une  de  fes  racines , & la  railbn  p : q par  l’autre , en  pre- 


nant — 
r 


& L - 

p 

, ou  réciproquement.  Enfuite  on  dé- 


— e + y/(ee — 4 <*/) 

2 d 

— e— V'C^  — 4^/) 

2 d 

terminera  m & » par  ces  deux  éq  : bs+cr>i>  2dm  4«  enr 
*\*ems+ ifmr—o  y & b q c p + zdnq  + cnp  + entp  4* 
tfmq  = o , qui  font  évanouir  les  termes  u & z , St  por- 
tent l’Origine  fur  les  deux  Alymptotes,  c’eft-à-dirc , fur  le 
Point  où  elles  Ce  croifent  , lequel  elt  un  Centre  général 

[ §.  76  ] . Ces  équations  donnent  m = — 4 df*  ^ 

»= CC  — Et  l’équation  de  la  Courbe  Te  réduit 

à ( 2dqs  + eps-\-eqr  + 2fpr')  uz  + (4  +bn>i*cm  + dnn>i» 
cmn  4>  fmm  )=  o , ou  [ mettant  pour  s,  r ,q,  p 8c  n , 

leurs  valeurs  ] à — 4 d(ee — 4 df')  a z 4<  a ( ee — 4 dff. 
4<(<&r — ebc  4* f b b ) O — 4 <//)==  o , foit  HZ  = 

t ( eer~A iD  * dcc  ebc  *fbb  > qui  eft  à ['Hyperbole- 
4 d 

ordinaire  [§.  1 18  }. 

Cru  UL 
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VU  SECOND  ORDRE.  5y? 

Cas  I 11  Enfin  lorfque  e = 2y/dfy  l’éq  : dyy*^exy*{* 

fxx—o  n’a  qu’une  (èule  racine,  mais  double , y + xy/£ 

d 

= 0,  qui  indique  une  feule  dernière  dirc&ion  pour  les 
Branches  infinies  de  la  Courbe  [§.  136].  Qu’on  fubfti- 

tuc  — atV  -j  +«  à y dans  la  propofée,  & elle  fera  trans- 
forme^ en  une  équation  , où  il  manquera  les  termes  xx 
& xj  [§.  107]. 


o 

O • 

* • • 


S’il  manquoit  auflï  le  terme  x,  la  transformée  n’auroit 
aucun  terme  où  parût  la  lettre  x , & e||e  fc  réduiroit  à 
une  équation  telle  que  Muu-j-/3a^y  ~o  qui  peut  avoir 
ou  deux  racines  imaginaires  , ou  deux  racines  réelles  fiml 
pies , ou  une  feule  racine  réelle  double.  Si  les  deux  raci- 
nes u , «'  font  imaginaires , y [ = — x f + u ou  +«'] 

cft  aufft  imaginaire  , & l’équation  n’exprime  que  des  Li- 
gnes imaginaires.  Si  *,  u font  réelles  & inégales’,  la  pro- 
pofée fe  réduit  à ces  deux  équations  fimples  y Hh  x V --Ç 

d 

f 

'mmU  — °>  y + xi/ ~ ~u’ ~o.  Ainfi  elle  exprime  deux 


Droites  parallèles  [§.40}.  Si  « & u font  égales  , l’é- 
quation propolee  eft  le  quatre  de  y + x\/  ^ — « = o , 
& ne  défigne  qu’une  feule  Droite  [ §.  40  ] . 

Mais  fi  dans  la  transformée  le  terme  x ne  manque 
pas , on  verra  , en  la  mettant  fur  le  Triangle  analytique  , 

y y 3 que 
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Puxv.  que  la  déterminatrice  paflèra  par  les  Cales  uu  & x,  & Ch.Ix. 
qu’elle  donnera  une  e'quation  telle  que  u = z±z^/  Bx.  On  ^ ,î4* 
aura  donc  la  valeur  d 'y  en  x par  deux  Se'rîes  dépendantes 

f f 

— 5fy/^+V'5x  &c.  — xv'  j—y/Bx&c.  qui  indiquent 

deux  Branches  paraboliques,  de  part  & d’autre  de  l’Axe 
des  abPilTes,  & du  côte'  pofitif  ou  négatif,  félon  que  B 
cfi  une  grandeur  pofitive  ou  négative  [§.  1$$]. 

Si  dans  l’équation  transformée  générale  du  Cas  pre'ccd. 
on  fait  dqq  ^epq  ^fpp  = Oy  ce  qui  fait  difparoicre  le 
terme  zz , & rend  les  ablcilTes  parallèles  à la  dcrnie're  di- 

re&ion  des  Branches  infinies  I §.  135] , on  aura  — — , 

p 2d’ 

Car  e = 2\/dft  ou  /=^,  transforme  l’e'q  : dqq  -\-epq 

►h1  Jpp  = O , en  dqq  + fpq  + —j-  = O , (oit  ddqq  -f.  depq 
-f-  5 *epp  = o , dont  la  racine  quarrée  dq  >{<{cp  ==0  don- 
ne — A.  On  verra  difparoitre  en  même  tems  le 
p 2d  r 

terme  u z , dont  le  coefficient  2dqs  4*  eqr-\-eps  + 2 fpr  (c 
réduit  à — ides — eer-\-  ides  >{*^dfry  c’cft-à-dire  , à rien  , 
ee  étant  égal  à 4 df.  Qu’on  porte  maintenant  l’Origine 
fur  la  Courbe , en  donnant  à m & n des  valeurs  qui  faf- 
Pnt  difparoitre  le  terme  confiant  /*  + ba  + cm  + dnn-\- 
emn  +/" mm  : ce  qui  peut  P faire  en  une  infinité  de  ma- 

b — cmz 


nieres  : car  on  trouve  «— 


z\/(bb-^ad-{-{  2 be-\cd  )m~) 

TV  ; 

de  forte  que  prenant  pour  m une  valeur  quelconque  plus 

, 4 ad b b c r . ... 

grande  que  — , afin  que  « ne  foit  pas  imaginai- 

re , n Pra  déterminée.  Qu’on  détermine  enfuite  la  raifon 
de  / à r par  l’éq  : bt  + cr- f>  2 dns  >4-  enr  «41  ems  -f-  2fmr—ot 

qui 
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DU  TROISIEME  ORDRE. 
qui  fait  difparoitre  le  terme  u & donne  — = 

— + Alors  |’c'quatjon  eft  re'duitc  aux  ter- 

b + em  2 an 

mes  uu  & z , & fous  cette  forme  ( dss  ►£<  esr-\-frr ) »«  ►£< 
(bq  + + idnq-\-enp  HH  emq  z==  o , qui  [en 

mettant  4^/  pour  ee,  — * pour  q,  2 d pour  />,  — c 

— en  — ifm  pour  /,  & b-\  em  + 2dn  pour  r ] fe  ré- 
duit à {dcc — ebc^fbb')uu  — Qbe—2cd')  Z=o,  foit 

tt  u — — — 2 C z , où  l’on  rcconnoit  la  Parabole 

dcc  — ebc  +fbb 

fimple  [§.  >2?  ]• 

Et  ce  font  là  toutes  les  Lignes  du  fécond  Ordre. 


Pi.XV. 


155.  L’Eq,oation  générale  des  L'gnes  du  troifiéme 
Ordre  cft  a Hh  by  + ex  + dyy  + exy  +fxx  + gy*  + hxyy  -f- 
ixxy  + /x*  =r  o , dont  le  troifiéme  & plus  haut  rarg  égalé 
à zéro  donne  l’équation  cubique  g y'  >khxyy  + ixxy  4*/x\ 
— o , qui  a au  moins  une  racine  réelle  * . 

Cas  L Soit  cette  racine  y—Ax  — o , & fuppofons 
d’abord  que  les  deux  ..autres  font  imaginaires.  Alors  les 
Branches  infinies  de  la  Courbe  n’ont  qu’une  feule  derniè- 
re direélion  parallèle  à la  Droite  que  repre'iènte  l’équation 
y = Ax  [§.  135]..  Et  fi  l’on  fubftituë  Ax^u  à y 
dans  la  propofée  , on  aura  une  transfoi  mée  à laquelle  il 
manquera  le  terme  x*  [§.  107]. 

1.  S’il  ne  lui  manque  pas  le  terme  xl , la  déterminatri- 
ce  partant  par  les  Cafés  «x1  & x1  , donnera*  une  équation 
telle  que  u=B.  L’expofant  d’x  n’étant  pas  négatif  dans 
ce  terme  #,  il  faut  fubftituer  B + 1 à u , & on  aura  une 

leconde- 

* Voyez  Newton,  Enumer.  linear.  tert.  Ordinis.  Stiïilin©,. 
Line « tert.  OrtL  Newton.  Nicole,  Mtm.  de  l’Ac.  1729.  p.  198.. 
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3<5o  DIVISION  GENERALE  DES  LIGNES 
P*,  xv.  fécondé  transformée  à qui  manquent  les  termes  k‘  & ** . ch.ix 

. f.  tjf: 

o 

* ne 

• • • 

• • • • 


Dans  cette  transformée , ou  le  terme  x fubfifte , ou  il  man- 
que. S’il  fubfifte  , la  de'tcrminatrice  pafle  par  les  Cafés 
txl  & x , & donne  / = Cx~l.  S’il  manque , la  déter- 
minatrice  pafle  par  la  Café  /x*  & par  la  Pointe,  & donne 
t = Dx  ~ \ Dans  l’un  & l’autre  Cas , la  Série  eft  régu- 


o 


o 


s«e  O 

• • ne 

• • • • 


* o 

• • O 

• • ne 


liére.  L’un  & l’autre  indique  une  Afymptote  droite  dont 
l’équation  eft  v = Ax  + È.  Mais  les  Branches  hyperbo- 
liques de  la  Courbe  qui  donne  la  Série  y=  Ax  + B >{• 
Cx  — 1 &c.  fb  jettent  dans  les  Angles  afymptotiques  op- 
pofés  ( 1 ).  Et  celles  de  la  Courbe  qui  fournit  la  Série 
y =Ax  + B + Dx~  * &c.  s’étendent  d’un  même  côté 
de  l’Alÿmptote , mais  de  part  & d’autre  de  l’Axe  des  or- 
données ( * ). 

On  ne  peut  pas  fuppofer  un  troifiéme  Cas  , où  la* 

Pointe 


( 1 ) Dans  Y Enumération  qu’a 
donnée  Mr.  Newton  des  Lignes 
du  3e.  Ordie  , il  défigne  celles  - 
ci  par  le  nom  A’  Hyperboles  dé  fcc - 
tives  fans  diamètre.  Il  les  détail- 
le, au  N°.  f , Sc  en  compte  fix  of- 
fices. La  diftinétion  de  ces  efpé- 


ces  eft  fondée  fur  d’autres  pro- 
priétés que  celles  des  Branches 
infinies. 

( 1 ) Ce  font  les  Hyperboles  ii- 
fetlives  avec  diamètre  , dont  Mr. 
Newton  compte  fept  efpices  au 
N°.  6. 
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Ch.  îx.  Pointe  refteroit  vuide  ; car  l’équation  n’auroit  aucun  ter-  pL  xv. 

*5 J*  me  fur  la  Bande  fans , ou  (ans/,  & leroit  par  conféqucnt 
divifible  par  t — u — B = y — A x — B . Elle  n’expri- 
meroit  donc  pas  une  Courbe  du  troifiéme  Ordre , mais 
une  Courbe  du  fécond  Ordre  avec  une  Droite  dont  l’e'qua- 
tion  feroit  y — Ax  — B=o  , ou  peut-être  meme  l’afTèm- 
blage  de  trois  Droites. 

2.  Si  le  terme  xl  manque  dans  la  première  transfor- 
mée, il  n’en  réfulte  point  de  nouvelles  Courbes.  Seule- 
ment dans  les  deux  precedentes  Séries  , le  terme  tt , ou  B , 
eft  zéro  ; parce  que  l’Origine  eft  fur  l’Afymptote  rd^réfen- 
tée,  dans  ce  Cas , par  l’éq  : v — Ax. 

Cas  IL  Si  les  trois  racines  de  l’e'q  : gy'^bxy'+ix'y*^ 

Ix'  = o (ont  réelles  & inégales , on  fera  lur  chacune  de  ces 
racines  le  même  Calcul  qu’on  vient  de  faire  fur  la  racine  uni- 
que du  Cas  préccd.  On  conclura  donc  que  la  Courbe  a trois 
Afÿmptotes  droites  accompagnées  chacune  de  deux  Bran- 
ches hyperboliques,  qui  s’étendent,  avec  des  dire&ions  op- 
pofées , ou  d’un  même  côté  de  l’Alymptote  droite , ou  des 
deux  côtés  de  cette  Afymptote.  Ce  qui  fait  trois  différens 
Genres  de  Courbes.  Car  ou  chaque  Alÿmptote  a (es  Branches 
de  Courbe  de  part  & d’autre  (*)  : ou  deux  Afymptotcsles 
ont  de  part  & d’autre , la  troifieme  les  ayant  d’une  même 
part  ( + ):  ou  chaque  Afymptote  a (es  Branches  de  Cour- 
be .d’un  même  côté  ( ' ) . A quoi  l’on  peut  ajoûter , fi 
Introd.  à l'Analyfe  des  Lignes  Courbes.  Z z l’on 


(J)  Mr.  Newton  les  nomme 
Hyperboles  redondantes  fans  dia- 
mètre , & il  en  compte  neuf  efpè- 
ces  qu’il  détaille  au  N°.  i. 

(4)  Ce  font  les  Hyperboles  re- 
dondantes avec  un  diamètre , dont 
Mr.  Newton  compte  douze  efpè- 
ces  au  N°.  2.  Mais  Mr.  Stir- 
ling a fait  voir  qu’il  en  faut  a- 


joûter  deux , & que  ce  Genre  a 
quatorze  efpéces. 

( * ) Mr.  Newton  les  apelle 
Hyperboles  redond  antes  avec  trois 
diamètres , & il  n’en  compte  que 
deux  efpèces  au  N°.  J.  Mais  Mr. 
SiiKLiNG  a fait  voir  qu’il  y en 
a quatre  ejpéces. 
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ri.xv.  l’on  en  veut  faire  un  quatrième  Genre  , les  Courbes  dont  Ch.ix. 
les  trois  Alÿmptotcs  fe  croilènt  en  un  lèul  point  (6). 

Il  femble  que  cette  énumération  foit  imparfaite,  & que 
nous  ayons  oublié  le  Genre , où  des  trois  Alÿmptotes  l'u- 
ne a lès  Branches  de  Courbe  de  part  & d’autre , les  deux 
autres  les  ayant  d’urte  meme  part.  Mais  ce  Cas  eft  im- 
rig.  no.  polïîble.  Car  fi  on  établit  que  l’Alÿmptote  A B a lès 
deux  Branches  D,  E de  part  & d’autre,  tandis  que  les 
Afyrrptotes  B C , C A ont  leurs  Branches  F , G , & H , 1 
d’un  même  coté  ; on  verra  que , pour  lier  ces  fix  Branches 
deux  à deux  , comme  elles  doivent  l’être  afin  que  le  cours 
de  la  Courbe  foit  continu  [§.  19  ] , il  frudra  , quelque 
combinaifon  qu’on  fatfe  , qu’une  Afymptote  foit  coupée 
deux  fois  par  la  Courbe;  ce  qui  eft  impoflible  [§.  150  ] . 

Le  Calcul  démontre  aulfi  l’impoflîbilité  de  ce  Genre. 

Car  foient  y — Ax  = o , y — A x-=  o , y — A"x 

— o , les  trois  racines  de  l’équation  faite  en  égalant  à zé- 
ro le  plus  haut  Rang;  & foient  y — Ax  — B — Cx~l 
— Dx~ 1 &c  =0  , y — Ax — B' — C x ‘ — üx ~ 2 (jrt 

— o , y — A'x — BT — C"x-1  — D"x~J  &c  =0 
les  trois  Séries  que  donnent  ces  trois  racines.  Celles  où 
le  terme  x 1 lèra  zéro  défignent  les  Branches  hyperbo- 
liques qui  s’étendent  d’un  même  côté  de  PAlymptote  : & 
celles  où  ce  terme  fubfifte  marquent  les  Branches  hyper- 
boliques qui  fe  jettent  de  part  & d’autre  de  leur  Alymp- 
tote  [ §.  128  ].  Or  en  comparant  le  produit 
y’-(A+A’+A')xy' +(  AA+AA"+A'A')x1y-AA'A'x'=o 

— (B+JB'+B")/  &c  &c 

ère 

de 

(*)  Ce  Genre  contient  les  croifent  en  un  point.  Newton, 
neuf  efpices  A’ Hyperboles  rtdon-  N°.  <J. 
eLvucs  dont  les  trois  Afymptotes  fe 
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Ch.  ne.  de  ces  trois  Séries  avec  l’equation  propofe'e 
***  g y'  + hxy1  + /Vjf  + Ix * s=  o , on  trouvera  C+C'+C"=o: 

4*  dyx  +^5Cj,+/x‘ 

drv  df'r 

• ce  qui  montre  que  fi  deux  des  trois  grandeurs  C , C',  C", 
font  zéro , la  troifiéme  cft  auflî  nécefiàiremcnt  zéro.  Donc 
fi  des  trois  Alymptotes  il  y en  a deux  qui  ont  leurs  Bran- 
ches infinies  d’une  meme  part  , la  troifiéme  a auffi  (es 
Branches  d’un  meme  côté. 

Cas  III.  Si  l’équation  du  plus  haut  Rang  de  la  pro- 
pofée  a deux  de  (es  racines  égales  entr’elles  ; c’eft-à-dire , 
fi  elle  a une  racine  double  y — Ax=  o & une  racine 
fimple  y — Axz=z  o : chacune  de  ces  racines  donnera  une 
Série.  Celle  de  la  racine  fimple  défigne , comme  dans  le 
Cas  1 , une  Alymptote  droite  , & deux  Branches  hyper- 
boliques qui  tombent  ou  d’un  meme  côté  de  l’Afymptote, 
ou  de  part  & d’autre.  Pour  avoir  la  Série  de  la  racine 
double , on  (ubftituera  dans  l’équation  propofée  Ax*\*a 
à y , & on  aura  une  transformée  à laquelle  il  manquera  les 
termes  x*  & axl  [ §.  107]. 

I.  Si  le  terme  xl  ne  manque  pas  , la  détermin^rice 
paflfera  par  les  Cales  «’x  & x‘ , & donnera  une  équation 

0 

o * 

* • • 

• • • • 

telle  que  a Bx , & dès  lors  la  Série  eft  régulière  > 

cette  équation  n’ayant  point  de  racines  multiples.  Ses 
deux  premiers  termes  Ax±^ B x marquent  [§.  133  ] 
deux  Branches  paraboliques  , qui  , combinées  avec  les 
deux  (ôrtes  de  Branches  hyperboliques  que  peut  indiquer 

Z z 2 la 
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364  DIVISIONS  GENERALES  DES  LIGNES 
Pt.  Xy.  la  racine  fimple , font  deux  Genres  de  Courbes  ( 7 ) ( * ). 

1 1.  Si  le  terme  x‘  manque  , la  déterminatrice  traverfe 
la  Bande  x & donne  une  équation  de  cette  forme  «rrxs 

o 

o o 
* * * 

• 090 

+ ==  o,  ou  *u:  +/3u  +y  = o , qui , étant  du 

fécond  degré  , peut  avoir  deux  racines  imaginaires  , ou 
deux  racines  réelles  fimples  , ou  .une  feule  racine  réelle 
double. 

1.  Si  ces  deux  racines  font  imaginaires,  les  Séries 
qu’elles  devroient  donner  font  imaginaires  : & la  Courbe 
n’a  de  Branches  infinies  que  celles  qui  font  indiquées  par 
la  racine  fimple  y — A'xz=.o  : en  quoi  ce  genre  rclTem- 
ble  airez  à celui  du  premier  Cas  ( 9 ) . 

2.  Si  les  deux  racines  de  l’éq  : fîu-\-  y— ro 

font  réelles  & inégales  « — B~  o , ü — B'  — o ; qu’on 
fobilituë  B <-h  / , ou  B'  ►£<  / à « , & on  aura  une  lcconde 
transformée  à qui  il  manquera  de  plus  qu’à  la  prémiére  le 
terme  x.  Sa  déterminatrice  paflant  par  la  Pointe  & par 
la  Café  t x , donnera  / — Cx~ & la  Série  cil  dès  lors 
régulière.  Ses  prémiers  termes  A x + B + Cx  — 1 , ou 
Ax-\-B‘  +C'x~  * , marquent  des  Branches  hyperboli- 
ques , 


(7)  Le  premier  eft  celui  des 
Hyperboles  paraboliques  fans  dia- 
mètre dont  Mr.  New  ton  détaille 
fept  efpéces  au  N°.  y. 

( * ) Le  fécond  efl  celui  des 
Hyperboles  paraboliques  avec  dia- 
mètre , dont  Mr.  Newton  comp- 


te quatre  efpèces  au  N°.  8.  Mais 
il  y en  a réellement  fix  efpèces. 

( * ) Ce  font  les  Hyperbolifmes 
de  ÏEllipfe  , dont  il  y a trois  efpé- 
ces énumerées  par  Mr.  NbwToH 
au  N*.  10. 


Ch.  IX. 
§■  US» 
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DU  TROISIEME  ORDRE. 


3^î 

î Ch.  ix.  qu«  ) qui  > avec  des  directions  oppofées  , (è  jettent  de  Pl.XV. 
$.  ijj.  part  & d’autre  de  leur  Afymptote  droite  repréfentée  par 

o 

o o 
• * o 

• • • * 

l’éq  : v = Ax  + B , ou  v = Ax^B'.  Ainfi  la  racine 
double  y — Axr=.  o marque , dans  ce  Cas  , quatre  Bran- 
ches hyperboliques  autour  de  deux  Afymptotes  droites  pa- 
rallèles , auxquelles  il  faut  joindre  la  troifiéme  Afymptote 
accompagnée  de  deux  Branches  infinies  que  deTigne  la  ra- 
cine fimple  y — A'x  = o ( 1 ° ) . 

On  ne  peut  pas  fuppofèr  ici , que  la  Pointe  refte  vui- 
de  : car  la  féconde  transformée  n’auroit  aucun  terme  fur  ' 
la  Bande  (ans  y , ou  plutôt  fans  t : elle  (èroit  donc  divifi- 
ble  par  /,  & la  propofée  par  y — Ax — B[=« — B 
= /].  Elle  ne  repréfènteroit  donc  qu’une  Droite  & une 
Courbe  du  fécond  Ordre  , ou  même  trois  Droites  [§.21]. 

3.  Enfin,  fi  Pe'q:  an1  +0u  -j-y  = o n’a  qu’une  raci- 
ne double  « = B , on  fubltituera  B / à u dans  la  pré- 
«nie're  transformée , & on  aura  la  fécondé  à laquelle  man- 
queront les  termes  x & tx  fur  la  Bande  x [§.  107]. 

Mais  , par  la  raifon  qu’on  vient  dalle'guer  , la  Pointe  ne 
fera  pas  vuide.  La  détcrminatricc  partant  de  la  Cale  t~x 

o 

o o 
*00 

• • • * 


Z l 3 portera 

( '“  ) Ce  font  les  Hyperbolifints  de  I Hyperbole  , dont  il  y a quatre 
efpcces  comptées  au  N°.  9. 
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Ch. IX.  portera  donc  fur  la  Pointe,  & donnera  l’éq:/:==fc:v/Oc~r: 
5- JJ S-  & dès  ce  terme  la  Sérié  y=Ax  + ÆrtyCx"  1 &c  eft 
régulière.  Elle  marque  deux  Branches  hyperboliques  qui 
avec  une  meme  dernière  direction  le  jettent  de  part  & 
d’autre  de  l’Alÿmptote  droite  repre'fentée  par  Péq  : v = Ax 
+ B.  Et  ces  deux  Branches  avec  les  deux  que  donne  la 
racine  fimple  y — A'x= 50  , font  les  quatre  Branches 
hyperboliques  de  ce  genre  ( “ ) • „ 

Cas  IV  Si  l’équation , faite  en  égalant  à zéro  le  plu9 
haut  Rang  de  la  propofée , n’a  qu’une  feule  racine  triple 
y — Ax=.  o,  les  Branches  infinies  n’ont  qu’une  feule 
dernière  direction  parallèle  à la  Droite  que  reprélcnte  cette 
éq-‘  y — ■Ax  = o.  Et  fubftituant  , dans  la  propofée  , 
Ax-j~  t*  a y , on  aura  une  transformée  à qui  manquent , 
fur  le  plus  haut  Rang , les  termes  x* , uxl , uxx  [§.  107]. 

1.  S’il  ne  lui  manque  pas  le  terme  x* , la  détermina- 
trice  portera  fur  cette  Café  & fur  la  Café  «' , & donnera 
a =Bx"  J , & la  Série  eft  régulière.  Ses  premiers  termes 


o 

o * 

o • • 
* • • • 


Ax  + Bxi:  * marquent  deux  Branches  paraboliques , qui , 

lous 


(")  Mr.  Newton  les  appelle 
Hyperbotifmes  de  U Parabole  , & 
il  en  détaille  cinq  efpéces  au  N°. 
11.  Une  de  ces  efpcces  eft  Y Hy- 
perbole cubique. 

On  auroit  pû  fubdivifer  ces 
trois  derniers  Genres,  chacun  en 
deux , fuivant  que  l’Afymptote 


défignee  par  la  racine  lïmple  a 
fes  Branches  de  Courbe  de  part 
& d’autre  , ou  d’une  même 
part.  Mais  puifque  Mr.  New- 
ton n’a  pas  trouvé  à propos  de 
faire  cette  fubdivifion  , on  a cru 
devoir  l’imiter  dans  une  chofe 
alfez  indifférente. 
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Tous  des  dire&ions  oppofées , fe  jettent  d’un  meme  côté  Ch.ix. 
de  la  Droite  parallèle  à leur  dernière  direction,  & qui  eft  §*jr- 
exprimée  par  \ y = Ax  (,1). 

a.  S’il  manque  à la  transformée  le  terme  x* , & non  le 
terme  «x,  on  aura  deux  déterminatriccs  fupérieures.  L’u- 
ne, qui  paflè  par  & ux  , donnera  wzrrzjty/Bx.  U 


o 

o o 

O * * 

* • • • 


Série  y = A x^=.  y/  Bx  &c  indique  deux  Branches  parabo- 
liques , qui  tendent  d’un  même  côté  fous  une  direction 
parallèle  à la  Droite  reprélcntéc  par  l’éq;  y — 

L’autre  déterminatrice  eft  horizontale  fi  la  Cale  x eft 

Eleine,  & donne  «=B\  Subftituant  donc  B1- f-/  à « , 
fécondé  transformée  n’aura  aucun  des  termes  x’ , ulx  \ 
Mxlt  x*  & x , & fa  déterminatrice  paflànt  par  la  Pointe 


© 

o o 
0*0 

* • • * 

& la  Cafè/x,  donnera  t — Cx~\  La  Série  y?=iAx- 
4* B' + C'x—  1 &c.  qui  eft  régulière,  indique  deux  Bran- 
ches hyperboliques,  qui  , avec  une  direâion  oppofëe  fè 
jettent  de  paît  & d’autre  de  leur  Alÿmptote  droite  expri- 
mée par  l’éq  ; v = Ax+B\ 

On 


( 12  ) Ce  font  les  Far  aboies  di-  Lune  d’elle*  eft  la  Parabole  fe- 
vergentes  , dont  Mr.  Newton  rm-citbiqite. 
compte  citm  ejpéces  au  N°.  12. 


\ 
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Ch.  ix.  On  prouvèrent , comme  ci  - deflus  [ Cas  III.  2 ] , que 
5-  <f  r-  dans  cette  transformée  la  Pointe  ne  peut  refter  vuide. 
Et  fi  dans  la  première  transformée  le  terme  x avoit  man- 
que', cela  ne  donneroit  point  de  nouvelles  Courbes.  Seu- 
lement on  auroit  tt  = o = B1  ; l’équation  de  l’Afymptote 
droite  feroit  v=  Ax , ce  qui  marqueroit  qu’elle  parte  par 
l’Origine.  Ainfi  les  Courbes  de  ce  Genre  ont  quatre  Bran- 
ches infinies , deux  hyperboliques  8c  deux  paraboliques,  qui 
ont  toutes  quatre  leur  dernière  direction  parallèle  ( 1 ’ ) . 

3.  S’il  manque  enfin  à la  première  transforme'e  le  ter- 
me «x  avec  x1  , elle  n’aura  qu’une  de'tcrminatrice  fupé- 
ricurc , qui  , partant  par  les  Cales  «l  8c  x donnera  « = . 

o 

' o o 

00* 

* • • • 

Bxl:\  Les  deux  premiers  termes  Ax+Bx1'1  delà  Se'ric 
régulie're  marquent  deux  Branches  paraboliques , lefquel- 
les , fous  des  directions  oppolèes , & parallèles  à la  Droi- 
te exprimée  par  l’éq  : y = A x , le  jettent  de  part  8c  d’au- 
tre de  cette  Droite. 

Lorfque  cette  transformée  eft  la  plus  complique'e , elle 
eft  rt'+<tHl  + (iu  4 y+  <Tx  = o.  Qu’on  fubltituë  s y 
4-  n à u 8c  ry  4-  z 4 m à x : ce  qui  change  les  coordon- 
nées de  manière  que  l’Axe  des  ablcirtes , & non  celui  des 
ordonnées  , refie  parallèle  à fa  première  pofition  [ §.  2 5]  : 
l’équation  le  changera  en  celle-ci  s'y1  4-(  ? » + <*)  5 y' 

4 4>2*»/4-/3/4-<Tr)_y  4 • (»’  4 a 

4 <T  z 


r . 

( 11  ) Ce  Genre  ne  renferme  qu’/rne  feule  efpéce  de  Courbes  que 
Mr.  Newton  apelle  le  Trident.  N°.  13. 
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►f* ^ z = o , où  l’on  peut  faire  i°.  j n + a — o , 
donne  w= — Jet.  20.  3 n's  4-.  2 + -j-  «F  7- 

d'où  l’on  tire ;»'*2«»  + g 


ce  qui  Ch.ix. 
= oj  S-'J* 
— (S 


»’ -f-«  »2  ►£<  Æ» -f-y  + é'w  = o , d’où  reTulte  m — » 

»'  -+-  * »“  +/3»  4*  > 2a* Çet/3+27> 

— — k . Alors 


«T 

l’équation  fera  re'duite  à s'y'  ►£<  S'z  — o , ouy’  — t — ,z , 

qui  eft  à la  Parabole  cubique  ; elle  eft  par  conféquent  la 
feule  Courbe  de  ce  Genre  [ 1 + ] . 

On  ne  peut  pas  fuppofer , que  dans  la  transforme'e 
»*  ►£<  ««■  + /3  u 4-  y 4*  <T  x = 0 le  terme  <T  x manqué: 
puilqu’elle  fèroit  réduite  à une  feule  variable  « , & divifi- 
ble  en  fes  trois  racines  u — B=o  , u — B1  = o,  u — 
B"  =. o.  Donc  la  propofée  fe  pourroit  divifer  en  trois 
équations'  y — Ax  — B = o,  y — Ax  — B'= o,  y — 
Ax — B"=z  o,&  ne  repréfenteroit  que  trois  Droites  pa- 
rallèles. 

Ainfi  toutes  les  Courbes  du  troifiéme  Ordre  fe  rédui- 
fent  aux  quatorze  Genres  que  nous  venons  d’indiquer. 


156.  On  s’ y prendra  de  la  même  manière  pour  faire 
l’énumération  des  Courbes  du  quatrième  Ordre  \ L’équa- 
tion géne'rale  des  Lignes  de  cet  Ordre  étant  mifc  fur  le 
Triangle  analytique , le  quatrième  & plus  haut  Rang  don- 
ne une  équation  du  quatrième  dégré,  telle  que  my*  4* 
nxy'  -f-  ox'y1  -}- px'y  4*  q x+  = o , que  pour  abréger  nous 
nommerons  Æ.  Elle  a quatre  racines  , imaginaires  ou 
réelles , égales  ou  inégales  ; ce  qui  fait  huit  Cas  ditfércns  , 
Introd.  à PAnalyfe  des  Lignes  Courbes.  A a a qu’on 

( u)  Comme  le  remarque  Mr.  * Voyez  Mr.  De  Bragelogne, 
Newton  , N°.  14.  Hifl.  de  l’Acui.  1730,  3 1 , & 32. 
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Ch.  tx.  qu’on  peut  arranger  ainfi.  Ou  l’éq  : Æ n’a  que  des  racU 
S-  156-  nés  imaginaires  [ Cas  I ] , ou  clic  a deux  racines  imaginaires 
& deux  racines  jimples  [ Cas  II  ] , ou  elle  a quatre  racines 
jimples  [ Cas  III],  ou  elle  a deux  racines  imaginaires  & 
une  double  [ Cas  IV],  ou  deux  doubles  [ Cas  V ] , ou 
deux  jimples  & une  double  [ Cas  VI],  ou  une  racine  ftm- 
ple  & une  triple  [Cas  VII  ] , ou  enfin  une  feule  ratine 
quadruple  [ Cas  VIII  ] . 

Cas  /.  Si  les  racines  de  l’éq  : Æ font  toutes  imaginai- 
res , la  Courbe  n’aura  point  de  Branches  infinies  [ §. 

1 1 6 ] . Quoique  fon  cours  puiflê  être  varié  en  diverfès  " 
manières  dans  un  elpace  fini  , ce  qui  donne  un  grand 
nombre  d’efpèces  différentes  ; on  doit  néantmoins  toutes 
les  ranger  fous  un  meme  Genre  : du  moins  fi  l’on  s’en 
tient  à la  méthode  que  nous  fuivons  ici , & qui  confiée 
à déterminer  les  Genres  par  le  nombre  & l’efpèce  des  Bran- 
ches infinies. 

Cas  17.  Si  l’éq  : Æ n’a  que  deux  racines  Jimples , y — • 
Ax  = o y y — A'  x=z  o , on  aura  , en  lubllituant  Ax  + » 
à y y une  transformée  à laquelle  manquera  le  terme  x*. 

o 

* * 

• • • 

• • • • 


t.  Si  le  terme  x*  ne  manque  pas  , la  déterminatrice 
horizontale  donnera  ux*  = Bxl , ou  u = B : & fubfti- 
tuant  B^t  à «,  on  aura  une  lcconde  transformée,  à la- 
quelle manqueront  les  termes  x+  & x*. 


i.  Si 


«7 
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♦ O 

• • * 

• • • • 


o 


O 

* o 

• • o 

• • • * 


• • 


O Ch.  IX. 
o f li6' 
O 
o 
* 


*•  Si  la  Café  x*  n’eft  pas  vuide  , c’eft  fur  elle  que 
portera  la  déterminatricc  qui  part  de  la  Cale  tx * , & clic 
donnera  t = Cx~‘.  La  Se'rie  réguliers  y — Av  B + 
Çx  1 dre.  défigne  deux  Branches  hyperboliques  qui  fe 
jettent  dans  les  angles  alÿmptotiques  oppolès. 

2.  Si  la  Café  x1  elt  vuide  & la  Ca(è  x pleine,  c’efi 
lur  celle-ci  que  porte  la  dctcrminatrice,  qui  donnera  /=s 

La  Série  y = Ax  B + C*  * dre.  marque 
deux  Branches  hyperboliques  , qui  s’e'tendent  d’un  meme 
côte'  de  l’Alymptoce , dans  les  angles  alÿmptotiques  de 
fuite. 

3.  Si  les  Cafés  x1  & x font  vuides,  celle  de  la  Poin- 
te ne  fauroit  l’étre  ; parce  que  la  fécondé  transformée  fe- 
roit  divifible  par  t , la  première  par  a — B , & la  propo- 
fée  par  y — Ax — B , de  forte  qu’elle  ne  reprélcntcroit 
qu’une  Droite  avec  une  Ligne  du  troifiéme  Ordre.  La 
de'terminatrice  donnera  donc  t=Cx—>  ; & la  Série  y — 
Ax  + B + Cx  — * &c.  indique  deux  Branches  hyperboli- 
ques qui  tombent  dans  les  deux  angles  alÿmptotiques 
oppofés. 

II.  Si  dans  la  première  transformée  le  terme  x*  man- 
quoit  , on  auroit  «==o  = B : ce  qui  feroit  voir  que 
l’Alÿmptote  pafle  par  l’Origine  , fon  éq  : */=  Ax  +B 
étant  réduite  à v = Ax.  D’ailleurs  tout  le  relie  fubfifle 
également , & ce  vuide  de  la  Cale  x*  ne  donne  point  de 
nouvelles  Courbes. 

Aaa  2 Ainfi, 
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Ch.  ix.  Ainfi,  fous  la  dernière  dircèfcion  exprimée  par  la  racî- 
i,lS6-  ne  y — Ax=.  o de  l’éq  : Æi  il  y a une  Afymptote 
droite  avec  deux  Branches  hyperboliques  , mais  qui  peu- 
vent être  de  trois  differens  gentys.  La  racine  y — A'x 
— o , donne  aufli  une  Afymptote  droite  avec  deux  Bran- 
ches hyperboliques , qui  peuvent  être  de  trois  genres  dif. 
férens.  Donc,  en  combinant  les  uns  avec  les  autres,  on 
aura  fix  Genres  de  Courbes  compris  dans  ce  fécond  Cas  , 
lelquels  ont  chacun  quatre  Branches  hyperboliques. 

Cas  III.  Si  l’éq  : Æ a quatre  ratines  J impies , on  rat- 
ionnera fur  chacune  d’elles  comme  on  vient  de  faire  fur 
les  deux  racines  fimples  du  Cas  préced.  La  Courbe  a 
donc  quatre  Afymptotes  de  directions  différentes  , & 
chacune  d’elles  elt  accompagnée  de  deux  Branches  hyper- 
boliques, qui  peuvent  être  de  trois  différents  genres.  Il 
femble  qu’en  les  combinant  enlcmble  on  trouvera  quinze 
Genres  de  Courbes.  Mais  un  calcul  fèmblable  à celui  qu’on 
a fait  au  §.  prie.  Cas  II , fera  voir  que  de  ces  quinze  com- 
binaifons,  il  y en  a fix  d’impofftbles.  Car  fbient  y — Ax 
— B — Cx  1 — Dx — 1 &c  = o,  y — A x — B'  — ■ 
C‘x~l  — Ux~ 1 &c  = o , y — A'x  — B"—  C"x~'  — 
Vx— 1 &c  = o , & y — A"x  — B" — - C"'x  — 
D"'x~l  &c  ~o , les  quatre  Séries  que  fburniffent  les  qua- 
tre racines  de  l’éq:  Æ.  Celles  où  le  terme  x~ 1 ne  man- 
que point  défignent  les  Branches  hyperboliques  du  prémier 
genre  ; celles  qui  n’ont  pas  le  terme  x 1 , mais  bien 
x — 1 , marquent  les  Branches  du  fécond  genre  : & celles 
du  troifiéme  font  indiquées  par  les  Séries  qui  n’ont  ni  le 
terme  x~  ‘ , ni  le  terme  x \ Or  en  comparant  avec 
l’équation  propofee  a, y*  /3  xyl  >xfy2  &c 

+ £y*  4-  *xÿ  &c 

+ A y1  &t 

le  produit  des  quatre  Séries 
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y-(A+A'+A"+A*>)  xjy<  + (AA+AA'+AA»+A‘A'+A’Au+A”A« ) x*y*  &c 
/pi  iy  | p"  | cf  ’x  vi  i Ç AB -f-  AB -j-  AB  '-f-A  B"*  i , 

-(B+B'+B  +E  ) ? + lj'B+SB'+SgÏA"J^A'j£A''b,'5xf  &c 

CAC'+AC'+AC+ACA-AC+AC  'v 
-(C+C'+C'+C''>~,jy,4-  <A"C+A*C,+A‘t,"+A','C+A,'C'-t-A*C"i  y*  éV 

B'  ' S 

AD'+AV"  +AD"  +A'D+A'V"  ±AD'"  -v 
A-'D+A‘D\A"D,\A‘'D+Â"b\A"D"l  , , , 

BC'  + BC  "4.  ££'"  4-  B'C-f.  B'C'+  B C " f ^ 

B''C+  B"C'+B''C'"+  B'  C+i6"'C +B  "C  ' 3 
&e 


^D+D'+D'+D’y  y+ 
&c 


on  verra  que  les  coefficients  de  x ty%  , x — 'y1  , *— ‘y* 
&(.  étant  zéro,  i°.  C*4-  CA*  C"  4*  C*'s=o  ; de  forte 
que  fi  trois  de  ces  quatre  grandeurs  C,  C',  C",  C font 
zéro , la  quatrième  eft  auffi  néceflàirement  zéro  : c’eft-à- 
dire  , qu’il  n’eft  jjas  po/fiblc  qu’une  feule  des  quatre  A- 
lymptotes  ait  des  Branches  infinies  du  premier  genre  : ce 
qui  exclud  d’abord  quatre  combinaifons,  fçavoir,  celle  où 
l’on  fuppoferoit  une  paire  de  Branches  du  premier  genre  , 
8 i les  autres , ou  toutes  trois  du  fécond  genre  , ou  deux 
du  fécond  & une  du  troifiéme , ou  une  du  fécond  & deux 
du  troifiéme,  ou  toutes  trois  du  troifiéme.  2°.  que  D + 
D'  + D"  + D“/  = o , de  forte  que  C,  C' , C" , C1'1  & 
trois  des  quatre  grandeurs  D , D' , D" , U" , étant  zéro  , 
la  quatrième  l’eft  auffi  : ce  qui  exclud  la  combinaifon  qui 
fuppofè  une  paire  de  Branches  infinies  du  fécond  genre  , 
& les  trois  autres  du  troifiéme.  ?°.  que  C,  C",  C",  C"[ 
étant  zéro,  deux  des  grandeurs  D , D‘ , D",  &'  ne  peu- 
vent être  zéro.  Car  fi  on  fuppofè  , par  exemple , D & 
D"=o  , le  coefficient  de  x~~xy*  fe  réduit  à D + D',  & 
& celui  de  *— */  à ALT  * AD  + A"D  + A" P + A'D 
4-  A" DT.  Ainfi  ces  coefficients  étant  égaux  à zéro  , on 

- D A+A'+A"  _ 

aura  — i = r.~ — . Donc  A — A ; 


U 


A'  + A'  + A"'’ 
A aa  j 


ce 
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Cm.  ix.  ce  qui  fcroit  contraire  à la  fuppofition  que  les  quatre  ra- 
jj«.  cjnes  ? A'x , A'x,  A"x  de  l’éq  : Æ font  inégalés. 
Ainfi  il  faut  encore  exclure  la  combinaifbn  qui  fuppole 
deux  paires  de  Branches  du  fécond  genre  , & deux  du 
troifiéme. 

Donc  de  quinze  combinaifbns  que  préféntent  trois 
genres  combinés  quatre  à quatre , en  ayant  exclu  fix  , il 
en  relie  neuf,  qui  font  neuf  Genres  compris  dans  ce  Cas 
III,  fç.  i°*  Quatre  paires  de  Branches  du  premier  genre, 
a". Trois  du  premier  & une  du  fécond.  3 ".Trois  du  pre- 
mier & une  du  troifiéme.  40.  Deux  du  premier  & deux 
du  fécond.  50.  Deux  du  premier,  une  du  fécond,  & une 
du  troifiéme.  6°.  Deux  du  prémier  & deux  du  troifiéme. 
7°.  Quatre  du  fécond.  8°.  Trois  du  fécond  & une  du 
troifiéme.  p°.  Quatre  paires  de  Branches  du  troifie'me 
genre. 

Cas  IV.  L’équation  Æ ayant  deux  racines  imaginaires 
& une  racine  double  [y  — Ax  — o ] , la  Droite  indiquée 
par  cette  racine  double  eft  parallèle  à la  dernière  direction 
des  Branches  infinies  que  peut  avoir  la  Courbe.  En  fub- 
ffituant  Ax*\*u  à y , dans  la  propofée , on  aura  une 
transformée  (T)  , à laquelle  manquent  les  termes  x4  & 
ffx1  [§.  107]. 

1.  Si  T a le  terme  x’  , la  déterminatrice  palTera  par 

o 

O * 

* • • 

• • • • 

• • • • • 

«'x1  & x’  , & donnera  u = \J  B x . La  Série  , dès 

lors  régulière,  y =Ax^zi/ Bx  &c.  indique  deux  Bran- 
ches 


» 


Digitized  by  Google 


D V QUATRIEME  OkDRE.  37j 

ches  paraboliques , qui  embralTent  pour  ainfi  dire  la  Droi-  Ch.  ix. 
te  exprimée  par  l’éq  : y=Ax.  i-  •»<« 

II.  Mais  s’il  manque  à T le  terme  x* , la  détermina- 
trice  fera  couchée  fur  la  Bande  x1 , & donnera  une  équa- 

o 

o o 
* • * 

• • • • 


tîon  de  cette  forme  ««‘x1  + fax1  Hh  >x*  = o , ou  *nz 
/g  « + y = o , qui  a , ou  deux  racines  imaginaires  , ou 
deux  racines  réelles  fimples , ou  une  feule  racine  double. 

1.  Si  elles  font  imaginaires  , la  Série  eft  imaginaire  par 
fon  fécond  terme.  La  Courbe  n’a  donc  point  de  Bran- 
ches infinies. 

2.  Si  elles  font  réelles  fimples,  u — B— :o,  u — B'=ot 
on  fubftituera  £ + * à « dans  T,  & on  aura  une  fécon- 
dé transformée , à laquelle  il  manquera  encore  le  terme  x. 
La  déterminatrice  utile  partira  donc  de  la  Café  tx1  & 
pafièra  par  la  Cafë  x ; ou,  fi  elle  eft  vuide,  parla  Pointe, 
qui  ne  fauroit  être  vuide  , par  la  raifon  fi  fouvent  allé- 


o 

o o 
* * o 

• • • « 


o 

o o 
* * o 

• • • o 

• • • • * 


guée.  On  aura  donc  t = Cx  1 , ou  t=.Cx~l.  La  ra- 
cine B donne  donc  une  Série  y = Ax  + B 4*  Cx  ‘ &c  , 
ou  y — Ax  Hb  B •+■  Cx~~*  &c.  Et  la  racine  B'  donne 
auili  une  Série  y = Ax>i>  B’+C'x~l  &e.  ou  y = Ax 

+ B’ 
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JCh.ix.  «-H  B'-^C'x  &c.  Ainfi  la  Courbe  a deux  Afÿmptotes 

LS- uff.  parallèles  repreTentées  par  les  éq  : v=  Ax  4 B , v' — 
Ax  + B'.  Et  ces  Afymptotes  font  accompagnées  chacu- 
ne de  deux  Branches  hyperboliques  , oui  le  jettent  dans 
les  angles  afympcotiques  oppofés  , ou  de  fuite  : ce  qui, 
par  la  combinailon , fait  trois  Genres  de  Courbes. 

g.  Si  leq  : *«'+|3«+ï  = on’a  qu’une  racine  dou- 
ble a = B" , on  fublfituera  B"  4 t à u dans  T , & on 
aura  une  nouvelle  transformée  (V ) , à qui  il  manquera 
les  termes  x1  & /x*.  Donc  la  déterminatrice  partant 
de  tlxl  portera  fur  la  Café  x , fi  elle  elt  pleine  , & don- 

o 

O O 

* O O 

• • • * 

• • • • O 

nera  t = -±:  y'  Cx~l.  La  Se'rie  y = Ax>fr  B*  ztz  \/Cx~l 
&c  , marque  deux  Branches  hyperboliques  qui  embrafi- 
fènt  l’Afymptote  droite  reprélcntée  par  l’éq  : v = Ax 
4 B'. 

III.  Que  fi  dans  l’e'q  .*  V il  manque  le  terme  x , la 
déterminatrice  pafiera  par  les  Cafés  tlxl , tx  , & la  Poin- 
te , & donnera  une  e'quation  de  cette  forme  <*/‘xl  + tf/x  4" 
» = o , qui  aura  ou  deux  racines  imaginaires  , ou  deux 
racines  re'elles  fimples , ou  une  double. 

o 

o o 

* O O 

• • * O 

• • • • * 


i).  Si 
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1 ).  Si  ccs  deux  racines  font  imagirtaires  , la  Sërie  eft 
imaginaire  par  fon  troifiëme  terme  , & la  Courbe  eft 
finie.  <° 

2) .  Si  elles  font  réelles  & fimples  r = Cx  1 , t=s 

C'x~~l  y on  a deux  Sériés  y=Ax*{<B"  4*Cx — 1 &c. 
yz^Ax^BP  >{*Cx~~l  &c.  qui  marquent  une  foule  A- 
lymptote,  [v=z  Ax  B"  ] avec  quatre  Branches  hyper- 
boliques, étendues  , ou  dans  les  quatre  angles  afymptoti- 
ques,  fi  C & C ont  des  lignes  contraires,  ou  deux  dans 
un  de  ces  angles  & deux  dans  l’oppofé  , fi  C & C ' ont 
le  meme  figne.  ' •* 

3) .  Si  l’eq:  *tlxl  +f/x  + tz=  o n’a  qu’une  racine 
double  t = C"x~'  y la  Série  y=Ax  4-  fi"  ■+<  C"  x — 1 
&c.  n’eft  pas  encore  régulière  ; mais  il  faut  fubftituer 
C'x  1 + ; à t dans  V y & l’on  aura  une  transformée 
(AT),  où  la  Pointe  & là  Cafo  sx  foront  vuides.  La  dé- 
tercninatrice  partant  de  la  Café  slxl  paftêra  par  la  Cafo 

o 

■ ■ . 

o oj  ; ’ •’ 

*00  : • . t 

• •00  . ^ 

• • • • O 

• • • * • 

• • • 

U* 

x~ * , fi  elle  eft  pleine  , & donnera  jr=±V^x_ * • 

La  Série  y=zAx+B’'  + C"x-’  ±y/Dx~'  &c. 

marque  deux  Branches  hyperboliques , qui  fe  jettent  dans 

un  même  angle  aiymptotique  , ayant  pour  Afÿmptote- 

courbe  une  des  Branches  de  l’Hyperbole  dont  l’équation 

eft  v = Ax  >4*  B " 4<  C"  x 1 . 

> * • m 

bttrtd.  à P Analyfe  des  Lignes  Çourbes.  B b b IV.  Si 


Ch.  IX* 
5*  »S*- 
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«h.  ix.  1 V.  Si  le  terme  x ~ 1 manque  dans  la  transformée  Xt 
S u*-  la  détcrminatrice  traverlèra  les  Cafés  rlxl,  s & x~*  t & 
donne  une  équation  du  lècond  degré,  qui  a ou  deux  ra- 
cines imaginaires,  ou  deux  réelles  fimples  , ou  une  dou- 
ble. On  revieirdra  donc  aux  raifonncmens  prccédens  r & 
on  conclura,  que  , . . ' 

(1) .  Si  ces  radncs  font  imaginaires  , la  Courbe  n’a 
point  de  Branches  infinies. 

(2) .  Si  elles  font  réelles , / = Dx  * , j — Dx  — * , 
les  Séries  y — Ax-\-  B*  4*  C "x  1 + Dx  * &c.  yz=Ax. 
+ &'>{*  C"x~ 1 D'x  * &c.  marquent  une  lèule  Alÿm- 
ptote  droite  avec  quatre  Branches  hyperboliques , qui  le 
jettent  deux  à deux  dans  les  angles  aiÿmptotiques  op- 
poses. 

(3) .  S’il  n’y  a qu’une  racine  double  i=zD"x~  * , la 
Série  y = Ax  <+■  B*  + C”x  ~ * + D^x — 1 &c.  n’eft  pas 
encore  régulière  : mais  on  doit  fubftituer  D"x  1 + r à x 
dans  X,  & on  aura  une  autre  transformée  , fur  laquelle 
répétant  le  même  railbnnement  , on  aura  , ou  la  Série 
y = Ax  + £"  + C'x~l  + ETx-1  =i=  ^Ex~s  &e.  qui  dé- 
figne  deux  Branches  hyperboliques  étendues  dans  un  des 
angles  aiÿmptotiques  ; ou  une  Série  dont  le  cinquième 
terme  eft  imaginaire , & qui  ne  donne  point  de  Branches 
infinies;  ouïes  deux  Séries  y =Ax>{*  B^+Cx  ' + 
D'x-l_+  Ex-  * &c.  y = Ax  + B"+C"x-1 +D"x-' 

( + E‘x  ’ dre.  qui  marquent  quatre  Branches  hyperboli- 

ques étendues  deux  à deux  dans  les  angles  aiÿmptotiques 
oppofés  ; ou  enfin  une  feule  Série  y—Ax  B"  + CMx~l 

+ D' ,x~1  + E“x~  * &c.  mais  qui  n’elt  pas  encore  en 
régie,  & à laquelle,  par  un  même  railbnnement,  on  trou- 
ve pour  fixiéme  terme,  ou  ±i/Fx~T , ou  un  terme  ima- 
ginaire , ou  un  terme  double  Fx~ 4,  F'x-'* , ou  un  ter- 
me fimple  F*x~^+  , fuivi  d’un  leptiéme  , qui  fera  , ou 

\/Gx—  ^ou  imaginaire , ou  double  Gx~  * , G*x~  ‘ , 

ou 
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ou  fimple  G**r~s  mais  &c.  ce  qui 'peut  aller  à l’infini.  Ch.ïx. 

On  ne  fauroït  donc  énumérer  tous  les  genres  des  'J5, 
Courbes  comprîtes  dans  ce  IVe.  Cas  : mais  on  peut  les  ré- 
duire à cinq  Clajfes. 

ie.  Celles  qui  n’ont  point  de  Branches  infinies , parce 
que  le  tecond , troifiéme , quatrième , ou  Sec.  terme  de  la 
Série  qui  les  exprime , ert  imaginaire.  N°.  Il,  1 . 111,  1 ). 

IV,  (1).  8tc. 

2e.  Celles  qui  ont  deux  Branches  paraboliques.  N*.  I. 

j\  Celles  qui  ont  deux  Branches  hyperboliques  , foit 
qu’elles  le  jettent  de  part  & d’autre  de  leur  Afymptote 
qu’elles  lèmblent  cmbrafTer,  N°.  H,  3 : foit  qu’elles  lè  jet- 
tent dans  un  (cul  des  angles  alymptotiques-,  N°.  111,  3 ). 

IV,  (3). 

4e.  Celles  qui  ont  quatre  Branches  hyperboliques  au- 
tour d’une  lèule  Alymptotc , (bit  qu’elles  lè  jettent  dans  les 
quatre  angles  alymptotiques , une  dans  chacun  ; foit  qu’el- 
les le  jettent , deux  à deux  , dans  deux  angles  afymptoti- 
qpes  oppofés.  N°.  III,  2).  IV,  (2). 

5e.  Celles  qui  ont  quatre  Branches  hyperboliques  au- 
tour de  deux  Afymptotcs  parallèles.  N\  1 1 , 2. 

Cas  V.  Si  l’éq.  r Æ a deux  racines  doubles , chaque  ra- 
cine donnera  les:  mêmes  variations  que  celles  du  préced. 

Cas.  On  les  combinera  donc  les  unes  avec  les  autres  , 

& on  trouvera  les  quinze  Claflès  fuivantes. 

te.  Les  Courbes  finies.  Combinaifon  de  la  i*.  Clafle  avec 
elle -meme. 

2e.  Les  Courbes  qui  ont  deux  Branches  paraboliques* 

Clafes  1 & 2. 

3*.  Celles  qui  ont  deux  Branches  hyperboliques.  C/. 

1 & 3. 

4e.  Celles  qui  ont  quatre  Branches  hyperboliques  avec 
une  feule  Alymptotc.  Cl.  1 & 4. 

B b b 2 5e.  Celles 
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Cm  IX.  5*.  Celles  qui  ont  quatre  Branches  hyperboliques  & 
/. '}«.  deux  Afÿmptotes  parallèles.  Cl.  i & 5. 

6e.  Celles  qui  ont  quatre  Branches  paraboliques.  CU[fe 
2 avec  elle-même, 

7'.  Celles  qui  ont  deux  Branches  paraboliques  & deux 
hyperboliques.  Cl.  2 & 3. 

8e.  Celles  qui  ont  deux  Branches  paraboliques  & qua- 
tre hyperboliques  avec  une  feule  Afÿmptote.  Cl.  2 & 4. 

9e.  Celles  qui  ont  deux  Branches  paraboliques  & qua- 
tre hyperboliques  avec  deux  Afÿmptotes  parallèles.  Clafes 
2 & 5. 

1 o*.  Celles  qui  ont  quatre  Branches  hyperboliques  avec 
deux  Afÿmptotes  non  - parallèles.  Cl.  3 avec  elle-même. 

11*.  Celles  qui  ont  fix  Branches  hyperboliques,  deux 
autour  d’une  Afÿmptotc  & quatre  autour  d’une  autre  , 
lefquclles  Afÿmptotes  ne  font  pas  parallèles.  Cl.  3 & 4. 

12  e.  Celles  qui  ont  fix  Branches  hyperboliques  autour 
de  trois  Afÿmptotes  , dont  deux  parallèles  fout  coupées 
par  la  troifiéme.  Cl.  3 & 5. 

13  e.  Celles  qui  ont  huit  Branches  hyperboliques  autour 
de  deux  Afÿmptotes  non  parallèles,  fçavoir  quatre  Bran- 
ches autour  de  chaque  Afÿmptote.  Cl.  4 avec  elle-même. 

14e.  Celles  qui  ont  huit  Branches  hyperboliques  au- 
tour de  trois  Afÿmptotes  , dont  deux  parallèles  , ayant 
chacune  deux  Branches , font  coupées  par  la  troifiéme  qui 
a quatre  Branches.  Cl.  4 & 5. 

15'.  Celles  qui  ont  huit  Branches  hyperboliques  au- 
tour de  quatre  Afÿmptotes  parallèles  deux  à deux.  Cl.  5. 
avec  elle -même. 

Cas  VI.  Si  l’éq  : Æ a deu*.  racines  fsmples  & une  dou- 
ble , on  combinera  les  fix  genres  du  Cas  II  [ lefquels  ne 
font  qu’une  Clafle  de  quatre  Branches  hyperbolioues  au- 
tour de  deux  Afÿmptotes  non  parallèles  J avec  les  cinq 

ClalTcs 
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Claflès  du  IVe.  Cas , & on  aura  les  cinq  Clartés  fuivantes.  Ch.Ix. 

Ie.  Les  Courbes  qui  n’ont  que  quatre  Branches  hy-  §•>*<*• 
perboliqucs  autour  de  deux  Afymptotes  non  parallèles. 

2 e.  Celles  qui  ont  deux  Branches  paraboliques  , & 
quatre  hyperboliques  autour  de  deux  Afymptotes  non  pa- 
rallèles. 

3 e.  Celles  qui  ont  fix  Branches  hyperboliques  autour 
de  trois  Afymptotes  non  parallèles. 

4e.  Celles  qui  ont  huit  Branches  hyperboliques  autour 
de  trois  Afymptotes  non  parallèles  , fçavoir,  quatre  autour 
d’une  Afymptote  & deux  autour  de  chacune  des  deux 
autres. 

5 e.  Celles  qui  ont  huit  Branches  hyperboliques  autour 
de  quatre  Afymptotes  dont  deux  font  parallèles. 

Cas  VIL  Si  l’éq  : Æ a une  racine  fimple  à"  une  triple  , 
la  racine  fimple  y — A'x  = o indique  une  Afymptote 
droite , avec  deux  Branches  hyperboliques.  Elles  peuvent 
être  de  trois  genres  différens  , comme  on  l’a  montré  au 
Cas  I. 

Mais  la  racine  triple  étant  y — Ax  = o , on  fubfti- 
tuera  Ax  4*  « à y dans  la  propofée , & on  aura  une  trans- 
formée CT)  y dont  les  Cafés  x*  , ux\ , & ulxl  reftent 
vuides  [ §.  107]. 

1.  Si  la  Café  x ’ eft  pleine  , la  déterminatricc  traverfèra 

o 

o * 

o • • 

* • • • 


les  Cafés  #’x  & x*  , & donnera  » = Bx,:'.  La  Série , 
dès  lors  régulière  , y = Ax  4*  Bxi:  ‘ &c,  indique  deux 

B b b 3 Branches 
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Ch.  ix.  Branches  paraboliques  d’un  meme  côte'  de  la  Droite  ex- 
ts6'  primée  par  y=Ax,  qui  eft  parallèle  à leur  dernière  di- 
rection. 

1 1.  Si  la  Calé  x'  eft  vuide  , mais  que  xx  ne  le  (oit 
pas  ; on  aura  deux  détertninatrices  , l’une  qui  pafle  par 
u'x  & ux1,  & l’autre  par  uxx  & x\  La  première  don- 
ne u==£:^B'xi  & (à  Série  y =Ax± y/ Ex  dre.  mar- 

o 

o o 
o * * 

* • • • 


que  deux  Branches  paraboliques , qui  embraflênt  la  Droi- 
te repréfentée  par  l’éq  : y = Ax , parallèle  à leur  dernière 
direction.  La  fécondé  déterminatrice  donne  u = B,  & 
fubftituant  B + / à u dans  T,  on  aura  une  transformée  à la- 
quelle il  manque  le  terme  x\  La  déterminatrice  partant 

o o 

o o o o 

o*o  o*o 


* • • * 


* • • o 
• • • • * 


de  la  Café  txx , portera  donc  fur  la  Calé  x , ou,  fi  elle  eft 
vuide , fur  la  Pointe  , qui  , dans  ce  cas  , ne  peut  être 
vuide,  & on  aura  t = Cx~t  , ou  r = C'x~\  La  Sé- 
rie y = Ax  + B + Cx  1 &c.  ou  y = Ax  + B-\-C'x  * 
&c.  défigne  deux  Branches  hyperboliques  d’un  même  cô- 
té , ou  des  deux  côtés  de  l’Afymptote  droite  exprimée  par 
l’éq  : v = Ax^rB,  Ces  deux.  Branches  hyperboliques, 

avec 
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avec  les  deux  paraboliques  qu’indique  la  prémiére  déter-  Ch.  ne. 
minatrice  , font  quatre  Branches  infinies  dont  la  dernière 
dirc&ion  cil  parallèle  à U Droite  repre'fentée  par  l’e'q  : 
y=Ax. 

111.  S’il  manque  à la  transformée  De  terme  «x*  , elle 
n’a  qu’une  feule  déterminatrice  , qui  pafie  par  les  Cafes 
u'x  & x1 , fi  celle-ci  eft  pleine  , & donne  « = BV  1 . 

La  Série  y-=.Ax>\<  y dès  lors  régulière  , marque 

o 

O O 
9 0* 

* • • • 


deux  Branches  paraboliques,  dont  ta  dernière  direètioa 
fit  parallèle  à la  Droite  repréfentée  par  y = Ax  , & qui 
fe  jettent  enfin  dans  deux  angles  oppofés  des  quatre  que 
fait  cette  Droite  avec  l’Axe  des  ordonnées. 

IV.  S’il  manque  encore  à la  transformée  T le  terme 
xx , la  déterminatrice  traverfera  la  bande  x , & fournira 
une  équation  cubique  , qui  peut  avoir , i\  une  racine 

o 

O o 
000 

* * * * . 


fimple  réelle  , & deux  imaginaires,  a*,  trois  racines  fim- 
pies,  30.  une  fimple  & une  double,  ou  40.  une  triple. 

1.  S’il  n’y  a qu’une  racine  fimple  a=B  ; en  fubftt- 
t uant  B + t à « dans  T,  on  aura  une  feconde  transfor- 
mée 


Digitized  by  Google 


Ch.  IX 

S-iftf  ' 


384  DIVISION  GENERALE  DES  LIGNES 

mée  , où  la  Café  x fera  vuide.  Ctlle  de  la  Pointe  ne 
pouvant  l’ctre  , la  déterminatrice  donnera  t = Cx~  ' . 

o 

o o 
000 
* * * o 

• • • • * 

La  Série  y = Ax  + B 4,Cx~*  &c.  marque  deux  Bran- 
ches hyperboliques  étendues  dans  les  angles  afÿmptotiques 
oppolës. 

2.  S’il  y a trois  racines , on  raifonnera  de  la  même 
manie're  fur  chacune  d’elles , & on  conclura  qu’elles  indi- 
quent trois  Afÿmptotes  parallèles  à la  Droite  rcprélèntéc 
par  l’e'q:  y — Ax=zo,  & accompagnées  chacune  de 
deux  Branches  hyperboliques  , qui  fe  jettent  dans  les  an- 
gles alÿmptotiques  oppofés. 

3.  S’il  y a une  racine  fimple  «==B  , & une  double 

u — B1 } la  racine  fimple  donne,  comme  n°.  1 & 2 , une 
Alÿmptote  droite  avec  deux  Branches  hyperboliques.  Mais 
pour  la  double,  on  fubftitucra  à u , & on  aura 

une  féconde  transformée,  à laquelle  manquent  les  termes  x 
&/x.  La  détcrminatrice , partant  de  la  Café  portera 

• 

o o 
000 
**00 

• • • • * , . » 

fur  la  Pointe  , qui  ne  fauroit  être  vuide  , & donnera 
* = rtz^/C'x~~  *.  La  Série,  dès  lors  régulière , y = A x 

+ & 
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►f-  B'  d=  y/C'x  ~~ 1 &c.  marque  deux  Branches  hyperboli- 
ques qui  cmbraflent  , pour  ainfi  dire  , leur  Alÿmptote. 
Il  y a donc  ici  deux  Afymptotcs  , accompagnées  chacune 
de  deux  Branches  hyperboliques  , mais  dont  les  unes  fe 
jettent  dans  les  angles  afymptotiqucs  de  fuite , & les  autres 
dans  les  angles  afymptotiques  oppofés. 

4.  Si  l’équation  cubique  , que  fournît  la  déterminatricc 
de  T,  n’a  qu'une  racine  triple  u—B ",  il  manquera  les  ter- 
mes x , tx  & t*x  à la  transformée  qui  réfulte  de  la  l'ublii- 
tution  de  £'+/  à « dans  T.  La  déterminatrice,  partant 

o 

.0  o 
000 
*000 

• • • • « 

de  la  Café  t’x,  paflera  par  ia  Pointe,  & donnera  t = 
C'x  ~ La  Série  y — Ax  + B"  + C'x  — • &c.  indi- 
que deux  Branches  hyperboliques  jettées  dans  les  angles 
alÿmptotiques  oppofés. 

Ainfi  joignant  aux  Branches  infinies  qu’indique  la  raci- 
ne double  de  l’e'q  : Æ , les  deux  Branches  hyperboliques 
marquées  par  la  racine  fimpfe  , il  fè  trouve  ièpt  ClalTes 
de  Courbes  renfermées  dans  ce  VIIe.  C*s. 

La  ie.  & la  ge.  font  des  Courbes  qui  ont  deux  Bran- 
ches paraboliques  & deux  Branches  hyperboliques.  Not. 

1 & 111. 

La  2e.  eft  des  Courbes  qui  ont  deux  Branches  parabo- 
liques & quatre  hyperboliques  autour  de  deux  Afymptotcs 
non  parallèles.  N°.  11. 

La  4e.  & 7e.  font  des  Courbes  qui  ont  quatre  Bran- 
Jntroâ.  à ï Analyfc  des  Lignes  Çottrbes.  Ccc  chcs 


C*.  IX. 

i . «J* 
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Ch.  ix.  ches  hyperboliques  autour  de  deux  Afymptotes  non  pa- 
* '*6-  rallèlcs.  N°.  IV,  i & 4. 

La  5e.  prcfeutc  trois  Afymptotes  parallèles  coupées  par 
une  quatrième , chaque  Afymptote  ayant  deux  Branches 
hyperboliques.  Ne.  IV , 2. 

Et  la  6\  n’a  que  deux  Afymptotes  parallèles  coupées 
par  une  troifiéme , ayant  chacune  deux  Branches  hyperbo- 
liques. Nc.  IV,  ?. 

Cas  y III.  Quand  l’éq  : Æ n’a  qu’aw  feule  racine  qua- 
druple y — Ax  = o;  en  fublïituant  Axf^u  à y,  on  la 
transforme  en  une  équat.  (T),  dans  le  plus  haut  Rang  de 
laquelle , il  n’y  a que  la  Cale  u *.  qui  foit  pleine. 

I.  Si , dans  le  troifiéme  Rang , la  Café  x'  eft  remplie  , 
la  déterminatrice  donnera  u=:±z^Bx* , & dis  lors,  la. 

© 

o * 

o • • 
o • • • 

* • • • • 

Série  y =zAx  ± f Bx'  &c.  eft  régulière.  Elle  indique 
deux  Branches  paraboliques  , qui  embraflènt  , pour  ainfi 
dire,  la  Droite  [y  =Ax~\  parallèle  à leur  dernière  di- 
reOion. 

IL  Si , dans  le  troifiéme  Rang , la  Café  x'  eft  vuide , 

o 

o o 
o * * 

o • • • 

* • • • • 

mais 
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mais  non  pas  la  Café  « x: , on  a deux  déterminatrices  , 

qui  donnent,  l’une  u = \/B'xl  , l’autre  u~B.  La  pré- 
miére  marque  deux  Branches  paraboliques , qui  , d’un  mê- 
me côte'  de  la  Droite  [ ) — Ax  ] parallèle  à leur  dernie're 
diredion,  le  jettent  de  part  & d’autre  de  l’Axe  des  Jor- 
données.  L’autre  indique  une  Alÿmptote  - droite  , dont 
l’équation  eft  t )■==.  Ax>^B  , & pour  avoir  le  genre  des 
Branches  hyperboliques  qui  l’accompagnent , oa  lûbftitue- 
ra  B + / à « , & on  aura  une  fécondé  transformée  dont 
la  Cale  x1  fera  vuide.  Si  la  Café  x eft  pleine  , on  aura 


o 

o o 
0*0 

o • • * 

* • • • • 


o 

o o 
0*0 

• • • o 

* • • • * 


t = Cx— *.  Si  elle  eft  vuide,  on  aura  / = Cx~\  Ainfi 
ce  N°.  Il  préfente  des  Courbes  qui  ont  deux  Branches 
hyperboliques  & deux  Branches  paraboliques. 

III.  Si , dans  la  transformée  T,  il  manque  au  troifiéme 
Rang  les  Cales  x * & «x1 , la  déterminatrice  palTèra  par  les 
Cales  u * , uzx  & x* , & donnera  une  équation  du  lècond 
dégré , qui  aura  ou  deux  racines  imaginaires , ou  deux  ra- 
cines réelles  fimples , ou  une  racine  double. 


o o 
00* 

o * • • 

* • • • • 


1.  Si  elles  font  imaginaires,  la  Série  eft  imaginaire,  & 
la  Courbe  finie. 

Ccc  2 a.S’Ü 


Ch.  IX. 
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Ch.  ix.  2.  S’il  y a deux  racines  réelles  au — Bx  = o , uu  — 
i • *s6-  B'xz=.  o,  ou  u=.±y/'Bx  , u =z±zy/B'  x > on  a quatre 
Séries  y = Ax  4*  y'B  x &c.  y = Ax  «+•  \/ B'x  &c.  y — Ax 
— y/Bx&c.  y=zAx — y/Èx  &c.  qui  marquent  quatre 
Branches  paraboliques , qui  ont  toutes  leur  dernière  direc- 
tion parallèle  à une  même  Droite  [j==  Ax  ] , qu’elles 
embraflent.  Ces  quatre  Branches  fe  jettent  d’un  même 
côte  de  l’Axe  des  ordonnées , fi  B & B'  ont  le  même  li- 
gne ; elles  fè  jettent  deux  d’un  côte  & deux  de  l’autre , fi 
B & B'  ont  des  lignes  contraires. 

j.  S’il  n’y  a qu’une  racine  double  uu — £"*  = o,  ou 
« = zîz  ^B*x  t la  Série  n’eit  pas  régulière  dès  ce  fécond 
terme.  On  fubftituera  donc  ± yj  B"x  + / à * dans  T,  & 
on  aura  une  féconde  transformée  ( V”)  dont  les  Cafés  x1 

& txy  i relient  vuides-  Si  la  Cale  x‘:*  eft  pleine  , la  dé- 

> 

o 

o o. 

000 

O * I- 

O * • • 

* • • • • 

terminatrice  pallânt  par  t1  x & x*  1 donnera  t ... 
er:  y/Cy/B'x , où  il  faut  remarquer  qu’on  ne  peut  pas  em- 
ployer les  deux  valeurs  de  ± y/  B'  x , mais  celle  feulement 
qui  multipliée  par  C fait  un  produit  pofitif,  dont  la  racine 
y/Cy/B"x  n’eft  pas  imaginaire.  Il  n’y  aura  donc  que  deux 
Séries  y~Ax-\-y/B"x-\-  ^C^B"x  dre  & y—Ax*{*\/B'x 

y/Cy/B'x  &(.  ou  y = .Ax  — y/B"x+vC\'B"x  &c.  & 

y — A* s/ B'x  — y/Cy/B'x  &c  , qui  délignent  deux 

Branches  paraboliques  jettées  dans  un  leu!  des  quatre  an- 
gles, que  fait  avec  l’Axe  des  ordonnées  la  Droite  y~Ax.. 

Liles: 
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Elles  ont  pour  Parabole-alÿmptote  une  des  Branches  de  la  ch.  ix. 
Parabole  exprimée  par  l'éq  : v = Ax  ==  y/ B"*  . 5. 

Mais  fi,  dans  la  transformée  V , la  Café  x,;t  fc  trouve 
vuide  > la  détcrminatrice  couchée  fur  la  Bande  * , dont  la 

o 

o o 

000 

00' 
o * * * 

• • • • 

* • • • • 

Café  a'xr  eft  vuide,  donnera  une  équation  de  cette  forme 
*r/1x  ►p  fi u x -f-  y x = o , ou  >p  ]S  u p y = o , qut 
peut  avoir,  ou  deux  racines  imaginaires,  ou  deux  réelles 
tlmplcs,  ou  une  double. 

1 ).  Si  ces  racines  font  imaginaires  , les  Branches  infi- 
nies le  font  aulfi. 

2).  Si  elles  font  réelles  / = (?,  /==C',  on  aura  deux 
Séries  régulières  dès  le  troifiéme  terme,  y = Ax±\JB"x 

*C+7ÏÏrx  &c'  + ^ &c, 

qui  marquent  quatre  Branches  paraboliques , dont  les  der- 
nières directions  font  parallèles , & qui  ont  pour  Afymp- 
tote-courbe,  les  unes  la  Parabole  v—Ax  ± y'B'x-p  C , 
les  autres  la  Parabole  v=  Ax-±=.  y/B"x  P C' . 

g ).  Mais  s’il  n’y  a qu’une  racine  fimple  t = C”  , la 
Série  , qui  commence  par  les  trois  termes  Ax  z±z  y/B”x 
P C"  n’eft  pas  encore  régulière.  Il  faut  fubftituer  C"p-  s 
à /dans  1/ , & on  aura  une  troifiéme  transformée  (X)  à la- 
quelle manqueront  les  termes  x & sx.  Donc  , fi  la  Café 
x':l  n’eft  pas  vuide,  la  détcrminatrice  donnera  . ■■■-: 

Ccc  g ÏZZy/Dx 
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JÿO 


O 

O O 
O O O 

0*00 

• • • * 

* • • • • 

! 

dr  y/D  x — WB1' x > expreffion  où  l’on  ne  doit  prendre 
qu’une  des  deux  valeurs  de  dry 'B’x  ; celle  qui  fait  avec 
Dx~‘  un  produit  négatif  étant  exclue,  parce  que  la  ra- 
cine de  ce  produit  feroit  imaginaire.  Il  y a donc  deux 
Séries  y = Ax  + y/B"x  + C"+  y/Dx  — '\/B"x  &c.  & y — 
Ax-\-  y/B"x  >+<  C"  — yJD  x— 1 \/Bf‘ x &c.  ou  y = Ax  — 
V B"x  -4-  C"-H  >JDx^-1  y/ B'x  dre.  8c  y = Ax — y 'B"x  >+> 
C " — Dx  l\/B"x  &e.  qui  marquent  deux  Branches 
paraboliques  , dans  un  même  angle , & dont  l’Afÿmptote- 
courbc  elt  une  des  deux  Branches  de  la  Parabole  v = 
Axz£zx/B"x  + C'. 

Que  C la  Cale  x,:*  de  l’éq  : X fè  trouve  vuide , la 
déterminatrice  pailànt  par  les  Cafés  s1x , sxl:  * & par  la 

o 

o o 
o o o 

0*00 

• • * o 

• • • • * 

Pointe,  donnera  une  équation  du  fécond  degré,  de  la- 
quelle , au  moyen  d’un  raifonnement  femblablc  à celui  qu’on 
vient  de  Élire , on  conclura , que , 

CO-  Si 


Ch.  IX. 
§•  'J*- 
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(1) .  Si  elle  n’a  que  des  racines  imaginaires,  la  Cour-  Ciux. 

bc  n’a  point  de  branches  infinies.  ’ §.  ij*. 

(2) .  Si  elle  a deux  racines  réelles  s = ± , / = 

• x 

U 

— T7v/~~  » on  aura  quatre  Séries  y = Ax  + ^ B"  x -f  C" 
x 


D 


D 


yJBTx^0'  y~~ A* 
— v'B'x+C" — 


+ &*•  y-Ax  + y/B"x  + C'  — 

— VB"x+C"+^x&c.  y = Ax 

jy 

— — &c.  qui  indiquent  quatre  Branches  paraboliques  , 
^ b x 

dont  l’Afymptote  - courbe  eft  la  Parabole  repréfente'c  par 
l’éq  : v — Ax±  y/BHx  + C". 

( $ ).  Mais  s’il  n’y  a qu’une  racine  double  s - ■ ■- 

=t=  » *a  Série  y = Ax±y/B''x  + C"  d=  &c. 

n’eft  pas  encore  régulière , & pour  avoir  le  terme  fuivant, 

jy 

H faut  fubftituer  zt=  —rntr  + r à / ’dans  X , &c.  & les  mê- 

y X . 

mes  conclufions  que  ci  - deflus  reviennent  à l’infini. 

Il  y a donc  une  infinité  de  genres  de  Courbes  com- 
prifes  fous  ce  N°.  III , mais  qui  le  peuvent  réduire  à trois 
Clallès. 

ic.  Celles  qui  n’ont  point  de  Branches  infinies:  1 , 
0,(0. 

2 e.  Celles  qui  ont  quatre  Branches  paraboliques  : 2 , 
a),  (2). 

$e.  Celles  qui  n’en  ont  que  deux , étendues  dans  un 
(cul  des  quatre  angles  que  fait  avec  l’Axe  des  ordonnées 
la  Droite  parallèle  à leur  dernière  direction  ; ? , 0,(3)* 


IV.  S’il! 
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c.iix.  IV.  S’il  manque,  dans  la  transformée  T,  toutes  les 
g.  ijt.  Cales  de  la  Bande  xz  j elle  aura  deux  déterminatrices.  La 

o 

O O 
O O O 

O * * * 

* • • • • 

première , qui  pafle  par  les  Cafés  u*  & u'x , donne  u = 
±v/fe,  & la  Série  y = Ax±\/  Bx  &c-  qui  en  réfulte , ré- 
gulière dès  le  fécond  terme , indique  deux  Branches  para- 
boliques, qui  cmbrafTent  la  Droite  [y  = Ax]  parallèle  à 
leur  dernière  diredion.  La  fécondé,  couchée  fur  la  Bande 
x , donne  une  équation  du  Iccond  dégrc  , qui  préiente 
trois  Cas.  Car 

i°.  Si  les  racines  font  imaginaires  , la  Série  l’eft  auffi. 
La  Courbe  n’aura  donc  que  les  deux  Branches  paraboli- 
ques indiquées  par  la  prémiére  déterminatrice. 

3°.  Si  les  racines  font  réelles  & inégales  u=B,  « = 
B' , on  aura  deux  Séries  régulières  y = Ax>^B^Cx  1 
&c.  y = Ax  + B'  4<  C'x—  1 &c.  qui  marquent  deux 

o 

O o 
o o o 

0**0 

* • • • * 

Alymptotes  parallèles  , qui  ont  chacune  deux  Branches 

étendues  dans  les  angles  alymptotiques  oppolès  ; auxquel- 
les il  faut  joindre  les  deux  Branches  paraboliques  de  la  pre- 
mière déterminatrice.  , » c: 
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3 °.  Si  fés  racines  (é  réduilènt  à une  (cule  double  u — 
B";  en  fubftituant  B"  + t â«,  on  aura  une  fécondé  trans- 
formée , qui  n’aura  fur  la  bande  x que  le  terme  tlx.  La 
fécondé  déterminatrice  donnera  donc  /=  ;fc  VCt'î«~, . 

o 

o o 
000 
0*00 

* • • • * 

La  Série  y = Ax  + B"  ± ^C^x  — ‘ &c.  indique  deux 
Branches  hyperboliques  , qui  embralTent  leur  Alÿmptote 
droite  exprimée  par  l’cq  : v — Ax^B!',  & qu’on  joindra 
aux  deux  Branches  paraboliques  de  la  première  détermi- 
natrice. 

V.  Qu’il  manque  à la  transformée  T les  Cafés  x*  , ux\ 
«’x1  & i?x  du  quatrième  rang , les  Cafés  x’ , ux1 , & ulx 
du  troifiéme , & la  Calé  x1  du  fécond  , elle  aura  encore 

o 

o o 
000 
00** 

* • • • • 

deux  déterminatrices.  L’une partant  par  «4  & u x , don- 
ne h = Bx,:1  , & fa  Série  y~Ax  marque  deux 

Branches  paraboliques  dont  la  dernière  direction  eft  la 
Droite  y =zAx,  & qui  fé  jettent  dans  deux  angles  oppo- 
fés  de  ceux  que  fait  cette  Droite  avec  l’Axe  des  ordon- 
nées. L’autre  déterminatrice  donne  « = B' , & par  une 
nouvelle  transformée  t = C'x~l.  Sa  Série  y = A x 4. 
pitrod.  à P Analyfe  des  Lignes  Courbes.  D d d B' 


Ch.IX. 

s- 
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Cb.ix.  B'  C’x~ 1 &c.  marque  deux  Branches  hyperboliques 
jf.  *jis-  e'tcnduës  dans  les  angles  afy’mptotiques  oppofés.  Ces 
Courbes  ont  donc  deux  Branches  paraboliques  & deux 
hyperboliques. 

V I.  Enfin , il  peut  encore  manquer  à la  transformée 
T la  Cale  u x , & alors  elle  n’a  qu’une  determinatrice  > qui 


o 

o o 
o o o 
000* 

• • • • 


donne  « — -eyfix.  Elle  indique  deux  Branches  para- 
boliques, qui  embrafient  la  Droite  [y~Ax]  parallèle  à 
leur  dcrnie're  direction. 

On  ne  peut  pas  fuppolcr , qu’avec  toutes  les  Cales 
(uppofées  vuides , il  manque  encore  à la  transformée  T la 
Calé  x . Car  T (croit  réduite  à la  leule  Bande  làns  x , & 
n’exprimeroit  que  quatre  Droites  parallèles.  La  propolée 
ne  défigneroit  donc  que  ces  Droites,  & non  pas  une  Cour- 
be du  quatrième  Ordre. 

Ainfi  toutes  les  Courbes  de  ce  VIIIe.  Cas  fe  reduifent 
à dix  Galles. 

La  ie.  n’a  que  deux  Branches  paraboliques.  N°.T. 

La  2e.  a deux  Branches  paraboliques  & deux  hyperbo- 
liques , N°.  IL 

La  jc.  n’a  point  de  Branches  infinies,  N°.  III,  1 » 

La  4e.  a quatre  Branches  paraboliques , N°.  III , 2 , 

2 ) , (.2  ). 

La  5e.  n’a  que  deux  Branches  paraboliques,  N°.  III, 

3 > 3 )>  (3  )• 

La 
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La  6e.  a auffi  deux  Branches  paraboliques,  N*.  IV,  1.  Ch.ix. 

La  7e.  a deux  Branches  paraboliques  & quatre  hvper-  §•  ‘t5, 
boliques  autour  de  dçux  Afymptotes  parallèles,  N°.  IV,  2. 

La  8 e.  a deux  Branches  paraboliques  & deux  hyperbo- 
liques , N°.  IV,  3. 

La  9e.  de  meme , N\  V. 

Et  la  10e.  a feulement  deux  Branches  paraboliques  , 

N°.  VI. 

Ces  dix  Gaffes  le  peuvent  , fi  l’on  veut  , réduire  à 
cinq,  en  réunifTant  la  ic,  la  5e,  la  6e , & la  10e;  & la  2% 
la  8e,  & la  9e. 

157.  Il  paroit  que  ce  fèroit  une  choie  infinie  , que 
l’énumération  de  tous  les  Genres  des  Courbes  du  quatriè- 
me Ordre  pouffée  au  même  détail  où  nous  lommes  entrés 
pour  les  Courbes  du  troifiéme  Ordre.  Mais  en  le  bor- 
nant aux  Clajjes  générales , dont  la  divifion  elt  fondée  fur 
le  nombre  & le  caraétére  hyperbolique  ou  parabolique  des 
Branches  infinies , on  peut  les  réduire  à neuf 

La  ic.  Clafic  fera  des  Courbes  finies.  Telles  font  ceU- 
les  du  Cas  I : Cas  IV , Clafle  1 : Cas  V , Claf  t : & Cas 
VIII,  ClaC  3. 

La  2e.  elt  des  Courbes  qui  n’ont  que  deux  Branches 
paraboliques , Cas  IV,  Cl.  2 ; Cas  V , Cl.  2 : & Cas  VIII, 

Cl.  1 , 5 , 6 , & r o. 

La  3 e.  elt  des  Courbes  qui  ont  deux  Branches  hyper- 
boliques. Cas  IV,  Cl.  3 , & Cas  V , Cl.  3. 

La  4e.  elt  des  Courbes,  qui  ont  quatre  Branches  pa- 
raboliques fous  une  meme  dernière  direétion  , Cas  VIII , 

Cl.  4 , ou  fous  deux  differentes  dernières  directions  ; Cas 
V,  Cl.  6. 

• La  5 e.  elt  des  Courbes  qui  ont  deux  Branches  parabo- 
liques & deux  hyperboliques  , foie  que  l’Afymptote  de 
celles-ci  foit  parallèle  à la  dernière  direction  de  celles  - là  ; 

Ddd  2 Cas  • 


Digitized  by  Google 


39<5  DIVISION  GENERALE  DES  TJGNES 

Ch.  ix.  Cas  VIII , Cl.  2 , 8 , & 9 : (oit  qu’elle  ne  leur  foit  pas  pa- 
**7-  rallèle;  Cas  P,  Cl.  7 , & Cas  VII,  Cl.  i & 3. 

La  6e.  eft  des  Courbes  qui  ont  quatre  Branches  hy- 
perboliques. Elle  fe  fubdiviiè  en  trois  , i°.  Celles  qui 
n’ont  qu’une  Afymptotc  , Cas  IV,  Cl.  4 : & Cas  V,  CL  4» 
2°.  Celles  qui  ont  deux  Alÿmptotes  parallèles  , Cas  IV, 
Cl.  5 ; & Cas  V,  Cl.  5.  30.  Celles  qui  ont  deux  Afymp- 

totes  non  parallèles,  Cas  II:  Cas  V , Cl.  10:  Cas  VI,  Cl. 

1 : & Cas  VII , Cl.  4 & 7. 

La  7e.  elt  des  Courbes  qui  ont  deux  Branches  paraboli- 
ques & quatre  Branches  hyperboliques  : celles-ci  i’.  n’ayant 
qu’une  Alÿmptote,  Cas  V , Cl.  8 : ou  20.  ayant  deux  A- 
lÿmptotes  parallèles,  Cas  V,  Cl.  9 : & Cas  VIII,  Cl.  7: 
ou  3’.  ayant  deux  Alÿmptotcs  non  parallèles,  Cas  VI,  Cl. 

2 , & Cas  VII,  Cl.  2. 

La  8e.  cil  des  Courbes  qui  ont  fix  Branches  hyperbo- 
liques. Elle  a aulfi  trois  fubdivifions.  i°.  de  celles  qui 
n’ont  que  deux  Alÿmptotcs  , non  parallèles , Cas  V,  Cl. 

1 r.  2°.  de  celles  qui  ont  trois  Alÿmptotes  , dont  deux 
font  parallèles,  Cas  V,  Cl.  12:  & Cas  VII,  Cl.  6.  3°.  de 
celles  qui  ont  trois  Alÿmptotcs  non  parallèles , Cas  V I , 
Cl.  3. 

Enfin  la  9e.  eft  des  Courbes  qui  ont  huit  Branches  hy- 
perboliques. On  en  peut  faire  lèpt  lubdtvifions.  1".  Cel- 
les qui  n’ont  que  deux  Alÿmptotes  , non  parallèles , Cas  V , 
Cl.  13.  20.  Celles  qui  ont  trois  Alÿmptotes,  dont  deux 
font  parallèles,  Cas  V , Cl.  14.  30.  Celles  qui  ont  trois 
Alÿmptotes  non  parallèles.  Cas  VI , Cl.  4.  40.  Celles  qui 
ont  quatre  Alÿmptotes , dont  trois  Ibnt  parallèles , Cas  VII, 
Cl.  5.  50.  Celles  qui  ont  quatre  Alÿmptotes  parallèles  deux 
à deux  , Cas  V,  Cl.  1 5.  6°.  Celles  qui  ont  quatre  Alÿmp- 
totcs , dont  deux  feulement  font  parallèles,  Cas  VI,  CI.  y. 
7°.  Celles  qui  ont  quatre  Alÿmptotcs  non  parallèles , Cas 
III* 

* 158.  En. 
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T 5 8-  En  fuivant  la  meme  route  , & au  moyen  de  Ch.ix. 
quelques  abrèges,  il  paroit  qu’on  pourroit  diftribuer  les  S-1*8* 
tourbes  du  cinquième  Ordre  en  onze  Clafes. 

La  1 e.  des  Courbes  qui  n’ont  que  deux  Branches  pa- 
raboliques. 

La  2 e*  des  Courbes  qui  n'ont  que  deux  Branches  hy- 
perboliques. 

La  3 e.  de  celles  qui  ont  quatre  Branches  paraboliques. 

La  4e.  de  celles  qui  ont  deux  Branches  paraboliques  & 
deux  hyperboliques. 

La  5e.  de  celles  qui  ont  quatre  Branches  hyperboli- 
ques dont  les  deux  Afymptotes  ièront  ou  parallèles  , ou 
non  parallèles. 

La  6e.  de  celles  qui  ont  fix  Branches  infinies , quatre 
paraboliques  & deux  hyperboliques. 

La  7e.  de  celles  qui  ont  aufli  fix  Branches  infinies,  mais 
deux  paraboliques  & quatre  hyperboliques  ; autour  d’une 
feule  Afymptote  ,•  ou  autour  de  deux  Afymptotes  parallèles; 
ou  autour  de  deux  Afymptotes  non  parallèles. 

La  8e.  de  celles  qui  ont  fix  Branches  hyperboliques-  ; 
autour  de  deux  Afymptotes  non  parallèles , dont  l’une  eft 
accompagnée  de  deux  Branches  & l'autre  de  quatre  ; ou 
bien  autour  de  trois  Afymptotes  , qui  peuvent  être  paral- 
lèles ; ou  dont  deux  feulement  feront  parallèles  ; ou  qui  ne 
feront  point  parallèles. 

La  9e..  de  celles  qui  ont  deux  Branches  paraboliques  & 
fix  hyperboliques  autour  des  mêmes  Afymptotes  que  dans 
la  Claire  precedente. 

. La  10e.  eft  de  celles  qui  ont  huit  Branches  hyperboli- 
ques ; ou  autour  de  trois  Afymptotes  non  parallèles  ; ou 
dont  deux  font  parallèles , la  troifiéme  ayant  quatre  Bran- 
ches, & les  parallèles  chacune  deux;  ou  autour  de  quatre 
Afymptotes  qui  ont  chacune  deux  Branches  , & delquellcs 
trois  peuvent  être  parallèles  & coupées  par  la  quatrième  ; 

Ddd  3 . ou. 
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Ch.  ix.  ou  dont  deux  feulement  font  parallèles  ; ou  qui  font  pa- 
S ls8‘  rallèles  deux  à deux  ; ou  enfin  qui  ne  font  point  paral- 
lèles. 

Et  la  1 1 e,  eft  de  celles  qui  ont  dix  Branches  hyperbo- 
liques ; ou  autour  de  trois  Afymptotes  non  parallèles  , 
dont  une  n’a  que  deux  Branches  , & les  deux  autres  cha- 
cune quatre  Branches  ; ou  autour  de  quatre  Afymptotes  , 
dont  trois  peuvent  être  parallèles , & ayant  chacune  deux 
Branches  font  coupées  par  la  quatrième  qui  en  a quatre  ; 
ou  bien  dont  deux  feulement  font  parallèles  & coupe'cs 
par  les  deux  autres , une  dcfquclles  a quatre  Branches  ; ou 
autour  de  cinq  Afÿmptotes,  qui  peuvent,  ou  n’etre  point 
parallèles , ou  n’en  avoir  que  deux  parallèles  ; ou  en  avoir 
trois  ; ou  en  avoir  deux  couples  de  parallèles  coupées  par 
la  cinquième  ; ou  en  avoir  trois  parallèles  coupées  par  les 
deux  autres  auffi  parallèles. 

159.  Donc,  pour  récapituler  le  tout, 

I.  La  Ligne  du  premier  Ordre  a deux  Branches  infinies 
reefilignes. 

II.  Dans  le  2e.  Ordre  , il  y a une  Courbe  -finie,  une 
infinie  avec  deux  Branches  paraboliques  , & une  avec 
quatre  Branches  hyperboliques. 

III.  Dans  le  3e.  Ordre,  il  y a des  Courbes  qui  ont 
deux  Branches  paraboliques  [ Genres  12  & 14]  ; d’autres 
qui  n’ont  que  deux  Branches  hyperboliques  [ (?.  1 , 2 , & 
9 ] ; d’autres  qui  ont  deux  Branches  paraboliques  & deux 
hyperboliques  [G.  7 , 8 , & 1 3 ] ; d’autres  qui  ont  quatre 
Branches  hyperboliques  [ <7.  1 1 ] ; & d’autres  qui  en  ont 
fix  [ G.  3 , 4 , <ç , 6 & 1 o ]. 

IV.  Dans  le  4e.  Ordre,  on  trouve  des  Courbes  finies 
[ C/.  1 ] ; d’autres , qui  ont  deux  Branches  infinies , ou  pa- 
raboliques [ CL  2 ] , ou  hyperboliques  [ Cl.  3 ] : d’autres 
qui  ont  quatre  Branches  infinies,  ou  paraboliques  [Cl. 4]» 

, ou 
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hyperboliques  [Cl.  6 1 , ou  moitié  paraboliques  & moitié'  Ch. ix. 
hyperboliques  [ Cl.  5 ] ; d’autres,  qui  ont  fix  franches  in-  li9‘ 
finies , ou  toutes  hyperboliques  [ Cl.  Si,  ou  quatre  hy- 
perboliques & deux  paraboliques  [ Cl.  7 J : & d’autres  en- 
fin-, qui  ont  huit  Branches  infinies  , toutes  hyperboliques 
[«  9]. 

V.  Dans  le  5e.  Ordre , il  y a des  Courbes  qui  n’ont 
que  deux  Branches  infinies , ou  paraboliques  [ Cl.  1 ] , ou 
hyperboliques  [ Cl.  2 ] : il  y en  a qui  ont  quatre  Branches 
infinies , paraboliques  [ Cl.  3 ] , hyperboliques  [ Cl.  5 ] , 
ou  mi-parties  [ Cl.  4 ] ; il  y en  a qui  ont  fix  Branches  in- 
finies, quatre  paraboliques  & deux  hyperboliques  [Cl.  6], 
ou  deux  paraboliques  & quatre  hyperboliques  [Cl.  7],  ou 
toutes  fix  hyperboliques  [ Cl.  8 ] : il  y en  a qui  ont  huit 
Branches  , ou  deux  paraboliques  & fix  hyperboliques  ' [ Cl. 
p ] , ou  toutes  huit  hyperboliques  '[  Cl.  10]  : il  y en  a en- 
fin , qui  ont  dix  Branches  infinies  , toutes  hyperboliques 
[Cl.  n]. 

1 6 o.  Où  l’on  voit , & cette  Obfervation  peut  faire  une 
Régie  générale , que  le  nombre  des  Branches  paraboliques 
ne  lùrpafTe  jamais  Pexpolànt  de  l’Ordre  de  la  Courbe  , ni 
même  cet  expofant  diminué  de  l’unité  , lorlqu’il  eft  im- 
pair : que  le  nombre  des  Branches  hyperboliques  ne  fur- 
paflè  jamais  le  double  de  Pexpolànt  de  l’Ordre  de  la  Cour- 
be : & qu’à  compter  deux  Branches  hyperboliques  pour 
une  feule , le  nombre  des  Branches  infinies , tant  paraboli- 
ques qu’hyperboliques  , ne  furpafiè  jamais  Pexpolànt  : 
ce  dont  la  railon  n’cft  pas  difficile  à pénétrer  par  les  prin- 
cipes établis  dans  le  Chap.  précéd. 


CHAPI- 
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CHAPITRE  X. 

Des  Points  finguliers  : Points  multiples , 
Points  d Inflexion  & de  Serpentcment. 

161.  T E nombre,  l’efpèce  & la  pofition  des  Bran- 
I j ches  infinies  diftinguent  les  Courbes  des  diffe- 
rens  Ordres  en  leurs  Cladcs  & Genres.  Ces  Genres  le 
lubdivilcnt  en  Efpèces  par  les  variete's , qui  confident  en 
ce  que  les  Courbes  ont  de  remarquable  dans  un  efpace 
fini , & qui  fe  réduifent  principalement  à des  Point  sfmgu- 
liers.  On  donne  ce  nom  aux  Points  qui  le  diltingucnt 
des  autres  Points  de  la  meme  Courbe  par  quelque  choie 
de  particulier. 

Tout  Point  d’une  Courbe  eft  fimplc  ou  multiple.  On 
apelle  Point  J impie  , celui  qui  n’apartient  qu’à  une  feule 
Branche  de  la  Courbe , & Point  multiple  , celui  qui  elt 
commun  à plufieurs  Branches.  En  particulier , on  "O'11™ 
Point  double  celui  qui  eft  commun  à deux  Branches  ; 
Point  triple  celui  qui  apartient  à trois  ; Point  qua  ru - 

fie , &c.  .. 

On  voit  déjà  que  les  Points  multiples  font  finguliers. 
Les  Points  fimples  le  font  auffi , lorfqu’ils  font  Points  d'in- 
flexion, ou  Points  de  Serpentcment. 

162.  Pour  entendre  ce  que  c’cft  qu’une  Inflexion  8c  un 
Serpentcment , & quels  font  leurs  difterens  degrés;  on eon- 
fidercra  qu’une  Droite  ' coupe  une  Ligne  , quand  elle  la 
traverfè  au  point  où  clic  la  rencontre , & qu  lailTe  une 
partie  de  la  Ligne  d’un  côté  & une  partie  de  1 autre. 
Cette  Droite  s’apelle  Sciante. 

Une 
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Ch.x.  Une  Sécante  peut  rencontrer  la  Courbe  en  plus  d’un  Pl.xvi. 
f.  ifix.  point.  Si  deux  Points  de  SeBion  s’aprochent  infiniment 
l’un  de  l’autre  , en  forte  qu’ils  le  réunifient  & le  confon- 
dent en  un  feu! , la  Sécante  devient  Tangente , & les  deux 
Points  de  feétion  réunis  ne  font  plus  qu’un  feul  Point  de 
contaB , ou  d'attouchement. 

Soit,  par  ex.,  un  Cercle  AEB  décrit  fur  le  diamètre  % m* 
A B , qui  coupe  la  Circonférence  en  deux  Points  A , B , 

• éloignés  de  toute  la  diftance  AB.  Si  l’on  imagine  que 
ce  diamètre- vient  à fe  mouvoir  parallèlement  à lui-meme, 

& qu’il  pafiè  dans  la  fituation  CD  ; les  Points  de  feclion 
fe  font  aprochés  l’un  de  l’autre  , car  la  chordc  CD  ell 
plus  petite  que  le  diamètre  A B.  S’il  continué  à fe  mou- 
voir en  c d , les  Points  de  feélion  fe  raprochent  toujours 
plus , parce  qu’une  chorde  eft  d’autant  plus  petite  qu’elle 
jfft  plus  éloignée  du  centre  ; jufqu’à  ce  que  ce  diamètre 
étant  pafie  en  xi1  , il  ccfie  de  couper  la  circonférence  , 
mais  il  la  touche  au  Point  E , où  i’on  peut  feindre  qu’il 
la  coupe  en  deux  points  infiniment  proches  l’une  de  l’au- 
tre ; parce  qu’en  effet  couper  en  deux  Points  réunis , c’eft 
toucher  en  un  feul  Point. 

Une  Tangente  eft  donc  cenfée  rencontrer  en  deux 
Points  la  Courbe  qu’elle  touche  , mais  en  deux  Points  in- 
finiment proches  l’un  de  l’autre  , & coïncidents.  Ainfi 
dans  les  Courbes  du  fécond  Ordre,  la  Tangente  ne  peut 
rencontrer  la  Courbe  qu’au  feul  Point  d’attouchement  ; 
car  fi  elle  la  rcncontroit  en  un  autre  Point,  elle  feroit  cen- 
fée la  rencontrer  trois  fois  ; ce  qui  n’eft  pas  polfible  dans 
une  Ligne  de  cet  Ordre  [§.  39  ] . # 

1 63.  Mais  dans  les  Lignes  des  Ordres  fupéricurs  , la 
Tangente  peut  encore  rencontrer  la  Courbe  qu’elle  tou- 
che. Si  trois  Points  de  feélion  fe  réunifient  , la  Droite 
qui  pafiè  par  ces  trois  Points  réunis  , ou  infiniment  pro- 
burod.à  P Analyfe  des  Lignes  Courbes.  E e C ches  , 
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chcs , touche  & coupe  en  même  tems  la  Courbe,  & le  c».x. 
Point  où  ils  fe  réuni  lient  elt  un  Point  cThjlexion.  >•  us  t 

Soit,  par  ex.  AdD  une  Parabole  cubique  reprélcntée 
par  l’éq  : y = <*  x*.  lit  Toit  conçue  au  point  D une  Tan- 
gente , qui  coupe  encore  la  Courbe  en  E.  Si  cette  Tan- 
gente ghlTc  le  long  de  la  Parabole  , la  touchant  toujours 
plus  près  de  l’origine  A ; quand  elle  fera  parvenue  en  de,, 
le  Point  de  lèdion  c fe  fera  aproché  du  Point  de  contact 
d.  Et  il  s’en  aprochcra  toujours  plus  , jufqu’à-ce  que  ces 
deux  Points  coïncident  en  A ; lorlque  la  Tangente , par- 
venue dans  la  fituation  B A , touche  & coupe  la  Courbe 
en  un  même  Point  A , où  l’on  peut  concevoir  trois  Points 
réunis , (ç.  le  Point  de  lêêtion  8c  les  deux  Points  auxquels 
elt  équivalent  le  Point  d’attouchement. 

Le  Point  A cft  apcllé  Point  d'bjkxion , parce  qu’en  ce 
point  la  Courbe  cil  comme  pliee  & fléchie  ; la  Branche , 
qui  cft  d’une  part,  tournant  fa  concavité'  du  même  côté* 
vers  lequel  la  Branche  , qui  eft  de  l’autre  part,  tourne  là 
convexité. 

On  verra  peut  - être  plus  lènfiblcment  que  toucher  en 
un  Point  d’inflexion  eft  une  chofe  équivalente  à couper 
trois  Points  réunis , fl  on  le  reprefènte  la  même  Parabole 
D d A e E , par  l’Origine  A de  laquelle  on  a mené  une 
Droite  D A E oblique  aux  coordonnées  , & qui  rencon- 
tre la  Courbe  en  deux  autres  Points  D,  E.  Que  cette 
Droite  vienne  à tourner  fur  le  Point  A , & à s’aprocher 
de  la  Ligne  des  ablcifles  , en  paflant  de  D A E en  d A e. 

Les  Points  de  fe&ion  d,  e,  lé  font  aproche's  de  l’Ori- 
gine A , & s’en  aprochcront  (toujours  plus , julqu’à-ce  que. 
la  Droite  D AD  étant  enfin  pafll-fc  dans  la  lituation  BAb„ 
qui  cft  celle  de  l’Aftce  des  abfcifles,  les  trois  Points  de 
fedion  D , A , E font  confondus  en  un  feul  Point  A 
d’inflexion. 

La  Tangente  au  Point  d’iuflexion  cft  donc  cenfée  ren- 
H contrée 
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Ch.x.  contrer  la  Courbe  en  trois  Points.  Donc  les  Lignes  du  Pt.  xvl 
fécond  Ordre  ne  font  pas  fufceptibles  d’inflexion  [_§.  39].  * 

Et  dans  celles  du  troifiéme  Ordre,  la  Tangente  au  Point 
d’inflexion  ne  peut  plus  rencontrer  la  Courbe. 

1 6 4.  Mais  dans  les  Lignes  du  quatrième  Ordre  & des 
Ordres  fupérieurs , une  Tangente  AB  en  un  Point  d’infle-  F«- ,r* 
xion  A peut  encore  rencontrer  la  Courbe,  comme  en  B. 

Si , par  quelque  fuppofition , la  diltance  AB  devient  infini- 
ment petite  A b , la  Droite  A B ne  coupe  plus  la  -Courbe  , 
elle  ne  fait  que  la  toucher.  Mais  ce  contact  eft  e'quivalent 
à quatre  interférions , ou  à deux  attouchemens  Amples , 
infiniment  proches  l’un  de  fautre.  L’Inflexion  ne  paroit 
plus,  quoiqu’elle  exifte  réellement  dans  un  elpace  infini- 
ment petit  , & qu’elle  foit  fènfiblc  à l’Analyfe  /,  dont  la 
vue , fi  l’on  olè  parler  ainfi , eft  plus  perçante  que  la  nô- 
tre. On  donne  à ces  Points  le  nom  de  Points  de  double 
Inflexion  , ou  Peints  de  Serpentement  * . 

165.  De  même  , le  Point  de  triple  Inflexion  eft  celui 
dans  le  ccfntad  duquel  le  réunifient  cinq  interférions  : Et 
dans  l’attouchement  du  Point  de  quadruple  Inflexion  , ou 
de  double  Serpentement  font  cenfés  confondus  fix  Points 
de  lérion.  En  général  , la  multiplicité  de  l’Inflexion  fo 
compte  par  le  nombre  des  interferions , moins  deux , qui 
fe  réuniflént  dans  le  contar  de  ce  Point-là  : & la  multi- 
plicité du  Serpentement  par  la  moitié  du  nombre  des  in- 
terférions moins  deux  , qui  font  ccnfées  confondues 
dans  le  contar  de  ce  Point-là. 

1 66.  Il  eft  aifé  de  voir  que  les  Inflexions  font  alterna- 
tivement vifibles  & invifibles  , en  paflânt  d’un  dégre  à 

Ece  2 l’autre 

* Mr.  de  Maupertuis,  Mm.  de  l'Jcad.  1729.  p.  277. 
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Pi.XVL  l’autre  * : que  les  Amples  , les  triples,  les  quintuples,  & Ch.x. 

• en  général  celles  d’un  degré  impair  , font  vifibles  ; parce  '**• 
qu’en  ce  Point-là  la  Courbe  change  (à  convexité'  en  con- 
cavité, & que  la  Tangente  y eft  en  même  Sécante.  Mais 
que  les  Inflexions  doubles , les  quadruples , & en  général 
celles  d’un  dégre'  pair  , font  invifibles , & ne  différent  en 
rien , à la  vue , des  Amples  Points  de  la  Courbe  : ils  ne 
font  reconnoiflables  que  par  les  effets  que  leur  exiftence 
produit  dans  le  Calcul.  C’eft  proprement  ces  Points  d'in- 
flexion inviftble  qu’on  nomme  Points  de  Serpente  ment. 

1 67.  11  fuit  de  là  , que  les  Lignes  les  plus  Amples  , 
qui  foient  fufccptiblcs  d’une  Inflexion  du  degré  t , font 
celles  de  l’Ordre  / 4-  2 : parce  qu’une  Droite , qui  touche 
une  Courbe  en  un  Point  d’inflexion  du  dégré  / , eft  cen- 
fé  la  rencontrer  en  t 4*  a Points  [§.  165  ] . Que  les  Li- 
gnes les  plus  Amples , qui  foient  lùfceptibles  d’un  Serpen- 
terrtent  du  dégre'  v,  font  les  Lignes  de  l’Ordre  2v  -p  2 [§. 

165].  Et  que  dans  les  Lignes  de  l’Ordre  t + 2 , ou  2 V 
►P  2 , la  Droite  qui  les  touche  en|  un  Point  d’inflexion  du 
dégré  / , ou  en  un  Point  de  Serpentement  du  dégré  v , 
ne  peut  plus  les  rencontrer  [§.  39],  . 

168.  On  trouvera  des  Exemples  de  toutes  ces  elpèces 
de  Points  Amples  , dans  les  Sommets  des  Paraboles  dont 

l’équation  eft  ^=xA,  b étant  un  nombre  entier  & po- 
Atif. 

1.  La  Parabole  ordinaire  y = xx  n’a  au  fbmmet  qu’un 
Point  tout  Ample,  fans  Inflexion,  ni  Serpentement.  AulA, 
faifànt^  = o,  on  a *x:=o,  qui  n’a  que  deux  racines 
= o , x = o i d’où  il  paroit  que  l’Axe  des  abfciflès 

ne 

* Hi(t.  fie  FAcal  ^7^0.  pag.  72. 
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c».x.  ne  rencontre  la  Courbe  au  fommet  que  deux  fois,  qu’il  la  PlXVi. 
$.  itf»-  touche  Amplement. 

11.  Mais  la  Parabole  cubique  y = x'  a une  Inflexion  Fig.  »j. 
à l’Origine.  C’eft  pourquoi  y = o donne  x’  =0  , dont 
les  trois  racines  égales  a-=o,  x = 0,  x=  o , montrent 
que  la  Ligne  des  abfcifles  rencontre  trois  fois  la  Couibe 
à l’Origine  , qu’elle  y eft  en  meme  tems  Tangente  Si  Sé- 
cante. 

• On  le  verra  clairement , fi , au  lieu  de  l’e'q  : y = x’  , 
on  prend  y = x\ — bx*  , qui  reprélente  une  Courbe  que  t 
l’Axe  des  ablciflès  touche  à l’Origine  A & rencontre  au  . 11  ‘ 
point  B.  Car  , faifant  y = o , on  aura  x 1 -i—bx  1 — o t 
qui  a trois  racines  x = o,  x = o , x = b.  Ainfi  l’Axe 
rencontre  deux  fois  la  Courbe  en  A,  [ c’eft-à-dire , il  l’y 
touche  ] , Sc  une  fois  en  B à l’extrémité  de  l’abfcifle  A B 
= b.  Mais  fi  l’on  conçoit  que  b diminué  par  degrés,  le 
point  B s’aproche  de  A,  julqu’à-ce  que  b devenant  zéro  , 

B tombe  fur  A ; l’éq  : y = x*  — bxl  deviendra  y = x*  , 
dans  laqucllé  la  fuppofition  de  y = o donne  à x trois  va- 
leurs égales  x = o,  x = o,  x = o,  parce  que  l’Axe  des 
ablciflès  rencontre  trois  fois  la  Courbe  «au  point  A devenu 
Point  d’inflexion. 

Ou  bien,  qu’au  lieu  de  l’éq:  jy=x*  > on  prenne  y~ 
x’ — i‘x.  Cette  équation  exprime  une  Courbe,  qui  Fig.  117. 
coupe  trois  fois  l’Axe  des  ablciflès , Iç.  à l’Origine  A , & 
aux  points  B,  b,  extrémités  des  ablciflès  AB  = — £>,  & 

Ab  = b ; car  y — o donne  x’ — blx=o  , qui  a trois 
racines,  x^=o,  x=£,  x— — b.  Si  donc  b diminue 
julqu’à  s’anéantir , les  points  B & b s’aprochent  de  l’Ori- 
gine julqu’à  (ê  confondre  avec  le  Point  A.  Alors  l’éq  : 
y rrsx*  — bbx  le  réduit  à y =x’  , & lès  trois  racines  x 
— o , x — b , x = — b lè  réduilènt  à y — o , x — o , 
x ==  o ; ce  qui  marque  un  Point  d’inflexion  à l’Origine. 

• 

Eee  $ 111. La 
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III.  La  Parabole  quarré-quarrée,  y — x4  a un  Point  Ch. x. 
de  Serpentement , ou  de  double  Inflexion  , à l’Origine.  ,ô8' 
Car  y = o donne  x4:=ro,  dont  les  quatre  racines  égalés 
x = o , x = 0 , x = o,  x=:o  marquent  que  l’Axe  des 
abiciflès  rencontrera  quatre  fois  la  Courbe  à l’Origine  : & 
qu’ainfi  ce  Point , étant  un  Point  fimpie , elt  Point  de 
Serpentement. 

Cela  lcra  rendu  lènfible,  en  fubftituant  à l’éq  : y = x4 , 
l’éq  * j>>  =====  5c+  — bx' , qui  représente  une  Courbe,  que 
l’Axe  des  abiciflès  touche  à l’Origine  A en  un  Point  d’in- 
flexion , & coupe  en  un  point  B éloigne  de  A de  la  dit 
tance  A B = b.  Car  y = o donne  x4  — b x’  = o , dont 
les  racines  font  x=o,x=o,  xz^o,  x=b.  Mais  à 
mcfurc  que  b diminué , B s’aprochc  d’A , avec  lequel  il  fe 
confond  enfin , quand  b , devenu  zéro , rend  la  racine  x 
~ b , égale  aux  trois  autres  x = o . La  Courbe  b A D B 
change  alors  fon  équat  .•  ^=x4 — bx'  en  celle-ci  y = x4 
& devient  par  conféquent  une  Parabole  quarré-quarrée 
b Ad,  dont  l’Origine  A elt  un  Point  de  SCrpcntement  , 
ou  de  double  Inflexion , puifqu’aux  trois  Points  de  fec- 
tion  que  renfermoit  déjà  le  fommet  A , il  s’y  joint  encore 
celui  qui  étoit  en  B. 

On  peut  aulfi,  au  lieu  dey=x4,  prendre  l’éq : 
x 4 — (J>b  4 -ec)xz  ►f'  bbcc.  Elle  reprélènte  une  Courbe  , 
qui  coupe  quatre  fois  l’Axe  des  abfciflcs , (ç.  en  c , b , B , 

& C,  extrémités  des  abfciflcs  Ac= — c , Ab  = — by 
A B = 6,  A C = c : car  y = o donne  x4 — ( bb  + « ) x\ 

►p bbcc  = o , qui  a ces  quatre  racines  x=r,  x = — c, 
x=zb  y x===  — b.  A mefure  que  b diminuera,  les 
points  B & b s’aprocheront  de  A , & s’y  réuniront  quand 
b fora  zéro.  Alors  la  Courbe  , dont  l’équation  elt  y = 

*4  — «xx,  touche  l’Axe  des  abfciflcs  à l’Origine  A , où 
ce  conta&Scunit  les  deux  interférions  B , b , & elle  con- 
tinué à le  couper  en  C,  c.  Aulfi  >=3=0  donne  x4 — ccxx 

==o. 
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= 0,  dont  les  quatre  racines  font  x=:o,  x = o,  x~c,  Pt<  xyj 
x — — c.  Mais  fi  c devient  aulfi  zéro,  les  deux  Points 
de  fcttion  C,  c viennent  encore  fe  confondre  avec  les 
deux  qui  font  déjà  en  A,  & le  lommct  de  la  Courbe , 
qui  n’elf  plus  que  la  Parabole  quarrc- quarréc  y = x* , 
re'unit  les  quatre  interledions  c , b , B , C . C’cll  donc 
un  Point  de  Serpcntcmcnt. 

IV.  La  Parabole  quarré-cubique y=xs  a un  Point  de 
triple  Inflexion  à Porigine  : puilque  donne  x’  = o, 

qui  a cinq  racines  égales  à celle-ci  x = o.  L’Axe  des 
abiciflès  efl  donc  cenfê  rencontrer  cinq  fois  la  Courbe  à 
l’Origine,  qui  n’cft  pourtant  qu’un  Point  Ample- 

Si  on  fubftituë  à l’éq  : y = x* , l’e'q  : y = x’  — ■(  blr 
►P  *’  ►f» bbdx t on  aura  une  Courbe,  qui  coupe  cinq 
fois  l’Axe  des  abiciflès,  fç.  à l’Origine  A,  &‘aux  extrémi-  S' Îîfc 
tés  B,  b,  C,c,  des  abiciflès  AB  = £,  Ab  = — b,  AC 
= r,Ac  = — c.  En  çffèt , y = o donne  x!  — (bb 
►per)  x1  4"  bbccx=zO  , qui  a ces  cinq  racines  , x = o, 

x = b , x = byx=ci  x c. 

Si  , dans  cette  e'quation  , on  fait  b*r=.c  , ce  qui  la 
change  en  y = x s — 2ccx*  +c*x\  les  deux  Points  de  fèc- 
tion  B & C fe  réuniflènt  en  un  Point  de  contaft  , aulfi  r,g. 
bien  que  les  deux  Points  b & c . L’Axe  des  abiciflès , qui 
coupe  la  Courbe  en  A & la  touche  en  dcüx  autres  Points , 
efl  toujours  cenlë  la  rencontrer  cinq  fois. 

Si,  au  lieu  de  faire  b~c , on  eut  fait  b^=t o,  les 
deux  Points  de  fection  B , b (è  lcroient  réunis  au  Point, 
de  fèction  A,  l’Origine  lcroit  devenue  un  Point  d’Inde-  ng.itj, 
xion  touché  par  la  L’gne  des  abiciflès , & l’équation  de 
la  Courbe  lèroitjy  = xs — ccx\ 

Mais , fi  l’on  fait  b & c = o , les  cinq  Points  de  fèc- 
tion le  confondent  en  un  feul  Point  de  triple  Inflexion  à 
l’Origine,  & la  Courbe  devient  la  Parabole  quarré-cubique 
dAD , dont  l’équation  efl  y = x\. 

On 


Digitized  by  Google 


4oS  DES  POINTS  D'INFLEXION 

XVI.  On  pourroit  fuivrc  à l’infini  cette  manière  de  faire  voir 
que  la  Tangente  au  Point  d'inflexion  rencontrera  la  Cour- 
be en  deux  Points  de  plus  qu’il  n’y  a d’unités  dans  l’ex- 
pofant  du  degré  de  leur  Inflexion.  Et  on  trouvera  géné- 
ralement que  la  Parabole,  dont  l’équation  c(ï  y = x , a à 
l’Origine  une  Inflexion  du  dégré  t — 2 , laquelle  eft  vifi- 
ble,  fi  / eft  impair;  invifible,  fi  / eft  pair  : en  quel  cas, 
• c’eft  un  Serpcntcment  du  dégré  it — • 1. 

169.  Telles  font  les  fingularkés  des  Points  Amples, 
Quant  aux  Points  multiples , on  a déjà  dit  [§.  161  ] que 
le  Point  double  eft  celui  qui  eft  commun  à deux  Branches 
de  la  Courbe  , celui  par  où  elle  pafle  deux  fois.  Il  y a 
donc  cette  différence  entre  le  Point  double  & le  Point 
ordinaire,  c’eft  que,  dans  le  Point  ordinaire,  la  Tangente 
eft  la  feule  Droite  qui  (oie  cenfée  y rencontrer  deux  fois 
la  Courbe  ; au  lieu  que  toute’  Droite  qui  pafle  par  un 
Point  double  eft  cenfée  y rencontrer  la  Courbe , au  moins 
deux  fois. 

Le  Point  triple  eft  celui  qui  eft  commun  à trois  Bran* 
chcs  de  la  Courbe,  celui  par  lequel  la  Courbe  pafle  trois 
fois.  Ainfi  il  diffère  du  Point  d’inflexion , en  ce  que  dans 
celui-ci  la  Tangente  eft  la  feule  Droite  qui  foit  cenfée  y 
rencontrer  trois  fois  la  Courbe  ; au  lieu  que  toute  Droite 

2ui  paffe  par  un  Point  triple  eft  cenfée  y rencontrer  /a 
lourbe,  au  moins  trois  fois. 

.De  meme  , le  Point  quadruple  eft  celui  par  lequel  la 
Courbe  pafle  quatre  fois.  Toute  Droite  qui  traverlc  un 
Point  quadruple  eft  donc  cenfée  y rencontrer  la  Courbe  , 
au  moins  quatre  fois  : ce  qui  fait  la  différence  du  Point 
quadruple  au  Point  de  Serpcntement  , dont  la  Tangente 
feule  eft  cenfée  y rencontrer  quatre  fois  la  Courbe. 

Ceci 


Ch  x. 
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Ch.x.  Cecî  s’apliquc  fans  peine  aux  Points  quintuples , & en  pl.XVL 
l69‘  général  aux  Points  d’une  multiplicité  quelconque. 

Ainfi  pour  favoir  fi  un  Point  aflignc  d’une  Courbe  cft 
un  Point  multiple , & quel  elt  le  degré  de  fa  multiplicité; 
il  faut  examiner  combien  de  fois  une  Droite  quelconque  > 
menee  par  ce  Point-là,  y rencontre  la  Courbe  *. 

1 70.  Pour  cet  effet , on  fuppofèra  d’abord  que  l’Ori- 
gine elt  prilè  fur  le  Point  alfigné , & confervant  la  pofi- 
tion  de  l’Axe  des  ablcifies  , on  donnera  à celui  des  ordon- 
nées une  pofition  indéterminée.  Cela  fe  fait  [ §.  25.  n°. 

2 ] en  fubitituant  dans  lequation  de  la  Courbe  su  à y & 
z à x;  s:r  marquant  ici  une  railon  quelconque  , 
c’eif-à-dire , une  raifon  indéterminée.  Mais  , comme  on 
ne  transforme  l’équation  que  pour  lavoir  en  combien  de 
points  la  première  ordonnée  rencontre  la  Courbe , ce  qui 
le  trouve  en  fàilàntz  = o dans  la  transformée  [ §.  15.  ], 
on  peut  faire  cette  fuppofition  , même  avant  la  fubftitu- 
tion , en  écrivant  Amplement  su  pour  y & ru  pour  x. 

Cette  fiibfiitution  fb  fera  donc  en  écrivant  feulement  s 
pour  y , Si  r pour  x j & multipliant  chaque  terme  par  la 
puillànce  d ' u dont  l’expofànt  elt  égal  à la  lommc  des  ex- 
pofants  de  x S;  de  y dans  ce  terme;  c’eft- à-dire , en  mul- 
tipliant les  termes  du  prémier  Rang  par  u , ceux  du  lêcond 
Rang  par  , ceux  du  troifiéme  par  «'  , &c.  De  cette 
• manière  l’équat.  générale  a , 4*  by  4-<  ex , 4*  dyy  4^  exy  4-/xx, 

•{‘gy’  4"  hxy1  + /Vy-f-  /x'  -f-  &c  =0 , (c  change  en  a 4^ 

( bs  4*  c r ) u 4*  ( dis  4*  esr  >pfrr)uu>\>  Çgs'  4*  hssr-\-isrr 
4</r*  )«'-f-êv  = o.  Et  cette  dernière  équation  indique 
par  le  nombre  de  lés  racines  en  combien  de  points  une  Droi- 
te quelconque  pafiant  par  l’Origine  rencontre  la  Courbe  b 

Introd.  à PAnalyfe  des  Lignes  Courbes.  F f f Com- 

* M.  T)  e G u A , Ufjjre  de  f Anal.  pag.  88,  & f. 

+ Ofuge  de  I AnaL  pag.  88. 
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jPt.xv I.  Comme  on  ne  cherche  ici  qu’à  favoir  combien  de  fois  Ch.jt. 

cette  Droite  rencontre  la  Courbe  à l’Origine  ; ce  n’eft  S-*7°- 
qu’aux  racines  « :=  o qu’il  faut  s’arrêter  : car  les  autres 
indiquent  bien  des  points  où  l’ordonnée  primitive  ren- 
contre la  Couibe  , mais  ces  points  lont  hors  de  l’Origine 
[ §.  1 5 ] ; au  lieu  que  les  racines  égales  à zéro  marquant 
que  la  Droite  dont  nous  parlons  rencontre  la  Couibe  à 
. l’Origine , fi  l’équation  n’en  a aucune , la  Droite  ne  ren- 
contre point  la  Courbe  à l'Origine  : l’Origine  n’eft  pas 
un  Point  de  la  Courbe.  Si  l’équation  n’a  qu’une  feule 
racine  égale  à zéro  , la  Droite  rencontre  une  Icule  fois  la 
Courbe  à l’Origine , qui  eft , par  conféquent , un  Point  de 
la  Couibe  , mais  un  Point  fimplc.  Si  cette  équation  a 
deux,  trois,  quatre,  ou  pluficurs  racines  égales  à zéro, 
la  Droite  quelconque  , menée  par  l’Origine , y rencontre 
b Courbe , deux , trois  , quatre,  ou  plulicurs  fois  : l’Ori- 
gine cil  donc  un  Point  double  , triple , quadruple , mul- 
tiple. 

L’éq  : a J?  cr^u  + ( du  ►£<  esr  + frr  ) uu  + ( gs' 

Jfhssr  4*  isrr+  /*■')«',  &c  = o a autant  de  racines  éga- 
les à zéro  qu’il  lui  manque  de  termes  initiaux.  Elle  n’eft 
pas  divifible  par  « = o , elle  n’a  donc  point  de  racines 
égales  à zéro  ; s’il  ne  lui  manque  le  premier  terme  a.  Elle 
n’eft  divifible  qu’une  fois  par  u — o,  elle  n’a  qu’une  raci- 
ne zéro;  fi,  le  terme  a manquant,  elle  confervc  le  terme 
(£/  + «•)».  Elle  cft  divifible  par  *«  = o,  c'eft-à-dire  , 
deux  fois  par  u~  o , & par  conféquent  elle  a deux  ra- 
cines zéro  ; fi  les  deux  prémiers  termes  lui  manquent.  El- 
le a trois  racines  zéro  , elle  eft  divifible  par  «’ = o ; s’il 
lui  manque  fes  trois  prémiers  termes  a , (bs  + cr') u , (du 
-i-f/r-i -frr')»1  ^ &c. 

Mais  ces  termes  lont  juftement  les  Rangs  horizontaux 
de  l’équation  de  la  Courbe  placée  fur  le  Triangle  analyti- 
que , où  l’on  a change  x en  r , & y en  /.  Donc,  autant 

qu’il 
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Ch.  X.  qu’il  manque  de  Rangs , y compris  la  Pointe , dans  i’cqua-  Pi.xyil. 

§.  170.  ti0n  d’une  Courbe,  placée  fur  le  Tr.  anal  : autant  de  fois 
une  Droite  quelconque  tire'e  par  l’Origine  eft -elle  cenfe'ey 
rencontrer  la  Courbe.  Ou , ce  qui  revient  au  même , le 
Rang  le  plus  bas  de  l’équation  exprime,  par  fon  degré, 
quelle  eft  la  multiplicité  du  Point  (ür  lequel  eft  prilc  l’Ori- 
gine. Ainfi  la  feule  infpeôion  de  l’équation  mifè  fur  le 
Triangle  anal:  fait  connoitre  fi  la  Courbe  paflè  par  l’Ori- 
gine, fi  elle  y a un  Point  multiple,  & quel  eft  le  degré  de 
là  multiplicité  *. 

Exemple  I,  d'un  Peint  Jîmple.  Le  Point  P , la  Droite  R?-  114. 
AB  , & la  perpendiculaire  PA  abaifTée  de  P lur  AB,  étant 
donnés  de  pofition  ; on  décrit  par  points  la  Couibe  PAM 
de  cette  manière.  On  mène  du  Point  P une  Droite  quel- 
conque P M , qui  coupe  en  B la  Droite  donnée  A B , & 
on  prend  fur  cette  Droite  les  parties  B M , B m , égales  à 
A B comprife  entre  la  perpendiculaire  P A & l’oblique  P B. 

Les  Points  M,  m font  à une  Courbe,  doit  on  demande 
l’équation. 

Qu’on  prenne  P pour  TOrigine , & PA  pour  l’Axe  des 
ordonnée»,  fur  lequel  abaillànt , d’un  point  quelconque  M 
de  la  Courbe  , la  perpendiculaire  MQ,  elle  fera  l’abfciflè 
xy  P Quêtant  l’ordonnée  y ; & (oit  PA  ~a.  Les  Trian- 
gles fèmblables  PQM  , P AB  donnent  cette  proportion 
PQ[y]:  QM  0]  = PA{>]  : AB.  Donc  AB,&  BM, 

qui  lui  efl  égale,  eft  y".  Ainfi  PB*  égal,  à caufè  du  trian- 

gle  rectangle  P AB  , à P A*  [ a a]  + A B*  [ 

— y + x x ) . Les  mêmes  triangles  fèmblables  P A B , 

Fff  a PQM 

* Ufage  de  t Anal.  p:g  pi. 
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pt.xvn.  PQJVl  donnent  la  propofition  P A*  : A Qj  = P B1  : BM1 , Ch.x. 
qui  s’exprime  analytiquement  ainfi , a a :yy  • — 2 a y +aa  §• 


ai 1 , au  xx 

= — U } , ou 

j y y J y y 


[divilànt  les  termes  de  la 


2 e.  raifon  par  aa:yy  — 2ay  +*a  — yy^xx:  xx, 

c’eli- à -dire , en  égalant  le  produit  des  extrêmes  à celui 

des  moyens  , aaxx=y* 2ay ' 4"  aayy  4*  xxyy 2axxy 

4 aaxx , ou  [ ôtant  de  part  & d'autre  aaxx  & diviiànt  le 
relie  par  y J y'  — zayy  4-  aay  4-  xxy  — 2axx  =0. 

Si  l’on  place  cette  équation  fur  le  Tr  : anal  : on  verra 
que  la  Pointe  relie  vuide  ; mais  que  , dans  le  premier 
Rang , la  Cale  y eli  remplie.  Donc  le  Point  P cil  un  des 
points  de  la  Courbe,  mais  un  Point  fimple. 


1 


*0*0 
* o * 

* o 

O 


Exemple  II,  cCttn  Point  double.  Si , dans  la  même  Cour- 
be , on  prend  le  point  A pour  l’Origine , & AB-  pour  l’A- 
xe des  ablciffes , lur  lequel  la  perpendiculaire  MN , abaiflêe 
d’un  point  quelconque  M de  la  Courbe  , lèra  l’ordonnc'c 
y , AN  l’ablcilTc  x,  & A?  = a ; on  aura  , à caufc  des 
triangles  (èmblables , qui  donnent  P Qj  a 4 -y  ] : QJM  ou 

AN  [ x ] = P A [ a ] : AB , on  aura , dis-je , AB  , 

a> ~y 


& menant  AM,  hypothenulc  du  triang:  reciang;  AM  N, 
[Eocl.  I.  47  J AN1  + NM:  = AM‘=  AB‘4  BM‘4 
2ABxBN[Eucl.  II.  12  ] ~ [ puilque , par  la  conliruc- 
tion  , A B eli  égal  à BM]  2AB1  4 2 ABxllN  = jABx 
( AB  4-  BN  ) — 2 AB  x AN.  Mettant  dans  cette  éq  : AN1 
HbNAp  = aABx  AN,  au  lieu  de  ces  Lignes  leurs  valeurs 

analy- 
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Ch.  X.  , ax  Pi.XVII. 

$.no.  analytiques,  on  aura  xx^yy=2 * , 0u  r multi- 

" a-\ -y  L 

pliant  de  part  & d’autre  par  <*4*^],  axx  + ayy+xxy+ 
y 1 = 24xx , foit  y*  *+<  xxy  >+<  ayy  — axx  = o. 

Dans  cette  équation  , mile  fur  le  Tr  : anal  : on  voit 
que  la  Pointe  & le  premier  Rang  manquent , de  forte  que 
m le  fécond  Rang  eft  le  plus  bas.  Donc  l’Origine  A eft  un 
Point  double.  Et  en  effet , les  deux  Branches  PAM, 

P m A le  croifent  en  A . 


* o * o 
* o * 
o o 

' o 

Exemple  III , d' un  Point  triple.  La  Courbe  AMmAwAfÀ 
fe  conftruit  ainfi.  Du  Centre  C,  pris  iür  l’Axe  AB  des 
ordonnées,  on  décrit  par  l’Origine  A un  demi -Cercle 
BC^qA.  La  Tangente  AP  e'tant  prifé  pour  l’Axe  des 
abiciffcs , à chaque  ablciffè  AP  on  donne  les  ordonnées 
perpendiculaires  PM  , PA/,  moyennes  proportionellcs 
entre  AP  & P première  ordonnée  du  Cercle  , & auffi 
Pm,Pw,  moyennes  proportionelles  entre  A P & P q fé- 
conde ordonnée  du  Cercle. 

Cette  Courbe  eft  compofée  de  deux  feuilles  AMtnA, 
& A A//»A,  réunies  à l’Origine  par  un  Point  triple,  qui 
cil  le  concours  des  trois  Branches  MA  A/,  MmA , Mm  A. 
A u (fi  verra-t-on  que  dans  l’équation  de  cette  Courbe  le 
plus  bas  Rang  eft  le  troifiéme.  Car,  fi  l’on  nomme  CA 
= r > AP=x,  PM,  ou  Pm=r^;  on  aura,  par  la  natu- 
re du  Cercle,  PQj=!r  + >/(irr xx)  . & Pq  = ir 

V(.±rr — xx).  Donc  PM,  ou  Pm,  [)],  moyenne 

proporiionclle  entre  AP  [xj  & P O,  on  Pq>  [ ir-t- 
VU"  — xx)]  eft  égale  à V'dr'xd-xy/Cirr  — A-x)) 

F «'3  &, 
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Pl.xvii.  5t  , en  quarrant  , ^ = irx±xV(  irr — xx),  ou  Ch.x. 
yy — irx  = ±xy/(^rr  — xx  ) , & quarrant  encore,  y*  §■l7Q^ 

— rxyy  + irrxx  — irrxx x* , ou  y4 neyy  + x4  = o . 

C’etl-ià  l’équation  de  la  Courbe,  dont  le  plus  bas  Rang, 
qui  confiltc  dans  le  leul  terme  rxyy , cft  le  troifiéme  Rang. 


p jig  Exemple  IV,  d'un  Point  quadruple.  Le  Cercle  BNRQO 
‘s'  11  étant  décrit  avec  un  raïon  AB— a,  on  déterminera  tous 
les  points  de  la  Courbe  AMNAOAQARA , en  menant  un 
raïon  quelconque  AC , 8t  prenant  lur  ce  raïon  la  partie 
AM  égale  au  Sinus  DE  de  Parc  BD  double  de  Tare  BC 
compris  entre  le  raïon  A C & le  raïon  A B donné  de  po- 
fition  *. 

Pour  en  avoir  l’équation  , qu’on  abaifle  l’ordotinée 
perpendiculaire  MP  [y],  qui  détermine  Pabfciflè  AP  [x], 
8c  AM  fera  =y/(xx  +^).  Les  triangles  AMP  , 
AFB  , femblables  à caulè  de  l’angle  commun  A & des 
angles  droits  P,  F,  donnent  A M [ i/(.*x  +yy  ) ] : MP 

[^]=AB[«]:  BF=  y.-—.,  & AM  [VC** 
Lyj  x*4\y.y) 


a x 


Et 


+W)]:  APt«]=AB[*]:  AF  = )/(!<)t+w) 

les  triangles  ABF,  B DE  , femblables  à caufe  de  l’angle 
commun  B & des  angles  droits  F,  E , donnent  AB  [*J: 

AF[-„„?i:-]  = BP.  ou*BF,[ 


sl-DE 


VCxx^y)-1  ” ’ ’ VO*  + ») 

égal,  par  conilruûion,  à AM  P \l  ( xx  4 y y ) ] . Donc  , 
égalant  le  produit  des  moyens  à celui  des  extrêmes  , 


as/Cxx  ^ yy')  — 


2aaxy 


, ou  (xx+yy)  Vix*  4 77) 


xx  4 y y 

= zaxy , & en  quarrant,  x4  4*  3 x*y'  4 3x7*  4* y6  = 

444x7'. 


* Gc/ido  Grandi,  Flores  Geometrici,  &c.  Florent.  1728. 
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Ch  x.  4 aax'y1 . Dans  cette  équation,  il  n’y  a que  deux  Rangs; 

170  le  fixiéme  qui  a quatre  tcimes,  & le  quatrième,  qui  n’en 
a qu’un  fcul  4 aaxxyy . Auffi  voit- on  que  les  quatre 
feuilles,  qui  compofcnt  cette  Courbe,  fe  réunifient  à l’O- 
rigine, & y forment  un  Point  quadiuplc  par  le  concouts 
de  quatre  Branches. 

17t.  Demande-t-on  d’un  Point  fitué  hors  de 
l’Origine , s’il  cft  {impie  ou  multiple  , & quel  eft  le  degré 
de  fa  multiplicité  ? On  'pourra  le  rcconnoitre  en  tranfpor- 
tant  l’Origine  fur  ce  Point-là;  cela  le  fait  [ §.  25,  »°.4  ] 
en  menant  par  ce  Point  une  ablciffe  & une  ordonnée  , 

3u’on  nommera  m & n , & fubftituant , dans  l’équation 
e la  Courbe,  »4-zàx&»Hb»à^.  On  jugera  de  la 
nature  du  Point  en  queftion  par  le  nombre  des  Rangs  qui 
manquent  à cette  transformée  [ §.  préc.  ] . 

Mais  on  s’épargnera  beaucoup  de  Calcul  , en  fuiv?nt 
la  voye  abrégée  qui  a- été  indiquée  au  §•  29;  parce  qu’on 
pourra  ne  pouffer  le  Calcul  que  jufqu’où  il  elt  ne'ccfiàire 
de  Je  faire  pour  s’afîurer  de  ce  qu’on  cherche. 

Car  fi  l’on  fait  attention  aux  opérations  prelcrites  dans 
ce  §.  29,  on  verra  que  x Si  y reliant  dans  la  transformée 
au  heu  de  w & n ; ces  lettres  x&y  ne  défignent  plus  des 
variables,  mais  des  grandeurs  données  & déterminées,  qui 
font  r.iblciflè  & l’ordonnée  du  Point  dont  on  cherche  la 
nature  ; de  forte  qu’on  fubflituë  proprement  x + z à x & 
y 4*  u à y. 

La  prémiére  Ligne  , qui  eft  l’équation  même  de  la  Cour- 
be , ne  renfermant  aucune  des  deux  variables  z & a , qui 
défignent  maintenant  les  coordonnées  , clic  cft  donc  le 
terme  qui  occuperoit  la  Cale  de  la  Pointe.  Ainfi  on 
fubllituera  d’abord  dans  ce  terme , au  lieu  de  x & y , leurs 
valeurs  données  /»&»;&  fi  cette  fuppofition  ne  réduit 
pas  ce  terme  à zéro  , la  Pointe  n eft  pas  vuide  dans  la 

trans- 


Plxyu. 
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transformée  : elle  a , par  conféquent , un  terme  confiant.  Ch.  X. 
Donc  [ §.  14]  la  Courbe  ne.pafiê  pas  par  l’Origine  à laquel-  5 *71’ 
le  cette  transformée  efi  relative  ; le  Point  affigné  n’eit  pas 
même  un  Point  de  la  Courbe , 8c  on  ne  peut  pas  deman- 
der s’il  crt  fimplc  ou  multiple. 

Mais  fi,  par  cette  fubfiitution,  Péquation  de  la  Cour- 
be , qui  fait  la  première  L:gne  de  la  transformée,  efi  ré- 
duite à zéro;  le  Point  en  qucltion  apartient  à la  Courbe; 

& pour  lavoir  s’il  efi  fimple  ou  multiple , on  fera  le  calcul  / 
de  la  féconde  Ligne.  Elle  a une  'partie  de  les  termes  mul- 
tipliés par  »,  8c  l’autre  par  z.  Elle  confiituc  donc  le  pré- 
micr  Rang  de  la  transformée , qui  contient  la  Café  » & la 
Cale  z.  On  fubfiituera  dans  les  coefficients  de  « & de  z, 
au  lieu  de  x 8c  y , leurs  valeurs  m 8c  ».  Si  , après  cette 
fubfiitution , l’un  ou  l’autre  de  ces  deux  coefficients  lub- 
fific;  c’efi  une  preuve  que  le  premier  Rang  de  la  transfor- 
mée ne  manque  pas.  Le  Point  de  l’Origine  de  cette  trans- 
mée  efi  donc  un  Point  fimple  [ §.  préc.  J , 8c  il  n’efi  pas  c 

néceffitire  de  pouffer  le  Calcul  plus  loin. 

Que  fi  la  fubfiitution  fait  évanouir  les  deux  coeffi- 
cients de  « 8c  de  z , le  premier  Rang  manque  dans  la 
transformée.  Le  Point,  qui  en  cft  l’Origine  , efi  donc 
multiple.  Pour  connoitre  le  degré  de  fa  multiplicité , on 

Î)rocédcra  au  calcul  de  la  troifiéme  Ligne.  Elle  renferme 
es  trois  termes  ««,  «z,  zz,  qui  rempliflent  les  trois  Ca- 
fés du  fécond  Rang.  On  fubfiituera  donc , dans  les  coef- 
ficients de  ces  trois  termes , m 8c  n à x Sc  y : 8c  fi  quel- 
cun  de  ces  coefficients  fubfifie , le  fécond  Rang  de  la  trans- 
formée n’efi  pas  nul.  Donc  le  Point  en  quefiion  efi  un 
Point  double  8c  l’opération  efi  terminée. 

Mais  fi  ces  trois  coefficients  font  zéro  , le  Point  cft 
plus  que  double.  On  calculera  donc  la  quatrième  ligne  , 


qu 


i,  renfermant  les  termes  , *lz,  »z z 8c  z'  , fét  le 
;roüiéme  Rang  de  la  transformée  , fi  par  la  fubfiitution 

de 
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VI 

c».  x.  de  m & » à Je  & y , ce  Rang  ne  s'évanouît  pas.  Alors  Pl.xyii. 

5- '7‘-  le  Point  dont  on  cherche  la  nature  eft  un  Point  triple, 

& on  peut  s’arrêter  là. 

# Si  par  la  fubftitution  cette  Ligne  eft  réduite  à zéro  , 
le  Point  en  queftion  eft  plus  que  triple  ; & on  contiuuera 
à procéder  de  la  même  manie're  ju(qu’à-ce  qu’on  ioit  ve- 
nu à une  Ligne  ou  un  Rang , qui  ne  difparoifTe  pas  par  la 
fnbftitution  de  m , n à x , y.  Le  nombre  , qui  marque  le 
quantième  eft  ce  Rang , marque  auffi  le  dégré  de  multipli- 
cité du  Point  propolé. 

Exemple  I . Dans  la  Courbe  * reprélèntéc  par  l’éq  : 

y* 8 y 1 2 xyy  4 1 6yy  4 48  xy  4 4 xx  — 6+x  = o , 

on  demande  la  nature  du  Point , dont  PabfcilTè  m & l’or- 
donnce  n (ont  l’une  & l’autre*égafes  à 2. 

On  polèra  en  première  Ligne  l’équation  même 

y * — 8 y'  — 1 2xyy  4 1 6yy  4 48xy  4 4x5c  — 6,pe  ; 

& fubftituant  2 pour  x,  8c  2 pour  y , on  aura 

1 6 — 64  — - 96  4 *S4  4 * 92  4 1 *5  — 128, 
ce  qui  étant  = o , on  conclura  que  le  Point  indiqué  cft 
un  des  Points  de  la  Courbe. 

Pour  favoir  s’il  eft  (impie  ou  multiple,  on  calculera  le 
fécond  Rang.  En  voici  l’opération  [ §.  29  J 

y* — 8_y!  — 1 2 xyy  4 1 Gy  y -f-  48xy  4-  4** — 64X 

4:0  5:0  2:  t 2: o t:i  0:2  0:1 

(4  y — 24jy’ — 24x94  $2y4«48x)  « +(-1 2yy{'^8y>{'8x-6<y)Z 
Subftituant  dans  ce  fécond  Rang  2 pour  x & pour  y , 
on  aura 

{ $2 — 96 — 96  4 <S4  49<S)  «4( — " 4849641  <5— 64)2 
c’eft  - à -dire  (o)«4(o)z. 

Introd.  à TAnalyfe  des  Lignes  Courbes.  G g g Puif* 

* S au  ri  n , Mem.  de  rAcad.  1716.  pag.  61. 

/ 
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Puifque  ce  fccond  Rang  eft  zéro  , le  Point  propofe  Ch.x. 
n’eft  pas  fimple , mais  multiple.  . 1,1 

Pour  lavoir  s’il  eft  double  ou  d’une  multiplicité  fupé- 
rieure,  on  calculera  le  troifiéme  Rang,  en  continuant  l’o- 
pération qui  a été  commencée. 

(4jr?— 24/— 2>+4Sx)/î  4-  (-1 2^+48j-f  8x— 64)z  ' 

|:o  ï : o 4 : z J: o o:i  ?:o  j:o  o:i  0:0 

(6yy — 24_y — iax  + 1 6>/«+  ( j ^2^)wz  + (4)zï 

Il  eft  mutile  d’examiner  fi  la  fubfiitution  de  2 àx&ji 
fera  difparoitre  ce  fécond  Rang , parce  qu’on  voit  d’abord 
qu’elle  ne  peut  anéantir  le  terme  ( 4 ) zz , où  il  n’y  a ni 
x,  ni  y.  • . 

Ainfi  le  Point  cherché  n’eft  qu’un  Point  double:  &,  fi 
l’on  n’a  point  d’autres  vues , il  n’eft  pas  néceflàire  de  pouf- 
fer le  Calcul  plus  loin. 

Mais  fi-,  par  curiofite'  ou  pour  mieux  connoitre  cette 
Courbe,  on  achève  la  transformation,  le  troifiéme  & qua- 
trième Rang  feront 

(4jy — - 8 )«’  -f-  ( — 12)  uu%  + C° ) *^zz  ( o) z* 

4-(i)«4Hh  Co)»1^1  +(o)«2i*  HH  (o)z+ 

qui  par  la  fubftitution  de  2 ky  le  réduifent  à — 12  ua% 

*4.  Ainfi  toute  la  transformée  eft  «4 — 12  «*z  — 

32  U U + 4 z Z = o. 

Cette  équation  a quatre  racines 

4\/(2zz“H2Z+6)),OU-l-\/(4z"t'l0-f"’V',(2Z-î-8) 

»=— V/(6z-|-i644v/(2ZZ+i2Z+6))}ou  - ^(42+8)  - \/(2Z48) 

»=4V  (6Z+16  - (2  ZZ+i  1 Z+6)  ),ou+v/(4z +8)- V'Csz+S) 

*=— v/(6z-fi6  - 4v/(2Z5+i2z4-6)),ou  - \J  (4Z+8)-iV  (2Z48) 

chacune 
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Ch.  x.  chacune  defquellcs  indique  une  Branche  parabolique.  La 
6'  l7U  racine  « = 4*  t/(  4Z  4 8 ) 4 y'C  22  4 8 ) indique  la  Bran- 
che f D.  La  racine  n s=  — \/(  42  4*  8 ) — V'  ( a z 4-  8 ) 
. marque  la  Branche  F d . La  Branche  F A E eft  repréfèntée 
parla  racine  u = 4 y/(4Z  4 8 ) — v^(2Z  + 8)  ; & la 
• Branche  fAe  parla  racine  * = - — ^(424  8)  + ^ (2* 
•48).  Ces  deux  dernières  paflênt  par  le  Point  A . Car 
z = o réduit  les  équations  de  ces  deux1  Branches  à u = 
4 \/8 — V 8 = o , & u — — ^84^8  = 0.  Elles 
ont  pour  Afymptote  courbe  la  Parabole  EAe  défignéc  par 
l’éq:  ««  = (<5  — 4v^2)z-,  & la  Parabole  DAd  expri- 
mée par  l’éq : *«=(^+4^2)2  eft  l’Afymptote  courbe 
des  Branches  fD,  FD:  comme  on  le  trouve  aife'mcnt  par 
le  §.  142  . L’équation  propofée  y*  — 8y’ — 12  xyy  4 
16  y y 448x7  4 4 xx — 64X  =0  reprélènte  la  meme 
Courbe , mais  relativement  au  point  F , & alors  le  Point 
double  A a (bn  ablcifïè  F G & fen  ordonnée  G A égales 
Tune  & l’autre  à 2. 

Exemple  II.  On  propofe  la  Courbe  dont  l’équa- 
tion eft  y 4 4 x+  — 44/42  ayy  x4r<*'48«  *y  y — 
4 aayx  — 8<j';4  2 a* ts=  o.  Et  d’abord  on  demande 
quelle  eft  la  nature  du  Point  dont  l’abfciftè  nt  eft  o , & 
l’ordonnée  n eft  a . 

Pour  le  connoitre  , on  fubftituë  o à x & a à y dans 
l’équation  propofée  ; ce  qui  la  réduit  à — 4 a*  * * 4 
8/i4  * — 4 2*+  = — a*.  Donc  dans  la  transfor- 
mée qui  reprélènteroit  la  Courbe  relativement  à l’Origine 
prifè  fur  le  Point  affigne , il  y auroit  un  terme  confiant. 
Elle  ne  pafle  donc  pas  par  ce  Point-là  [ §.  14]. 

20.  On  demande  enluite  quel  eft  le  Point  dont  Pabf. 
cifiè  & l’ordonnée  font  chacune  égale  à a. 

La  fubftitution  de  a pour  x & pour  y réduifànt  l’é- 
quation propofée  à [i*+4/»4  — 4*ï4  4 2 a*  4 2w448<*4 

Ggg  2 —4Jt* 


» 


PlXVIL 
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Pi.xvn.  — 4a* — 8 a*  + 2a*  = ] o , on  cft  afluré  que  le  Point  c*.x. 
propofé  cft  un  de  ceux  de  la  Courbe.  f ■ 1 7*> 

Mais  eft-il  Gmple  ou  multiple  ? Pour  repondre  à cette 
queftion , on  cherchera  le  premier  Rang  de  la  transformée  . 
qui  rciùlte  en  fubftituant  a + z à x & a + u à y.  Le  fé- 
cond Rang  que  donne  la  iùbftitution  de  x 4*  z à x , & de 

y + a à y eft  (4 y*  — t2  ay'  + ^ayx  4 iCa'y — 4 alx 

ia'  ) «4  ( 4*’  ■j-'say2  + 6axl  — 4 ay)  z , qui  , fubftituant 
a pour  x & pour  y , fe  re'duit  à ( 4*'  — 1 2 a>  +4  4'  4 

r 6a' 4 a'  — Za'  )*4(  4 a'  4 ^ 4 6a’  — 4 a'  )z  , ou 

( o)  u 4-  (2  a'  ) z.  Le  premier  Rang  11e  s’évanouiflànt 
donc  pas  entièrement  , on  conclura  que  le  Point  , dont 
l’abfciflè  & l’ordonnée  (ont  a , cft  bien  un  Point  de  la 
Courbe  , mais  un  Point  fimple. 

On  demande  la  nature  du  Point  dont  Pabfciflè  cft 
- — a & l’ordonnée  a. 

Ces  valeurs  fubftituées  dans  l’équation  propofee  la  ré- 
duifent  à a*  + a* — 4 a* — 2a* — 2a*  4 Xa*  4 4*’ — • 

84’  + 2a 4 , c’eft-à-dire , à zéro.  Donc  ce  Point  eft  un 
de  ceux  de  la  Courbe. 

Ces  mêmes  valeurs  fubftituées  dans  le  premier  Rang 
de  la  transformée  le  changent  en  (4 a' — 124’  — 4 a'  4» 

1 6a ’ 4 4*’  — 84*  ) u 4-  ( — 44’  4 24*  4 6a' 4 a'  ) z , 

ou  (o)  u+  (o)z.  Ce  Rang  s’évanouiflànt  fait  voir  que 
le  Point , dont  Pabfciflè  eft  — 4 & l’ordonnée  a , cft  un 
Point  multiple. 

On  cherchera  le  degré  de  fâ  multiplicité  en  calculant 
le  fécond  Rang.  On  trouve  ( 6yy  — 1 2ay+  2ax  4 84:)«* 

4(4 ay  — 4 44  ) uz  4 ( 6xx  4 6ax  ) zz , ou , mettant  toû- 
jours  — 4 pour  x & 4 a pour  y , ( 6aa — 1 244  — 244 

4 844  ) uu  4 (4^4 444)  uz  4 ( 644  — 644  ) zz  , c’eft- 

à-dire,  (o)»«+(o)*z  + (o)zz. 

Le  Point  propofé  eft  donc  plus  que  double , & on  cherchera 

le 
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le  troiftéme  Rang.  C’cft  (4 y — 4*)*’  4 (la^uuz  pl.xvil 
+ ( o ) uzz  4-  ( 4X  4-  2a  ) z'  : dont  aucune  fubftitution  ne 
peut  faire  difparoitre  le  terme  unz  , qui  a pour  coefficient 
2 a.  Le  troifiéme  Rang  ne  s’évanouît  donc  pas  dans  la 
transformée  ; mais  étant  le  plus  bas  Rang  , il  fait  voir  que 
le  Point , fur  lequel  on  a porté  l’Origine  , eft  un  Point 
triple. 

On  peut  s’aflurer  de  ceci  en  continuant  le  Calcul  de  la 
transformation.  Le  voici  en  entier 

y*  -H  4 *yl  4*24XI*  4-  2AX>  4-8-*:jy2 ^a'yx  — 84*y+2a* 

4°>  O.q.,  J:  O,  2-1,  O:  J , 2:0,  I : I , I .*0,0:0 

■+-rAyi—i2*y1+4«yx-\-l6a=y~$Sx-%Al)u  -f- aÿ+6ax:-^aly)z 
J:o,  î : o,  j.-j , J.o  o:  , , o:0  o:J  , §:o,  o:|,J:o 

+ ( 6Xf  — >2 *y  4- 2ax  4-  844  ) uu  4-  ( ^ ZI  1“  ) «*  4-  ( 6xx  4.  6ax  ) zi 
ï-o,  }.o,  o.},  o.o,  j-‘Oi  0.0  d:*,  o.} 

4(4? — 4#)»,4(’1|)««4  (o)«î.ï.4-f  4*4-2  a)  z1 
1 . 

J.0 , 0:0 , 0.  0 o ••  J , 0:0 

( 1 ) «+4'  ( ° ) u z 4-(o ) u:z* 4~  (o) «î.'  4*  ( 1 ) 

La  fubftitution  de  — a à x & de  4.à  y , qui  ne  laifle  , 
comme  on  a vû , fubfifter  que  les  deux  derniers  Rangs , 
les  réduit  à iauuz  — 2az'  4 «+4z4=o  , qui  eft  l’é- 
quation de  la  Courbe  rélative  .à  l’Origine  placée  fur  le 
Point  triple. 

Cette  équation',  réfoluë  comme  une  équation  du  fé- 
cond degré  , manifefte  quatre  racines  u = rfc  v/'(  — a x 
±zy^(44  + 24Z  — z z X)  , & donne  cette  Conftruâion. 

Du  point  C,  avec  un  raïon  C A=za\/  2 , on  décrira  un  ,lï- 
Cercle  : on  mènera  deux  diamètres  parallèles  aux  coor- 
données fuppofées  perpendiculaires  l’une  à l’autre , & on 

Ggg  $ prendra 
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Pl.xvii.  prendra  pour  Origine  le  point  A déterminé  par  le  raïon  Cn.x. 
CA,  qui  coupe  en  deux  egalement  les  angles  des  coor-  «7ü 
données  de  différents  fignes.  A chaque  ablciffe  comme 
AF,  on  donnera  des  ordonnées  PM,  PA/,  moyennes 
proportioncllcs  entre  l’abfciflë  A P & l’ordonnée  du  Cer- 
cle PN.  Puifque  AC  = 4 y/  2 , on  -aura  AB  =BC===<*. 
Nommant  donc  AP,  z , & P M , » , on  aura  C O = B P 
— AP  — AB  — z — a,  & ON  = v'(CNî  — COI)  = 
y/(2aa — aa^rzai  — zz  ) = \Z^a  + 2az — zz)  , & PN 
= ON — PO  = — a Hb  >/ (aa  4*  zaz — zz).  Donc 
• PM[«],  moyenne  proportionelle  entre  AP  [z]  & PN 

[ — a +\/(aa  2az  — zz)],cft  égale  à \/( — a z 4* 
Zy'(<ï4  4-24Z  — zz)).  • 

Du  côté  des  abfciffes  pofitives , cette  Courbe  n’a  que 
deux  Branches  AMD,  AA/D;  parce  que  la  moyenne  pro- 
portionclle  entre  l’ablciflc  AP  pofuive  & l’ordonnée  PA7 
négative  , eft  imaginaire.  Et  on  le  voit  clairement  dans 
l’équation  : car  les  racines  — 4z — z yj^aa^-iaz 
— zz))  ne  peuvent  être  qu’imaginaires;  ce  qui  eft  fous 
le  fignfc  radical  étant  négatif,  quand  z cil  pofitive.  Mais 
du  côté  des  abfciffes  négatives , la  Courbe  a quatre  Bran- 
ches Ame,  Awe,  Ame,  Ame\  parce  que  , z étant  né- 
gative , les  racines  v/(  — az  z \/(  aa  + zaz  — zz  ) ) 
qui  deviennent  ±é(<»J+z\/(^  — iaz  — zz)),  font 
toutes  quatre  réelles,  tant  que  z <a^ 2 — a fr=BE  — 

B A — AË]. 

Ainfi  la  Courbe  reprélcntée  par  l’éq  : «4  + 2 auuz  -+• 
z+  — 24Z1  =0  eft  une  efpèce  de  Trefle,  qui  a un  Point 
triple  en  A . L’éq  : y4  >-p  — 4 rfy’  ►P  2 ayyx  2 a x1  + 

2 aayy — 4 aayx  — 8 a'y  244  = o représente  la  même 
Courbe,  en  prenant  l’Origine  fur  le  centre  C du  Cercle 
générateur.  Auffi  a-tron  trouvé  que  le  Point  A,  qui  a 
l’ordonnée  CB  = 4,  & l’abfciffe  BA  = — a , eft  un 
Point  triple  : que  le  point  D , qui  a l’ordonnée  CB  = 4 , 
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Ch.  x.’  & l’abfcifle  BD  = /*,  eft  un  Point  (impie  : & que  le  point  PlXVIB 
*.  >7*«  B,  qui  a l’ordonnée  CB  = a,  & l’ablciflè  —o,  n’eft  pas 
meme  un  Point  de  l«  Courbe. 

172.  Si  le  Point  propofé  fe  trouve  (ur  l’Axe  des  ab£ 
ciflfes  ou  des  ordonnées  , ailleurs  qu’à  l’Origine  ; le  cal- 
cul fera  plus  abrégé  , puifqu’il  s’agit  feulement  de  fubfti- 
tuer  m+  z à x,  ou  » + « à y,  pour  porter  l’Origine  fur 
le  Point  aflîgné  [ §.  as]:  ce  qui  fe  fait  commodément  par 
la  voye  indiquée  au  §.  28.  Car  fi  on  ordonne,  l’équation 
par  x , lorlqu’il  faut  fubftituer  à y ; ou  par  y , lorfqu’il 
faut  fubftituer  à x;  les  termes  & les  Rangs  de  la  transfor- 
mée fe  trouveront  fi  bien  rangés  qu’il  fera  facile  de  pouf, 
fer  le  calcul  feulement  julqu’au  point  qui  eft  necefTaire. 

Exemple.  On  propofe  l’e'q:/* — 2 x1y1  -f-  x* 

6axy*  — 7 ax'  — 4 aayy  4*  1 8 aaxx 20 a'x  +8  a*  = o , 

& l’on  demande  la  nature  du  Point  qui  eft  fitué  fur  l’Axe 
des  abfeifies  à la  diftance  2 a de  l’Origine  , c’eft-à-dire  , 
du  Point  dont  l’abfciffe  eft  2/t,  & l’ordonnée  o. 

Il  s’agit  , pour  porter  l’Origine  fur  le  Point  propofe 
de  fubftituer  24  + 2 à on  ordonnera  donc  l’équatiou 
par  y , 

y^+^x1  ^6ax-jtaa')  yy  4*  (x*-yax,+  iSa/txx-2ca,x+Sa*') 

Le  dernier  terme  eft  celui  qui  , dans  la  transformée , oc- 
cupera la  Pointe.  Il  faut  donc  voir  ce  qu’il  devient  quand 
x devient  2 a.  Comme  il  fe  réduit  à.,  16  a*  — 5 6 a*  4< 

* 72 a* 40 a*  + Sa*,  c’eft-à-dire- à o;  on  voit  déjà  que 

le  Point  aflîgné  eft  un-  des  Points  de  la  Courbe. 

Enfuite  puifque  te-  terme  y manque  dans  la  propofée  , 
il  manquera  auJfi  dans  la  transformée.  Il  fuffit  donc,  pour 
favoir  fi  le  prémier  Rang  fubfifte  ou  s’évanouît  , de  cher- 
cher le  terme  z.  En  voici  le  calcul 

> - y*  -frv 
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Pi.XYM.  y*+Ç-2Xl  >i*6sx-4*a)yy  +(x*-7ax,^i  8a'x'-2oa'x-i-$a*  ) 

• 4 3 2 10 

T 

+ (45c'—  2iax‘*{< i6ét’x — 2c a'  )z 

La  fubftitution  de  ta  à x dans  le  coefficient  de  z le  ré- 
duit à %2a'  — 84*»*  4.  72 a'  — 20a' , ou  o.  Donc  le 
premier  Rang  manque  entièrement  dans  la  transformée. 
Ainfi  le  Point  propole  eft  un  Point  multiple. 

On  cherchera  le  fécond  Rang  , qui  a les  trois  termes 
yy  , yz  , zz.  Le  coefficient  de  yy  eft  — 2X1  4*  6ax  — 4 aa, 
que  la  fubftitution  de  2a  à x rend  — 8*+-f-  12a* — 4a* 
= o . Le  coefficient  de  y z eft  auffi  o , puifque  le  terme 
y , dont  le  coefficient  devroit  produire  celui  de  yz  , man- 
que dans  la  propoféc.  Il  fuffit  donc  de  chercher  le  coef- 
ficient de  zz  en  continuant  Je  calcul  commence'. 

►P  (4*’  — 214X1  + i6*'x  — 2oa')g 
i i i o 

4<  (6anc— -21  ax 4-  1 8***)  zz 

2 a écrit  au  lieu  de  x dans  ce  coëfficiAit  6xx — 21-rx 

4-*  1 8 le  réduit  à 24/M 42  aa  4-  1 S aa  , ou  o . Ainfi 

le  fécond  Rang  dilparoit , & par  conféquent  le  Point  alfi- 
gné  eft  plus  que  double. 

S’il  eft  plus  que  triple , les  coefficients  des  termes  y'  , 
yy  z > yzz  , z‘  , du  troisième  Rang  feront  tous  zéro.  Ce- 
lui de  y'  eft  o , puifque  ce  terme  manque  dans  la  propo- 
fce.  Mais  celui  de^'s,  qui  eft  — 4x4.6/*,  en  écrivant 
2 a pour  x,  fè  réduit  à — 2 a.  Donc  le  troifiéme  Rang 
fubfifte , & fans  aller  plus  loin  , on-  peut  affirmer  que  le 
Point  propofé  eft  un  Point  triple. 

Mais  fi,  par  curiofité,  on  achève  la  transformation, 

y*  4r* 


Ch  X. 
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Cu.  X.  /+(-2xl+6*x  - 4 ad)yy  *f«  (x+-74x’+ 1 8 4*x*-  20a*x+îa*  ) PuXYri. 
S*  »7*î  210  4 ? * 10 

+ ( — 4X  + Ô4 ) JjyZ  ■+•  (4*‘—  2 « «*+} 64‘x— 2041  ) a 

i O i i i O 

•> 

— iyyzz  41  ( 6xx  — 2 1 ax  4-  1 844  ) zz 


+ (4* — 74)4* 

I A • 


+ ** 

on  trouvera  que  l'equat^n  de  la  Courbe  l'Origine  e'tant 
portée  fur  le  Point  triple , eft  y*  — sayyz  — 2ylzl  ►£<  ai* 

+ z’=o.  Cette  équation  a quatre  racines  y = zfc  V(.at 
4<  zz±z^(*a+  az  ))  qu’on  peut  conftruirc  ainfi.  Avec 
un  Paramétre  =4,  pn  décrira  la  Parabole  NB#,  dont  rig.nt. 
BA  foit  la  dernière  direction  : & prenant  PabfcifTe  BA  éga- 
le au  Paramétre  , on  aura  les  ordonnées  A c , AC  aufli 
égales  au  Paramétre.  On  mènera  la  Droite  BC  qui  achè- 
ve le  triangle  ifolcèle  BAC  , & prenant  le  point  A pour 
l’Origine  , on  donnera  à chaque  abfciflê  AP[z]  des  or- 
données PM  , PAf  [y]  & PM,  PA/[ — y]  égales  aux 
moyennes  proportionelles  entre  l'abfcifie  AP  & les  parties 
QN , QJf , comprifes  entre  la  Droite  BCQ^,  & la  Pa- 
rabole Nfc#. 

Car,  puifque  AP=z  , BP  [ = AB  4«  AP]  = 4 + z, 

&,  par  la  nature  de  la  Parabole,  PN  = /(44  + 4z). 

De  plus  P Qj  = BP]  =4+ z.  Donc  Q.N  = 4 + z -f- 
v'C  44+4Z  ) , & QN=s  + z — v/(  **  + *2)  • Ainfi  PM, 
ou  PA/[jy],  moyenne  proportionelle  entre  AP  & Q^N  , 
ou  Q N,  eft  ==,±:v/(^+zz:±::zv'(44  + 4z)). 

Il  paroit , par  cette  conftru&ion  , que  la  Courbe , du 

Intrtd.À  rAntlyfe  des  Lignes  Courbes.  H h.h  côté 
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Px.xvH . côté  des  abfciflcs  négatives,  n’a  que  deux  Branches  A ni  B,  Ch.x. 

AwB  , qui  font  une  Feuille,  Si  dont  les  ordonnées  pm,  5-  »7*- 
p m font  moyennes  proportionelles  entre  l’abfciflê  négative 
A p , Si  la  partie  q n interceptée  négative  entre  la  Droite 
BC  & la  Parabole  B n C . Ces  Branches  font  rcprélèntées 
par  les  racines  =t=  v'C  az  +ZZ — zy/(aa  4-  zz)  ),  ou,  z 
étant  négative  , ^=1/  ( — az  + z z + 7,  y/  ( aa  + zz)). 

Les  deux  autres  Branches , qyç  rcprélcnteroicnt  les  racines 
r±r  v/(  az  zz  + z \/ (aa  4*  zz  ) ) , ou  , z étant  négative  , 

— v/( — *z  4-  zz  — z VX  aa  4*  zz  ) ) font  imaginaires  ; 
le  Calcul  démontrant  aifèment  que  la  grandeur  fous  le 
figne  radical  cft  négative  ou  imaginaire  : d’ailleurs  la 
moyenne  propQrtionelle  entre  abicillè  négative  Ap  , 

& une  interceptée  pofitivç  q»,lrc  peut  ctre  qu’imaginai- 
re. Mais  , du  côté  des  abicifl'es  pofttives , la  Courbe  a 
quatre  Branches,  dont  deux  AA/,  AA/  font  la  continua- 
tion des  deux  Branches  Am,  A >» , exprimées  par  les  ra- 
cines -±zy/(az  + zz — z yX aa  + az  ) ) , & dont  les  ordon- 
nées PA/,  PA/  font  moyennes  proportionelles  entre  AP 
Si  QN.  Les  deux  autres  Branches  AM,  AM  font  repre- 
fentées  parles  racines  rfcv/(*z-4-zz  + zv/(tf'*  + 4*))î> 
qui , du  côté  négatif,  font  imaginaires  , & leurs  ordon- 
nées PM,  PM  font  moyennes  proportionelles  entre  AP 
Si  QN . Le  Point  A , où  fe  coupent  les  trois  Branches 
mAA/,  w*AA/,  MAM  eft  donc  un  Point  triple,  comme 
le  Calcul  l’a  fait  voir. 

17  j.  Les  principes  établis  dans  les  § §.  précéd. 
donnent  la  Solution  dç  ce  Problème  : L’équation  d’une 
Courbe  e*tant  donnée  , trouver  fi  cette  Courbe  a des 
Points  multiples,  quels  ils  font,  Si  où'ils  font*? 

Pour  trouver  les  Points  doybles,  on  procédera  comme 

fi  on  • . 

* Ufage  àtJA,iAÏ.  pag.  258. 
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Ck.  X.  fi  otl  vduloit  transformer  l'équation  en  fubffituànt  [§.171]  pL  xvij- 
5-  j7j-  x + z à x,  & y-j~«  à 7;  mais  on  n’ira  pas  plus  loin  que 
la  fécondé  Ligne  , qui  donne  les  termes  tt  St  z . On  éga- 
lera leurs  coefficients  à zéro  , ce  qui , avec  l’équation  pro- 
polée,  fait  trois  équations. 

Pour  connoitre  les  Points  triples , on  joindra  aux  trois 
équations,  qui  donnent  les  Points  doubles  , celles  qui  naif* 
lent  en  égalant  à zéro  les  coefficients  de  uu,  «z,  & z*. 

Et  pour  cet  effet,  il  faudra  pouffer  le  Calcul  de. la  trans- 
formation julqu’à  la  troificme  Ligne. 

On  trouvera  de  même  les  Points  quadruples  , en  for- 
mant , outre  les  fix  équations  précédentes , les  quatre  que 
donnent  les  coefficients  de  u ‘ , u:z,  uzz , z'  égalés  à zéro. 

Et  ainfi  de  fuite. 

De  forte  que  comme  on  a 3,6,  10,  15  , ou  &c. 
équations  pour  déterminer  deux  inconnues  x , y , le  Pro- 
blème eft  plus  que  déterminé  ; & fera  fouvent  impolïible  : 
parce  qu’il  le  peut  fort  bien  que  la  Courbe  propofée  n]aic 
aucun  Point  multiple  , ou  du  moins  aucun  Point  de  la 
multiplicité  qu’on  luppofe. 

L’Anityfe  fournit  les  Régies  nécefiâires  pour  détermi- 
ner ces  inconnues  au  moyen  de  tant  d’équations  , Iorlquc 
leurs  valeurs  font  réelles.  Ce  qu’il  y a de  plus  fimple  , 
c’eft  de  voir  d’abord  fi  la  Courbe  a quelques  Points  mul- 
• tiples.  On  les  trouvera  en  combinant  trois  équations  , (ç. 
la  propofée  & les  deux  que  donnent  les  coefficients  de  u 
& de  z égalés  à zéro.  S’il  paroit  par-là  que  la  Courbe  a 
des  Points  multiples , on  cherche»  le  degré  de  leur  multi- 
plicité par  les  Régies  des  § §.  170,  ou  1 7 1 . 

Or  pour  combiner  enfemble  les  trois  équations  indi- 
quées , on  cherchera  la  valeur  d’ x ou  d’jy  par  l’équation 
la  plus  commode  des  trois  ; on  fubffituera  cette  valeur 
dans  les  deux  autres  ; & on  cherchera  les  racines  commu- 
nes à ces  deux  équations.  Elles  donneront  les  valeurs  d’x 

Hhh  2 ou 
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f.  yvII.  ou  A' y qui  repondent  aux  Points  multiples.  Mais  fi  ces  C|lX_ 

équations  n’ont  aucune  racine  commune , ou  fi  elles  me-  §.  iy\.  » 
nent  à quelque  abfurdité , le  Problème  eft  impoflible , & la 
Courbe  n’a  aucun  Point  multiple. 

Exemple  1’  On  demande  fi  la  Courbe  reprélèntée 
li°‘  par  l’éq  : xxy  + xyy  — a'  =o  a quelques  Points  mul- 
tiples ? 

On  calculera  le  prémier  Rang  de  la  transformée  qui 
naît  de  la  fubftitution  de  x+z  àx,  & de  ^4-#  ky.  Ce 
Rang  eft  (xx  + 2 xy')»  *b(2xy-\-yy')z.  On  aura  donc 
trois  équations  à remplir,  i°.  la  propofée,  2*.  le  coeffi- 
cient à'  u égalé  à zéro,  30.  le  coefficient  de  z égalé  aufli 
• à zéro. 

1 °.xxy>{‘xyy — a'=o.  2°.xwf- 2xy  = o.  3*. 2xy>+<yy  = o. 

La  3e.  donne  jv  = o,  ou  y = — 2x.  Zéro  fubfti- 
tué  pour  y dans  la  te.  donne  — a ' = o : ce  qui  eft  ab- 
' furde  , puifque  a eft  une  grandeur  donnée.  Et  — 2 x 
fubftitué  pour  y dans  la  2e,  la  réduit  à xx — 4xx  = o, 
ou  — 3xx==o,  c’eft-à-dire,  x = ot  valeur  qui  fubfti- 
tuée  dans  la  tc.  donne  aufli  — a'  =0:  ce  qureft  abfur- 
de.  Il  eft  donc  impoflible  de  trouver  des  valeurs  d’^  & 
d’x , qui  (àtisfaftent  aux  3 équations  à remplir.  Ainfi  la 
Courbe  n’a  aucun  Point  multiple.  . 

Exemple  II  On  propolè  I’éq  : x1^1  — aaxy*  ►P 
a*yy  4<  aaxy  — a' y + mxx  = o : & l’on  demande  fi  la 
Courbe  qu’elle  rcprélèntff  a quelques  Points  multiples. 

Le  prémier  Rang  de  la  transformée  étant  ( 2 x'y  — 

• 4 axy  4-  2 aay  + aax  — a%  ) u ►P  ( 2 xyy 2 ayy  + aay 

2 aax')  7,  y on  a ces  trois  équations  à remplir. 

1 *.  x‘jrl 2axyy  -f-  aayy  4e  aa*) a'y  + **xx 

ou  (x  — a)1  yy + {xrr- a}  a'y  ==  o. 

2e.2Xly 
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2°.  2 x 'y — 4 axy  + 2 aay  + aax  — /»*  , 
ou  (x — <*)12^'  + CX  — *)*a  = o 
3°.  2xyy  — 2 ayy+aay  *{*  2 aax=o . 

La  fcconde  le  peut  divifer  par  x — a , & le  quotient  eft 
2 xy  — 2ay  +aa.  Elle  a donc  ces  deux  racines  x = a , 

& y = - . a— — r . En  fubrtituant  a pour  x dans  la  pro- 
J 2(a  — x)  y F 

poféc  on  la  réduit  à <*4  = o,  ce  qui  eft  abfurde  : cette 

racine  ne  donne  donc  aucun  Point  multiple.  De  même, 

fl  fl 

fubrtituant  ^ pour  y dans  la  propofée  , elle  le  ré- 

duit à — i**  *i<  a a x x z=z  o,  ou  x = £*.  Donc  y 

T = —a = ] = a . Mais  ces  valeurs  fubftituées  dans 

L a(i» — x)J 

la  3e.  équation,  donnent  *'  — 2a’  a'  4* *%  =o  , ou 
*’  = o , ce  qui  eft  encore  abfurde.  Cette  racine  auflï  ne 
donne  donc  aucun  Point  multiple.  Ainfi  la  Courbe  n’en 
a aucun. 


r^xvifc 


Et  c’eft  ce  que  fait  voir  là  conftruélion.  Ayant  décrit 
du  centre  C,  avec  un  raïon  CA  = Î<»,  un  Cercle  dont  ***•  ***' 
on  mène  la  Tangente  A B = a ; on  prendra  fur  cette 
Tangente  une  abtciftè  AP  = x , & on  lui  donnera  l’or- 
donnée PM  [y]  , égale  à la  droite  A (^retranchée  de 
l’Axe  des  ordonnées  par  la  droite  B qui  , partant  du 
Point  fixe  B , parte  par  le  Point  N où  P M rencontre  la 
circonférence  du  Cercle.  Car  les  triangles  femblables  BAQ, 

BPN  donnent  B A [ a ] : A ou  PM  [_y  ] = BP  [ a — x V 
PN[i<*  — — **)  parla  nature  du  CercleJ- 

Donc  i a a — 4 y'  ( | « — xx)  = a y — xy  ; ce  qui  , 
tranfpolànt , quarrant  , &c.  revient  à l'équation  propofée 
xxyl  — 2axyl  ►£<  aayy  — saxy  + aaxx  — a' y sss  o. 


Hhh  3 


Extm- 


4J0  DES  POINTS  .MULTIPLES, 

Pi  x/N.  Excmph  III.  H s’agit  de  la  Courbe  repréfcntée  c“  *• 
par  l’éq  : y*  •+>  4 a y'  «41  2 ylxl  + 4 ayxx — g a' y + x* — ’17 

4 a’x'  <4-  8a'x — 84+  = o.  On  demande  fi  elle  a quelque 
Point  multiple.? 

On  commencera  le  Calcul  de  la  transformation  nécef- 
(aire  pour  porter  l’Origine  (ur  un  point  quelconque.  Le 
premier  Rang  fera 

(4  y'+  1 2 af  «41  4_yx*  *r,44îcx — 8*‘  ) u *4*  ( 4 yyx  + 8 ayx 
•41  4^’  — 8 aax  + 8 41  ) z , 
de  forte  que  les  trois  équations  qu’on  a à remplir , font 

1 y *-{-4 ap  <4" 2)yxx-\-\ayxx-8a'  y*\<x* -yaaxx-±-8a'  x-fta'z^o 

g0. 4^,»4  1 24/*4*4pcx>4,4'fxx — 84^0,  ou  prenant  le  quart, 
y'  «4  ïasy  +jy**  + axx — 2a'  = o 
g8.  ^yyx+Zayx  q-.pc’ — 8aax  + 8a'  z=o,  ou  prenant  auflî  le 
yyx-{.  24)3C+  x' — - iaax  «41  2a'  = o • quart, 


La  2e.  de  ces  équations  fc  divilè  par  y ►P'1  » & donne  au 
quotient  y y -f-  2a\  — 244  + xx.  Elle  a donc  ces  deux  ra- 
cines y= — 4,  & xxz=.2  aa — 2 ay — yy.  Cette  va- 
leur d’xx,  fubftituéc  dans  la  ge.  équation,  la  réduit  h’yyx 

+ 2ayx  + iaax 2ayx — yy* 2 aax  ►f  24*  = o , ou 

2a'  — * o , cc  qui  cft  abfurde.  Ainfi  cette  racine  ne  don- 
ne aucun  Point  multiple.  Il  n’en  eft  pas  de  même  de  la 
racine  y — — a.  Cette  valeur  fubltituée  dans  la  ic.  & 
dans  la  ge.  équation,  les  réduit  à x* — 6 a ax  x + 8 a' x 

-a*=o,  & x’  — g***-*- 2*’ =0.  Pour  avoir  les 

racines  communes  à ces  deux  équations  , on  divifera  l’une 
par  l’autre,  & le  refte  — %aa  (xx — 2 ax  + a a ) , divifant 
la  (èconde  , fera  le  divifeur  commun.  Sa  racine  unique 
eft  x — 4=0.  On  examinera  donc , fi  les  valeurs  xr=ra, 
y — — a fatisfont  aux  trois  équations  qu’on  a à remplir. 
Et  comme  elles  fatisfont,  on  cft  (ür  que  la  Courbe  a un 
Point  multiple,  (ç.  celui  dont  l’ablcifie  cft  a & l’ordon- 
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Ce  Point  n’eft  que  double.  Car  fi  on  paflê  à calculer  Pi.xytl 
le  fécond  Rang  , on  trouve  d’abord  ( <5  y y + 124  y + 

2 xx  ) a u t ou,  mettant  • — a pour  y & a pour  a-  , 

( — 4 <*</)»«;  ce  qui  fait  voir  que  le  Iccond  Rang  ne 
difparoit  pas. 

Mais  fi  on  achève  le  Calcul  , on  trouvera  pour  l’é- 
quation de  la  Courbe,  relative  à l’Origine  portée  fur  le 
Point  double  , «'*  4-  4 amtz  znhlz  + 4«i‘ 


*-p  z*  z=z  o. 

Cette  Courbe  fe  peut  décrire  en  faifànt  rouler  un  Cer- 
cle autour  d’un  autre  Cercle  égal.  Soit  AEA  un  Cercle 
décrit  du  centre  C , avec  le  raïon  C A = a . Si  l’on  fait 
rouler  autour  de  lui  un  Cercle  égal  ME M;  chaque  Point 
de  fa  circonférence  , comme  M , décrira  une  Courbe 
A M M A . Soit  A le  point  de  la  circonférence  fixe  fur 
lequel  étoit  appliqué  le  point  M,  dans  la  première  pofition 
du  Cercle  mobile.  De  là,  fuppofons  qu’en  roulant  il  ait 
palTé  dans  la  pofition  MEM.  Donc  l’arc  EM,  qui  a été 
appliqué  fur  l’arc  EA  , lui  fera  égal.  Ainfi  les  angles 
ACE,  MDE  font  égaux,  & le  Triangle  CDF  elt  ifofcèle , 
auffi  bien  que  A F M.  Par  conféquent  A M & C D font 
parallèles.  Donc  A H , perpendiculaire  fur  CD,  eft  pa- 
rallèle à EG,  qui  lui  elt  auffi  perpendiculaire  , & EH  ert 
égale  à A G , moitié  de  A M.  De  plus , les  triangles  rec- 
tangles AC  H,  CEI  font  femblables,  & même  égaux  , 
leurs  hypothénufès  A G-,  C E étant  égales.  Donc  C H & 
C I font  égales.  Cela  pofé , foit  l’ablcifTe  APrrz,  l’or- 
donnée P M = u . Donc  A M = y'  ( AP*  + P M1  ) = 
v/(z^4 -w).  Le  raïon  C A eft  ==*.  Soit  Cl^CH 
*=?/.  Donc  EH  = AG^a  — r,  & *AG[*<*-~ 

— AM  [ Ainfi  s=s=a-^ 

De  plus,  les  triangles  femblables  CJE1,  AMP  donnent  CE 
[ a ] : C I [ s ou  a %z  4*  uu  >]  = A M [ VX  ZZ.+**)]; 
AP  [z].  Donc  4s:5^«v/(z.S‘f  ï(z2-P"«)j 
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pocyii.  ou  2az  4 zz  +uu  ==24  \/  ( zz  4 "«  ) » & quarrant  \aazt  Ch.x. 
44  az'  4 z++4  azuu  4 2 zzau  + w4  = 444ZZ  +4  aauu } 5-  »7JJ 
foie  «+  4 2zzuu  4 z*  4 4*uuz  4 4 az'  —4 aauu  — o. 

Exemple  I E*.  On  demande  quels  Points  multiples 
a la  Courbe  reprélèntée  par  l’éq:  x*—ay'-i~2ax‘y+ ^ax' 

4 3 aayy  4 4 aaxy  4 4 aaxx  — a'y~o. 

Le  premier  Rang  de  la  transformée  qui  refaite  de  la 
fubftitution  de  ^>4*  à & dex  + z à x , eft  ( — 3 ayy 
4 2 ax*  + 6 aay  4 4 aax  — a'  ) u 4 ( 4^'  4 4 *xy  4-  • 24xx 
4 4 44/  4 8 aax  ) z . On  a donc  à remplir  ces  trois  équa- 
tions , 

i*.  x'-ay'  4 2 axxy+^ax  ' 4-  3 aayy  4 ^aaxy+^aaxx — u'y~  o 

2e.  — iayy  4 saxx  4 6*ay  4 4 aax a'  — ; o 

3e.  4X*  4 4<*xy  4*  1 2axx-\~4aay  4 8 aax  =s  o 

La  3e.  eft  divifible  par  4x44 a , & donne  au  quotient 
xx  4 2ax 4 »y . Elle  a donc  deux  racines  4x444=0, 

_ XX42  ax 

ou  x = — a y & xx  4 zax  4 ay  =±=0 , ou  y — — • 

Si  on  fubftitue  — a pour  x dans  la  2e.  on  aura  — 3 ayy 
+ 6aay-~-  3 «’  = o,  ou  — 3 a (a — y)1—  o , foit  y 

— a.  Ces  valeurs  de  x,  & de  y , miles  dans  la  ie. 

équation  rendent  fon  premier  membre  égal  à zéro.  Donc 
la  Courbe  a un  Point  multiple,  qui  a pour  ablcifle  — a & 
pour  ordonnée  4 a . Mais  il  fou*  examiner  fi  l’autre  raci- 
ne Q-gn  fournit  point  d’autres.  Cette 

valeur  d 'y  fubftituée  dans  la  Ie.  & 2e.  équations  les  chan- 
ge en  (x6  4 64X*  4 I4<#IX4  4 1 6x’x‘4  944x*  4 2a' x):  aa 

— o & ( 35e4  4 * 2ax 1 4 1 6aaxx  4 8<*’x  4 a 4 ):  a~o.  Di- 
vifant  celle-là  par  celle-ci , le  refte  eft  — ) a*  ( xx  4 2ax 
►{•«),  qui,  égalé  à zéro  , donne  x=  — a.  C’eft  la 
même  valeur  qu’on  a déjà  trouvée  , & qui , fubftituée 

. * dans 
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dans  y — — — 2aX  donne  y=^a.  Ainfi  cette  leçon-  ^y^1* 

de  racine  de  la  $c.  équation' ne  donne  pas  d’autre  Points 
multiples  que  la  première. 

On  connoitra  le  degré  de  fa  multiplicité  en  continuant 
le  calcul  de  la  transformation.  Le  fécond  Rang  efi  ( — $ ay 

%aa)  au  ( 4 ax  + 2 aa  ) a z 4*  ( (S  xx  + 2 ay  4"  1 2 ax  4* 
4<w)zz,  où,  mettant  - — a pour  x & pour  y , tous 
les  termes  s’évanouiflènt.  Donc  le  Point  elt  plus  que 
double.  Mais  fi  on  cherche  le  troifiémc  Rang  , on  aura 
d’abord  ( — a)  a*  ; ce  qui  montre  que  ce  Rang  (uLfille  , 

& que  , par  conféquent  , le  Point  cherché  elt  un  Point 
triple. 

L’Origine  étant  portée  fur  ce  Point , l’équation  de  la 
Courbe  le  réduit  à z*-h2ar/zz — au'  = o>  qui  a quatre 

racines  z = r±=v/( auz±=a\/(aa  + aa)) , &,  qui  fe 

peut  conftruire  ainfi.  Ayant  décrit  , avec  un  Paramétre  T3i* 
= a , la  Parabole  N C N , dont  l’Axe  des  ordonnées  cft 
CQj  on  prendra  fur  cette  Courbe  le  point  A , dont 
l’ordonnée  CB  & l’ablcifie  B A font  toutes  deux  égales  à 
a.  Ce  Point  A étant  pris  pour  l’Origine  , on  mènera  la 
Ligne  des  ordonnées  PAp  parallèle  à CB  , & on  don- 
nera à chaque  ordonnée  AP  [«]  des  aLlcides  PM  [z] 

& P M[ — z]  , moyennes  proportionellcs  entre  AP 
& PN.  Car,  puilque  A P*  [ » ] — B Q^,  CQj=CB  + 
BQ==*  + «,  & QN  , par  la  nature  de  la  Parabole, 

= y/  ( aa  + au).  Donc  PN  =: — a r±zy/ (aa  + au). 

Ainfi  P M , moyenne  proportionelle  entre  AP  & PN  cft 
— ±é( a a rfc:  a y/  ( aa  -p  au  ) ) . 

Du  côte  des  ordonnées  pofitives , la  Courbe  n’a  que 
deux  Branches  infinies  A M , A A/,  parce  que  des  qua- 
tre racines  ± y/ ( — auzsz.  u \J  (aa  au))  les  deux 

±é( — au u^(aa^au))  font  imaginaires,  & 

parce , auffi , qu’on  ne  prend  pas  une  moyenne  propor- 
Introà,  à l'Analyfe  des  Lignes  Courbes.  1 i i tioncllc 
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Pi  anche  tioncllc  entre  une  grandeur  pofitivc  AP  & une  négative  Ch.  x. 
xviii.  PAT.  Mais  du  côte'  des  ordonnées  négatives,  la  Courbe  ,7** 
a deux  feuilles  A mm,  Amtn,  qui  le  nouent  en  A & y 
font  un  Point  triple. 

Exemple  . On  demande  fi  la  Courbe  repréfentée 
par  l’éq  : i e.  a quelque  Point  multiple? 

En  lübllituant  dans  cette  équation  y + n à & x + z 
à x , on  trouvera  que  les  coefficients  de  « & de  z dans 
le  premier  Rang , égalés  à zéro  , donnent  les  équations 
a',  & 3e. 


i c.  y**{»yyxx — 8 ay' — 4 ayyx  — 44)xx+ 1 Oaayy- f-i  6dayx 

+5  aaxx 1 2a' y — 144** ^a*=^=o. 

2 e.  4 jy1 +2  yxx — 2/\ayy üayx — 4 axx  +3  844)4- 1 6aax 

1 2 a'  =0. 

3 e.  2yyx  — 4 ayy S/iyx  + 1 6aay  4- 1 caax  — 1 44  '=  o. 


Cette  $e.  équation  donne  * = 2— — —a,  & 

yy  — 44)-+  544 

cette  valeur  fubflituée  dans  les  deux  autres  transforme  la 

1e.  en  y' — \6ay7  + 105  a'y* — ^6^a'y' + 6^ia*y* 

608 4’/  — 8c44y  + 5764^- — 3204s=:o,  & la  2e.  en 
s y7  — 28  a y6  + 1 63  a' y'  — 5 xoa'p  + 904  a*y'  — 848  a' y* 
+ 3 04  4e)-  + 32  4 7 ==  o . Ôn  cherchera  les  racines  com- 
munes à ces  deux  équations , en  cherchant  leur  commun 
divifeur.  Si  on  divile  la  ie.  par  la  2e.  on  trouvera  pour 
le  refte  — 9 (y*  — i24jy‘  + 644y+ — xôoa'y'  + 2^ca*ÿ‘ 
— 19a  4S  y + 644*  ) , & ce  prémicr  relie  divifànt  la  2 e. 
équation  donne  un  fécond  relie  — (5 y'  — 50  ay*  + 
2164V  — 4964V  4*  59?a*y — 2884’)  ,<  par  lequel  divl— 
lànt  le  prémier  relie  multiplié  par  5 , on  aura  un  troifié- 
me  relie  — 16  (V — 84)-'  + 2^alyx — 324V  + 1644). 
Ce  troifiéme  relie  divifànt  le  fécond  donnera  le  quatrième 

>û(V 
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Ch.  X.  t6(y’ — 6ayl  + r 2 aï  y — 8*’)  qui  divifc  exaêlcment  le  Punch* 
S-  >7).  troifiéme.  C’eft  donc  ce  quatrième  relie  qui  contient  les  XVU1* 
racines  communes  aux  trois  équations  à remplir.  L’équa- 
tion qu’il  fournit  y*  6ayy  4*  12  a')  — 8*’  =0  , 

quoique  du  troifie'mc  dégré  , n’a  qu’une  racine  y — 2 a 
=5  o , dont  cette  équation  ell  le  cube.  Donc  fi  la  Cour- 
be a quelque  Point  multiple , ce  ne  peut  être  que  lur  l’ab- 
fcifïe  de  l’ordonnée  y = 2 a . 

Et  pour  s’aflurer  de  fa  juftc  pofition  , on  fubftituera 

j n > *yy — *ay  + i*a  » 

2a  pour  y dans  leq  : x =— —, — - — a & on  trou- 

yy 447+5** 

vcra  x= — a.  Comme  ces  valeurs  — a & 2a  , de  x 
& d c y , fubllituées  dans  les  trois  équations  a remplir  , 
font  évanouir  leur  premier  membre , on  peut  conclure  af- 
furément  que  le  Point,  dont  l’ablciflé  cil  — a & l’ordon- 
née 2a,  elt  un  Point  multiple. 

O11  trouvera  le  dégré  de  (à  multiplicité  en  continuant 
le  Calcul  de  la  transformation.  Le  fécond  Rang  ell  ( 6yy 

•+-  xx 24 ay 4*x  + içaa  ) uu-\-  ( 4^*  — 8 ay  — 8 ax 

+ 1 6aa  ) az  ►f"  Cyy — 4«y  + Saa  ) zz  , que  la  fubllitution 
de  — a à x & de  2 a à y réduit  à (o)  u a *{*  (o  )«z 
+ (**)zz.  Ainfi,  ce  fécond  Rang  ne  difparoiflànt  pas, 
on  lait  que  le  Point  en  queftion  n’elt  qu’un  Point  double. 

En  effet , fi  on  poufic  jufqu’au  bout  le  calcul  de  la 
transformation , on  réduira  l’équation  de  la  Courbe  à «+ 

+ uui7, — 6auuz  ►p  aaz,z=  o , qui  (è  conllruit  ainfi. 

On  décrira  du  centre  C,  avec  un  raïon  CA  = 44,  le  f#. 
Cercle  A N D N , & fur  le  raïon  C A , comme  diamètre  , 
le  Cercle  A NC  N.  On  prendra  le  point  A,  où  ces  Cer- 
cles fe  touchent , pour  Origine  , & ayant  mené  N N per- 
pendiculaire à l’abfciflè  AP  [2]  , on  partagera  en  deux 
également  en  M & M,  les  parties  NAT,  NJV  interceptées 
entre  les  deux  circonférences.  Les  points  M , M,  font 

lii  2 ceux 
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Planche  ceux  de  la  Courbe.  Car  PN  = v' ( APx PD)  = V^( Ch  X. 

XVUL  — zi),  & P/V = \/( AP x PC ) = y/( 4^ — zz).  Donc,  S-wj» 
du  coté  pofitif,  PM  — +i v/(8/xz  — zz)Hb ivX4*Z — 
zz  ) , & P Af=+  s v/(  8*z  — zz)  — ï vX 4^*z  — zz)  ; & , 

du  côté  négatif,  P M = i v^C  8 az  — zz ) J y'X  4*2 

— zz),  & P M= — îv'C^z  — zz ) 4 i vX 4*z — zz): 
en  général  « = =t| 8 az — zz)±|v'(4*z — zz). 

Donc  au  =£  ( 8rfi  — ZZ  ) 4 j ( 4 az  — ZZ  ) =t  j vX  3 2aazz 

1 2 az'  4 z4  ) , ou  au  — 3 az  -J-  i zz  = d=  z y/(  3 zaazz 

1 24Z*  4z+)  . (oit  a* Caaaz  4 çaazz  4 zz uu 

3*2’  4 iz4=  Saazz  — ?*z’4iz4,  & enfin  a* — ôauuz 
*4*  aazz  4 zzua  = o . Il  ert  manifèfte  , par  cette  équa- 
tion & par  la  conftruéHon  qu’on  vient  d’en  donner , que 
la  Courbe  a un  Point  double  à l’Origine  A , où  les  Bran- 
ches MAM,  AI  A AI  viennent  fe  toucher. 

Exemple  E I.  On  propofè  la  Courbe  reprélèntée 
par  l’éa  ; j+-f-x4  — zaayy — 2 4*  £4  = o . Et  on 

demande  fi  elle  a des  Points  multiples? 

Le  prémier  Rang  de  la  transformée  étant  ( 4 y1 

4*<ry)  *4  (4** — 4^x)z,  on  a ces  trois  équations  à 
remplir  , 

ic.  /4x4  — zaayy — 2bbxx  + b*  = o 

2 . 4 y'  — 4 aay  — o 

3e.  45e*  — 4 bbx  = o 

La  2e.  a les  trois  racines _y=o,jy  = <* ,^=r  — a.  Er 
la  3 e.  aufli  les 'trois  racines  x=o  , x=b  , x = — b. 

On  combinera  donc  les  trois  valeurs  d’^  avec  les  trois  va- 
leurs d’x  : ce  qui  fait  neuf  combinaifons. 


M — Oj 
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Ces  valeurs! 
d’ x Sc  d’_y  ' 
fubftituées 
dans  l'é- 
quation 
propofée 
la  changent 
en  • 

• 


— O -J  — | — h * — 

\o+b+-0-lb*+b*= 
* ’4-/'4-2.j  '-ib* 

\a+-\-b*-2a*-2b*-+-b  : 

O -f-/>4-0  -2b+-\-b 
*4-H>  -2a-2b*-\~b*: 
. **-\-b+-2*+-2b+-±~b*\ 


ce  q it  c fl  ahfurde. 

} ce  qui  efttb.'urde  , à 
moins  que  a ne  foit 
— — b. 

J ce  qui  efl  abfurde. 
j-?c  qui  eft  obfurde. 


• 

11  paroit  donc  que,  hors  le  cas  où  a — b , la  Courbe  Planc.ib 
n’a  que  deux  Points  multiples,  qui  repondent  à Pordon- • XYlI,< 
née_>,  = o,  & aux  ablciflès  x— b , x — — b.  C’clt  auiîi 
ce  que  confirme  l’examen  de  la  Courbe.  Son  équation 
marque  que  fes  Axes  font  en  meme  tems  Diamètres  & 

Contrediamétres  [ §.  76  ].  Elle  fe  peut  réduire  à y 

=*=  V(.  **  =*=  V'C  — ( xx  — bb  y ) ) . Chaque  ablt'ille 

aura  donc  quatre  ordonnées,  tant  que  x <•/  {aa  -f  b b) . 

Si  l’on  fait  x ~o,  on  aura  y = riz  y/( a* dr  v/( a* £+)). 

Ainfi  prenant  fur  l’Axe  des  ordonnées,  AC  & AC,  éga-  F, g.  t}* 
ks  à — V ( + V C 4 4 — ^4  ) ) , & Ac,  Ar,  égales  à 

— — V'C-»4  — b'  ) ) , les  Points  C , C,  c , e , feront 

des  Points  de  la  Courbe.  Sî  on  fait  x — - *zb>  on  aura 
y = ^=V(aaz!=^a*')=r£:ï/(aa±aa')  = z£:a)/2  & 
o . Prenant  donc  A B & A b égales  à z+r  b , les  Points  B 
& b font  les  Points  doubles  de  la  Courbe.  Mais  ces 
abfciffes  AB  & Ab  ont  encore  les  ordonnées  BD,  bd, 

BD,  bd,  égales  à ±4^2.  SI  l’on  fait  xz=z±y/(aa  + bb\ 
on  auraj'=ztv/(<M=fcv/(>+  — a*))  — z±a.  Donc, 

Îirenant  les  abfcifies  AE,  Ae  égales  à aa.+bb"),  & 
eur  appliquant  les  ordonnées  EF,  EF,  ef,  e/,  égales  à 
±4,  les  Points  F , F,  f,  f font  encore  des  Points  de  la 
Courbe , & même  des  limites.  Car  fi  x > y^(  aa  4-  bb  ) , 
y eft  imaginaire.  On  voit  par  - là  , & on  verroit  encore 

lii  s plus 
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plus  clairement  par  un  détail  , mais  un  peu  long , que  la  C«.x. 
Courbe  a la  figure  de  deux  cœurs  qui  fe  pénétrent  l’un  ‘7U 
J’autre  par  la  pointe,  & fe  croifont  en  B & b qui  font  les 
deux  Points  doubles  que  nous  a donné  le  calcul. 

Ce  même  calcul  fait  voir  que  quand  a — b , les  points 
C,  C extrémités  des  ordonnées  AC  = 4 , AC=  — a , 
font  encore  des  Points  doubles.  Dans  ce  cas , la  Courbe 
en  a quatre  ; & elle  ell  compoféc  dp  deux  Ovales  qui  le 
croilènt  en  B,  C,  b,  C.  Mais  il  faut  remarquer  que  cet- 
te Courbe  n’elï  pas,  cdmme  la  precedente,  une  Courbe 
fimple  : c’ell  l’aflemblagc  de  deux  Courbes , chaque  Ova- 
le étant  une  Ligne  du  lècond  Ordre.  Car  l’équation  pro- 
pofee,  réduite,  par  la  fuppofition  de  a=b,  — • 

2 aayy  — 2 aaxx  4*  a + =ç=  o , fe  décompofe  en  ces  deux 
yy  4*  xy  V 2 ►P  xx  — tia  = o , & y y — xy  ^2  ►£<  x x — aa 
= 0.  Donc  [ §.  21],  la  Courbe  qu’elie  reprélèntc  clt 
oempofée  de  deux  autres. 

Exemple  V^II.  On  demande  les  Points  multiples 
de  la  Courbe  reprélcntée  par  l’éq  : x * — z*y'  — laa)J 

■ 2A4XX  *p>  a* O ? 

Les  trois  équations  à remplir  font 
ie.  — zay'  — iaayy  — 2aaxx  >fra*~o 
2*.  — 6ayy  — 6 aay  =3  o 
3e.  4 x’ — 4*4*  = o. 

La  2e.  a deux  racines  y — o & y=  — a , & la  3e. 
trois  x=sO,  x=4,  x=;  — 4 , qu’on  combinera  les 
unes  avec  les  autres. 


x=o, 
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x=0,y=O  \ Ces  vajeur,  f O — o — o — , ce  qui  efl  abfurde. 

x=0,jy=  -uj  dx  & dy  V 0+2*  -j*4- 0+*4=0 

_l  fubflituées  J . 

x=a,y=p\  dans  la  / '.7° 7°  T ° 

x=*,y—  ~A(  propofce  ]a^4  +24  •>*  2*  +*  = °>  ce  qui  efl  abfurde. 

je— -/r,^=oV  changent  ) 4 — ,0 — o — 2a++a*—  O 

*=  -a.yzz  -a  J \<4++2A+-}a*-2a++a*^  o , ce  qui  efl  abfurde; 


Il  ne  peut  donc  y avoir  que  trois  Points  multiples  ; un , Planche 
dont  l’abfciffe  eft  o,  & l’ordonnée  — a ; un  , dont  l’ab-  XvI11,  v 
fciflè  eft  * & l’ordonnée  o ; & un,  dont  PabfcilTe  eft- — a 
& l’ordonnée  o. 

Ces  Points  ne  font  que  doubles.  Car  le  fécond  Rang 
de  la  transformée  eft  ( — 6ay — j**)»*  Hh(o)«z  4* 

(6ax — 2**)zz;  que  la  fubftitution  de  o pour  x & — * 

pour  y réduit  à %aauu 2aazz\  que  la  fubftitution  de  * 

pour  x & de  o pour  y change  en  laanu  4*  4/7*52  ; 

& que  la  fubftitution  de  — * pour  * & de  o pour  y 
transforme  encore  en  — 3 aatm  + 4**22 . Donc  aucune 
de  ces  fuppofitions  ne  failânt  difparoitre  le  fécond  Rang  , 
les  trois  Points  multiples  de  la  Courbe  ne  font  que  des 
Points  doubles. 

L’équation  de  la  Courbe  x4 — 2tiaxx  + a*  = 2 a y' 

►P  ^aayy  le  réfout  en  ces  quatre  racines  x=:zir  yj{aaz±z 
y V(.^ay+  3**)).  Si  on  fait  y = o,  on  aura  x~zi= 
y/  * * = ± *.  Qu’on  prenne  donc  les  abfcilTês  AB=*,  F:g_  t}7, 
Ab=;  — *;  B,  b lèront  des  Points  de  la  Courbe,  & mé- 
des  Points  doubles.  Si  on  fait  y — i a , on  aura  x = 

— \/(  **rt{*  y/(aa  + 3 — */2  & o.  Ainfi 

prenant  l’ordonnée  AC  = ï*,  le  Point  C eft  un  de  ceux 
de  la  Courbe,  auffi  bien  què  les  Points  D,  d,  extrémi- 
tés des  ablcilles  C D = + a +2  , & Cd=r — ay/ 2.  Les 
racines  =fc  vX  — y vX  2 *y  + 3 *<*)  ) défignent  les  Bran- 
ches BC, bC,  qui  fe  terminent  au  Point  C j ces  racines 

deve- 
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Planche  devenant  imaginaires,  quand  y>{a.  Mais  les  racines  Cn.x. 

XVIII.  rty'Ç  aa  »t*y  >/(  2*y  4*  l^a  ))  défignent  les  Branches  BD,  I-  ‘7j. 
b d , qui  lont  paraboliques  & vont  à l’infini.  Du  coté 
des  ordonnées  négatives,  fi  l’on  prend  y= — a , on 
aura  x = V(. aa  ^ a V ( ? a<*  - — 2«<j))  — ±(jy/2  & 

o.  Prenant  donc  l’ordonnée  AE  = — a , le  Point  E 
apartient  à la  Courbe  ; il  en  efi  même  un  Point  double. 

Et  fi  à cette  ordonnée  AE  on  donne  les  deux  ablcifies 
\LYz=  + ay/2  , Ef= — on  aura  encore  deux 

Points  de  la  Courbe , F , f.  Enfin  , fi  l’on  fait  y ==: 

— \a  , on  aura  x = ± \ay/(  laa  — iaa))  = 

— a,  de  forte  que  l’ordonnée  AG= — {a  n’a  que  deux 
abfcififes  G H = + a , G h = — a , & ces  ablcifies  font 
des  limites  ; car  les  ordonnées  plus  négatives  que  A G 
n’ont  que  des  ablcifies  imaginaires.  On  voit  par- là. que 
la  Courbe  efi  compofée  de  deux  Branches  paraboliques  , 
qui  fe  nouent  aux  Points  B,  b,  E,  qui  ont  été  aflignés 
par  le  calcul. 

174.  C’est  encore  par  le  Principe  du  §.  170,  qu’on 
peut  réloudre  ce  Problème  *.  L’équation  d’une  Courbe 
étant  donnée  , trouver  les  conditions  qui  donnent  des 
Points  multiples  à la  Courbe  ? 

Ce  Problème  n’a  lieu  que  quand  l’équation  renferme 
plufieurs  lettres  qui  défignent  des  grandeurs  confiantes. 
Lorfqu’elle  n’en  a qu’une , comme  dans  prelquc  tous  les 
Exemples  précédents  , l’augmentation  ou  diminution  de  ce 
Paramétre  ne  produit  que  des  Courbes  lemblables  , qui 
toutes , ou  n’ont  aucun  Point  multiple , ou  en  ont  le  mê- 
me nombre. 

Mais  quand  l’équation  renferme  plufieurs  confiantes  , 
il  arrive  fouvent  que  certains  raports  de  ces  confiantes 

don- 

■f  UJdge  de  I Anal.  pag.  240. 
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Ch.  x.  donnent  à la  Courbe  des  Points  multiples  que  d’autres 
§•174-  raports  leur  refufent.  xviu. 

Pour  déterminer  ces  raports , on  fera  les  memes  e'qua- 
tions  qui  ont  été  indiquées  au  §.  préc.  Mais  les  opéra- 
tions qu’on  fera  fur  ces  équations , au  lieu  d’aller  à déter- 
miner les  variables  x & y , iront  à les  exterminer  ; afin 
qu’il  refte  des  équations  entre  les  quantités  confiantes  , 
qui  expriment  leurs  raports  propres  à donner  des  Points 
multiples  , ou  qui  manifeftent  l’impoflibililé  des  Points 
multiples  dans  cette  Courbe. 

Ainfi  , puilque  l’exifience  des  Points  doubles  donne 
trois  équations  [ §.  préc.  ] , defquelles  il  n’en  refie  qu’une 
quand  on  a éliminé  x & y \ l’exifience  des  Points  doubles 
dépend  en  général  d’une  feule  condition. 

Celle  des  Points  triples  fournit  fix  équations  , qui  fe 
réduilent  à quatre  quand  on  a éliminé  x & y : l’exifien- 
ce d’un  Point  triple  dépend  donc  en  général  de  quatre 
conditions. 

De  meme,  celle  d’un  Point  quadruple  dépend  de  huit 
conditions  ; celle  d’un  Point  quintuple  de  treize  condi- 
tions ; &c.  Celle  d’un  Point  d’une  multiplicité  du  dégré 
/,dc  ï//+ï/  — 2 conditions. 

Cela  n’eft  ainfi  qu’en  général , & n’cmpcche  pas  que, 
dans  pluficurs  Cas  particuliers  , des  équations  qui  renfer- 
ment plufieurs  confiantes  ne  puiflènt  être  telles  que,  quel- 
que fuppofition  qu’on  fade  , les  Courbes  qu’elles  repré- 
fentent  auront  toûjoiirs  des  Points  multiples,  ou  n’en  au- 
ront jamais. 

Exemple  I.  On  demande  , fi  la  Courbe  CMBmpîj.  13$. 
a des  Points  multiples , où  ils  font , & ce  qu’ils  font  ? Sa 
conftru&ion  eft  telle. 

. Sur  le  diamètre  AB  du  Cercle  ANBn  , on  prend  à 
volonté  un  Point  C , & menant  une  infinité  de  perpen- 
Introd.  à FAnalyfe  des  Lignes  Courbes,  K k k dicu- 
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PiâscBE  diculaircs  à ce  diamètre  , comme  NPn,  qui  coupe  le  Ch.  X. 
x/Jll.  diamètre  en  P & la  circonférence  en  N,  n;  on  tire  par  ^,*74' 
C les  droites  CM,  Cm  parallèles  à AN,  A n.  Les  Points 
M , m font  des  Points  de  la  Courbe. 

Si  on  nomme  rabfciflc  AP,  x ; l’ordonnée  PM,;; 
le  diamètre  A B , a ; fa  partie  AC  , b ; on  aura  C P = x 

— b , 8c,  par  la  nature  du  Cercle,  PN  = \/APxPB 

— sJ  ( ax  — xx  ).  Les  triang  : (èmbl  : APN , CPM , don- 

nent AP1  [xx]  : P N'  [ax  — xxJsrzCP1  [xx — zbx 
j^bb~\:  PM'[/].  Donc,  multipliant  les  extrêmes  8c 
les  moyennes,  Sc  divifant  par  x,  xyy  + x'  — ( 2b  + a')  xx 
+ (44  + 2 ab')  x abb  ~o. 

Pour  favoir  en  quel  cas  cette  Courbe  peut  avoir  des 
Points  multiples  , on  cherchera  le  premier  Rang  de  la 
transformée  qui  réfulte  de  la  lùbftitution  de  y + « à y , 

& de  x + z à x.  Ce  Rang  eft  ( 2xy  )u  +07+  J ** 

— 2 ( 2b  + a ) x + ( bb  + 2ab~)  ) z. 

On  aura  donc  , y compris  la  propofee  , ces  trois 
équations  à remplir  , 

Ie.  xyy  + x’ ( 2b  + «)xx  + (44  + 2ab')  x abb  = O 

2e.  ‘ y_y  + $xx  — a(2è  + i*)x  + 0£  + 2<a£)  = ° 

3e.  2 x)  — o. 

La  jc.  donne,  ou  x = o,  ou  y = o , c’eft-à-dire , que 
les  Points  multiples  de  la  Courbe , fi  elle  en  a , le  trouvent 
ou  lur  l’Axe  des  ordonnées  ou  fur  celui  des  abfciflcs. 

Qu’on  fafle  d’abord  x = o , 8c  l’on  aura  les  Points 
multiples  qui  fe  peuvent  trouver  fur  la  Ligne  des  ordon- 
nées. En  fubftituant  o pour  x dans  les  équations  ie  & 

2*  , on  les  réduit  à — abb  = 0 8c  bb  + 2ab  = o , qui 
ne  peuvent  s’accorder  qu’autant  que  b eft  =0.  Mais 
cette  valeur  de  4,  fubflituéo  dans  la  propofee,  la  change 
en  x_y_y  + x! — axx  — o , réductible  en  ces  deux-cy 
x=£o,  8c  yy+xx — *x  = o.  La  première  défi gne 
* J l’Axe 
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Ck.  x.  l’Axe  des  ordonnées  [§.40,  III,  2]  & la  fécondé  le  Ccr-  Planche 
S-  *7-*-  clc  ANBn.  Le  lÿftéme  de  ces  deux  Lignes,  qui  fe  tou-  xvlh< 
chent  en  A , y forme  un  Point  double.  Mais  c’eft-là  un 
Cas  particulier  , qui  n’cfi  compris  qu'incidemment  dans 
l’e'quation  de  la  Courbe  propoféc.  O11  peut  donc  aflurer 
que , hors  ce  Cas-là , la  Courbe  n’â  aucun  Point  multiple 
fur  l’Axe  des  ordonnées. 

Voyons  fi  elle  en  a fur  l’Axe  des  abfcilTcs.  C’eft  la 
fécondé  racine  ) = o de  l’équation  $c  , qui  les  indique. 

Cette  valeur  d’y  fubftituée  dans  les  c'quat  : ic.  & 2 e.  les 

change  en  x* (2  b a}  xl  ►£•( bb^  iab)x abb 

= o,&enjxx — (4^  4*  2 a)  x + bb-{-2ab  = o.  La 
Courbe  aura  donc  quelque  Point  multiple  , fi  on  peut 
trouver  une  valeur  d’x , qui  làtisfafle  en  même  tems  à ces 
deux  équations.  Que  fi  elle  n’y  (àtisfait  qu’au  cas  que  « 

& b ayent  certain  raport  , ce  raport  eft  la  condition  qui 
donne  à la  Courbe  un  ou  plufieurs  Points  multiples.  Il 
faut  donc  chercher  le  divifcur  commun  de  ces  deux  équa- 
tions. On  trouvera , par  les  régies  ordinaires  , que  l’une 
& l’autre  eft  divifible  par  x — b , qui , égalé  à zéro , don- 
ne x = b. 

Donc  , quelque  fuppofuion  qu’on  fade  touchant  le 
raport  d'a  & b , la  Courbe  a un  Point  multiple  à l’extré- 
mité de  labfciftc  b , c’eft-à-dire  en  C . Et  on  verra  ailë- 
ment  que  ce  Point  eft  un  Point  double  : ce  que  la  Confi- 
tru&ion  géométrique  de  la  Courbe  rend  auffi  "fort  fen- 
Cible- 

Exemple  II.  On  propofb  l’équation  (èmblable  , 
mais  plus  générale  , xyy  + ax'  -p  bxx 4 -ex  ^ d = o , & 
l’on  demande  quel  doit  être  le  raport  des  quantités  conf- 
iantes a>b  ,r,  d , afin  que  la  Courbe  représentée  par  cette 
équation  ait  quelque  Point  multiple  ? 

K k k 2 Les 
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Les  trois  équations  à remplir  feront 
i c.  xyy  4*  axl  4*  bx*  >4*  ex  + <^=o 
2e.  ^ + iaxx  >4<  ibx  4«  c =o 
ge.  25cy  = o. 

• 

Cette  dernière  donne  x = o , ou  © , c’eft-à-dire, 
que  les  Points  multiples , fi  la  Courbe  en  a , ne  peuvent 
fe  trouver  que  fur  l’Axe  des  ordonnées  ou  fur  celui  des 
abfciücs.  t 

La  fuppofition  de  jfno  change  la  propofée  en  d=o. 
Donc,  fi  la  Courbe  a des  Points  multiples  fur  l’Axe  des 
ordonnées,  il  faut  que  d foit  =o.  Alors  l’équation  de 
la  Courbe  cft  xyy  >4<axl  + bxl  4-,rx  = o , qui  le  réloud 
en  ces  deux  x=  o , & y y 4***1  4"  ix-j-r^:  o.  Elle 
exprime  donc  l’Axe  des  ordonnées  avec  une  Courbe  du 
fécond  Ordre.  Ces  deux  Lignes  fè  coupent  en  deux 
points  fitués  aux  extrémités  des  ordonnées  4-^/ — e & 
— y' — grandeurs  qui  ne  feront  pas  imaginaires  , fi  c 
eft  négative  : & ces  deux  interférions  peuvent  être  regar- 
dées comme  des  Points  doubles  du  Syftéme  de  ces  deux 
Lignes. 

La  fuppofition  de  y = o , qui  donne  les  Points  mul- 
tiples fur  l’Axe  des  ablcilïès  , change  la  propofée  en  axl 
*4  bx1  4-  ex  4*  d = o , & l’équation  2e.  en  ax1 2bx -{• 
c = o.  . La  Courbe  aura  donc  des  Points  multiples  , fi  ces 
deux  équations  ont  quelque  racine  commune.  Ainfi  il 
faut  voir  quelle  rélation  de  à , b,  c ,d,  peut  leur  donner 
une  racine  commune.  On  la  trouvera  en  divifant  la  ic. 

1 S o.  il  • , a 6ac  — 2bb  , <yad—bc 

par  la  2e.  & celle-ci  par  le  relie — — x4<  — 


ou  x4- 


9 ad  — ‘-b  c 


9* 


9 * 


. Le  refte  de  cette  fécondé  divifion  cft 


6 ac 2 bb 

$6aac' — yabbet  — - \62aakd  4«  243a' dd,  ou, 

divilànc 
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Ch.x.  divîfant  par  9 4,  4 ac' — bbcc — 1 %abcd-\-  2-jaacld.  Pianche 

5-  «74-  Si  les  équat:  ic.  & 2 e.  ont  quelque  racine  commune,  y XV1II< 
étant  =0  , ce  refte  doit  être  =0.  C’eli  donc  J’e'quat: 

4, ac ' — bbcc  — 1 iabcd  4 b'd  + 2iaadtl~o  , qui  expri- 

me la  relation  des  coefficients  a,  b,  c,  d,  propre  à don- 
ner à la  Courbe  un  Point  multiple.  Ce  Point  fera  fur 

/ /§cl 

l’Axe  des  abfciffies  ,v  à l’extrémité  de  l’abfciffie  -- 


^ Q (l  Cl  ■ ■—  UL 

qui  fe  déduit  de  l’éq : = ° > racine  com- 

mune des  équations  1 e.  & 2e. 

Ce  n’eft  qu’un  Point  double  ; car  fi  on  cherche  le  fé- 
cond Rang  de  la  transformée , on  trouvera  d’abord  (-x)///*, 
qui  ne  s’évanouit  que  par  la  fuppofition  de  x=  o ; fup- 
pofition  qui , comme  on  l’a  vu  , change  la  Courbe  en 
une  Ligne  du  fécond  Ordre  combinée  avec  une  Droite. 

Si  on  fait  attention  que  la  fuppofition  } = o marque 
que  les  Points  multiples  , fi  la  Courbe  en  a , fe  trouvent 
fur  l’Axe  des  abfciffies , & qu’elle  change  la  propofée  en 
a x!  + bx1  + c x d = o , dont  les  racines  -marquent  les 
abfcifîes  par  l’extrémité  defquelles  pafiè  la  Courbe  ; on 
conclura  d’abord  que  la  Courbe  n’a  de  Points  doubles 
qu’autant  que  l’éq  : a x'  >{<bxl*{*cx*{<d  = 0 a des  ra- 
cines égales  ; puifque  pour  former  un  Point  double  , il 
faut  le  concours  de  deux  Points  fimples. 

Et  c’eft  auffi  juftement  ce  qu’exprime  l’équation  2e  , 
transformée  par  la  fuppofition  de  _y=  o en  7,  axl  Hh  2 bx 
+ c ■=  o . Celle-ci  fè  forme  de  l’éq  : ax'  <-p  bx1  + c x + d 
— n,  en  multipliant  4cs  termes  par  la  progreflion  arith- 
métique j , 2 , i,o.  Et  la  Régie  de  Mr.  Hddde  mon- 
tre que  quand  une  équation  a deux  racines  égales  ; fi  on 
multiplie  fes  termes  par  ceux  d’une  progreffion  arithméti- 
que , le  produit  elî  une  équation  qui  aura  une  de  ces 

racines  égales.  [ V.  Append,  2r.  3 ]. 

K kk  3 Exemple 
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riAKCHE  Exemple  III.  Mais  fi  l'équation  de  la  Courbe  C«. x. 
11  *'  a voit  cte  xyy  4"  ey  4-  ax'  4-  4*  ex  4-^=0  , * les  trois  ®'  ,74‘ 

équations  à remplir  (broient 

1 e.  xyy  4-  ey  4-  ax'  4-  bx'  4~  cx 4~  d = O 

2e.  2xy  4-  e = o 

3C-  yy  4 iax'  +2bx+c  = 0. 

O 

La  2e.  donne  y = — — , qui  eft  une  équation  à l’Hy- 
perbole. C’eft  donc  fur  une  Hyperbole  que  fc  doivent 
trouver  tous  les  Points  multiples  que  la  Courbe  peut 
avoir.  Cette  valeur  d’y  fubftituéc  dans  les  équations  Ie. 

€ € C C 

& 3e.  les  transforme  en 4*  4»  bx~  4 cx  4*  d 

4 X 2X 

==o  , ou,  multipliant  par  x,  *x*4-£x’  4-rx1  4>  dx  — 
zff  = o,  & 4 g /»xj4-2  6x4<£==:o  , ou  , multi- 

* 4XX  * 

pliant  par  xx,  3 a x*  4"  2 bx'  4*  f xx-\-~ee s=  ô.  Il  fàu- 
droit  donc  chercher  quels  (ont  les  raports  de  a>  b,  c , d , 
e,  qui  donnent  à ces  deux  équations  des  racines  commu- 
nes; & ces  racines  détermineroient  la  valeur  de  Tabloïde, 
ou  des  abfcifiés  , qui  répondent  aux  Points  multiples  de 
la  Courbe. 

Mais  fans  s’engager  dans  ce  Calcul , qui  feroît  un  peu 
long , on  voit  que  Ta  féconde  de  ces  équations  eft  jufte- 
ment  celle  qui  réfulte  quand  on  .multiplie  fùcccflivemenc 
les  termes  de  la  première  par  la  progr  : arith  : 3 , 2 , 1,0, 

— . 1.  D’où  l’on  peut  conclure  que  la  propofée  a des 
Points  doubles,  quand  l’e'quation  /v*+ 4 -bx*  4* { x~  4 dx 
+ ±ee  = o a des  racines  égalés. 

Je  dis  des  Points  doubles.  Car  fi  l’on  cherche  le  fé- 
cond Rang  de  la  transformée  , on  trouvera  (x)««  4< 

( 2y  ) » z 4 ( g**  4 &)zz  , dont  les  coefficients  égalés  à 

zéro  , 

* Voyez  Newton  , Enumer.  lin . tert.  Ord.  §.  IV. 
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zéro , donnent  x — o,  jyn^o,  J ax  b — o.  Donc  Pl.  XIX’ 
& ces  valeurs , fubllituées  dans  les  équations  à remplir  ' 
donnent  d=o,  e = by  & r = o;  ce  qui  réduit  la  pro- 
pofe'e  à xyy  + ax'  — o,  rédutf  ible  en  ces  trois  équations 
x==o,y  — xV — a = o , y + x^—a—o.  La  pre- 
mière repréfènte  l’Axe  des  ordonnées  : les  deux  autres 
font  imaginaires , quand  a crt  pofitive  ; mais  quand  a eft 
négative , elles  repréfentent  deux  Droites  partant  par  l’Ori- 
gine. Dans  ce  cas , le  Point  triple  efi  à l’Origine  fur  le 

concours  des  trois  Droites  que  repréfente  l’éq  : x y y 

ax,=o. 

Exemple  IV.  On  demande  en  quels  Cas  la  Con- 
choïdc  a des  Points  multiples  ? 

La  Gonchoïde  fè  conftruit  ainfi.  Hors  de  la  Droite 
AB,  qui  Ce  nomme  la  Règle , on  a pris  un  Point  fixe  P,  ^s-  «j* 
apellé  le  Pôle , duquel  on  mène  à la  Régie  une  infinité  de 
Droites,  comme  PC,  PE,  &c.  qu’on  prolonge  toutes 
également,  enforte  que  CD  = EF=&c.  La  Courbe 
F D H , qui  parte  par  les  extrémités  de  tous  ces  prolonge- 
ments , eft  la  Conchoïde  fupérieure.  Si  on  avoir  pris  , de 
l’autre  côté  de  la  Régie , des  parties  C d , E f , &c.  égales 
à CD,  EF;  les  Points  d , f , &c.  auroient  été  à la  Con- 
thoïde  inférieure. 

Ces  deux  Courbes  n’en  font  qu’une  feule,  exprimée 
par  l’équation  qui  fè  forme  en  considérant  la  rellèmblance 
des  triangles  PCE , PFQj  elle  donne  cette  proportion  QC; 

CP  = FE:EP.  Donc,  en  nommant  CP,  abairtee  perpen- 
diculairement du  Pôle  fur  la  Régie,  a ; CD,  ou  EF,  b\ 
l’abfcirtè  CQj  x\  & l’ordonnée  QF  , y\  on  aura  x:a~ 

b — EP.  Ainfi  PF=PE  + EF=**  * b=h-(a 

* , x x v 

+ *)* 
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L L 

+ x).  Mais  P F’  — PQj  4- QF\  Donc  — (aa<\*zax 

5(X 

4-  xx  ) = aa  -P  2ax  4*  xx  41  yy , où  yyxx  + x*  + 2 ax * 4- 
auxx  — bbxx  — zabbx  — aabb  = o . C’eft  dans  cette 
équation  qù’il  faut  chercher  fi  la  Conchoïde  a des  Points 
multiples. 

On  aura  ces  trois  e'quations  à remplir 

1 e. ^xx-J-  x4  4*  2ax'  -f-  (aa bb  ) xx — zabbx — aabbszzO 

2'.  zxxy  = o 

3e.  2 xyy  + 4-*'’  4"  6axr  + 2 ( aa bb)x — 2abb~o 

dont  la  2e.  donne  x=o,  ou  jy  = o. 

La  fuppofition  de  xirzo  change  la  1*.  en  — aabb 

— o , & la  2'  en  * — 2abb  2=.  o.  De  l’une  & de  l’autre  il 
réfulte  a =■  o,  ou  4 = o. 

Si  on  fait  a — o , le  Pôle  tombe  fur  la  Régie  , 8c  l’é- 
quation le  réduit  à ylxl  4*  x4  — bbxx  — o,  qui  le  décom- 
pofe  en  x — o,  x=o  , & yy*i*xx — bb>  = o.  Les 
deux  premières  expriment  l’Axe  des  ordonnées , & la  troi- 
fie'me  un  Cercle  décrit  du  centre  C avec  un  raïon  C D 

— b.  Il  coupe  l’Axe  des  ordonnées  en  deux  Points  qui 
font  des  Points  doubles.  Mais  ce  Cas  n’apartient  pas  à la 
Conchoïde. 

Si  on  fait  b = o , on  change  la  propofée  en  yyxx 
-}-x+4>  2ax * 4- aaxx  = o , qui  le  décompofe  eri  x = o, 
x =:  o , yy  4*  xx  + 2 a x -|-  aa  = o.  Les  deux  premières 
indiquent  l’Axe  des  ordonnées , & la  troifiéme  n’exprime 
que  deux  Droites  imaginaires  y y'  — 1 4-  x 41  a = o » 
y y/  — 1 — x — 4 = 0. 

Ainfi  la  fuppofition  de  xrr'o  ne  nous  aprend  rien 
touchant  la  Conchoïde,  finon  que  cette  Courbe  n’a  aucun 
Point  multiple  fur  l’Axe  des  ordonnées. 

La  lüppofition  de  y = o réduit  l’e'q:  ic.  à x44-24x‘ 
4 -(.aa  — bb~)xx — zabbx  — aabbz=^.  o,  & l’e'q:  3e.  à 

4*’  4< 
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en. x.  4*’  + 6axl  + 2 (aa  — bb)x  — 2abb  = o . Cette  fccon-  ft..  xix. 

5-  *74-  je  étant  celle  qui  réfulte  de  la  première  multipliée , terme 
à terme , par  la  progr  : arith  : 4 , $ , * , 1,  o,  & divifee 
par  x,  marque  que  la  Courbe  aura  quelque  Point  multi- 
ple quand  l’e'q  : x*  + 2axl  4-  (a a — bb~)xx  — 2ubbx  — 
aabb  = o aura  deux  racines  égalés.  Or  elle  les  a toû- 
jours , puilqu’elle  eft  divifible  par  xx  4-*  2 a x 4*  <**  = o , 
ou  ( sc 4- u ÿ—  o.  Donc  la  Courbe  a un  Point  multiple 
à l’extrémité  de  PablciiTe  négative  x = — a , c’eft-à-dire, 
au  Pôle  , & cela  quelque  raport  qu’il  y ait  entre  a & b. 

On  trouve  la  meme  chofe  en  cherchant  la  racine  commu- 
ne des  deux  équations  que  donne  la  lbppofition  d’y=o. 

Et  on  prouve  fans  peine  que  ce  Point  eft  un  Point 
double. 

On  le  voit  auflî  par  la  Conftruélion  de  la  Cour- 
be. Mais  fi  le  prolongement  C D étoit  pris  plus  pe- 
tit que  la  diftancc  PC  du  Pôle  à la  Régie;  on  pourra  être 
furpris  de  voir  que  le  Point  P , où  eft  le  Pôle  , foit  F>s' 14<v 
un  des  Points  de  la  Courbe  , quoiqu’il  ne  pafic  aucune 
Branche  par  ce  Point-là.  Il  apartient  pourtant  à la  Cour-, 
be  par  fon  équation.  Car  fi  l’on  fait  y = o , pour  avoir 
les  Points  où  la  Courbe  rencontre  l’Axe  des  abfciftcs  PD , 

on  aura  x * 4-1  2<jx!  4-  aaxx  — bbxx 2ab'x  — a‘b1^=oi 

foit  (xx-f-  2ax  + aa)(xx — bb')  =0,  qui  a quatre  raci- 
nes x b=zo  , x+b—o  , x 4"  <*=  o , x 4-  a =.  o. 

La  racine  x — b — ot  ou  x = é = CD,  marque  le 
Point  D.  La  racine  x 4-  b = o , ou  x= — £ = Cd, 
défigne  le  Point  d , & la  racine  double  x 4 -a  = o , ou 
. x=  — «=CP,  indique  le  Point  P,  qui  eft  par  con- 
féquent  un  des  Points  de  la  Courbe.  On  verra  dans  les 
Chapp.  fuivants,  allez  d’Exemples  de  ces  Points  ifbles  & 
détachés  du  relie  du  contour  de  la  Courbe  , à laquelle 
pourtant  l’équation  démontre  qu’ils  apartiennent.  On  y 
parlera  de  leur  origine  , de  la  manière  de  les  reconnoi- 
Introd.  4 Puinalyfe  des  Lignes  Courbes.  LU  tre  • 


Digitized  by  Google 


4*0  DES  POINTS  MULTIPLES. 

rt.  xix.  trc  , d’aflïgner  leur  place  & le  dégre'  de  leur  multiplicité. 

Exemple  On  propofe  la  Courbe  dont  voici  la 
ConÜru&ion  , & on  demande  en  quel  Cas  elle  a des 
Points  multiples? 

Sûr  le  plan  d’un  Cercle  décrit  du  centre  C , avec  le 
l?‘  ,4*‘  raïon  CN  , on  a tracé  la  Droite  AB.  D’un  Point  fixe  A 
pris  fur  cette  Droite , on  mène  des  Droites  AN  à la  cir- 
confétence  , & abaiiïànt  NP  perpendiculaire  fur  AB,  on 
dorine  à l’abfciflê  AP  des  ordonnées  PM,  PM  égales 
à AN. 

On  aura  I équation  de  cette  Courbe  en  nommant  a , 
la  perpendiculaire  CF  abaillee  du  centre  C fur  la  Droite 
A B ; b , la  portion  A F de  cette  Droite , comprife  entre  le 
Point  F & le  Point  fixe  A ; r , le  raïon  CN  ; x , l’abfcifle 
AP  ; y , l’ordonnée  P M = A N . Car  on  aura  P N = 
V(AN* — API)=v/0^  — xx);  EN  = PN  — PE  = 
y/(yy  — XX)  — a ; CE  = AP‘ — PF=x — b;  & le 
triang.  re&.  CEN  donnera  C N1  [rr  ]==  CE1  [ xx — 
ibx  «P  bb  ] -p  EN1  [yy — xx — za^(^yy  — xx)  ►P  aa ] . 
Soit , pour  abréger,  cc=,  aa  «p  bb — rr  , & l’on  aura  yy 
— ibx  >P  cc  = za  v/(  yy — xx),  ou,  quarrant  & tranfpo- 
• fant , J4  — 6,bxyy  + ( 4 bb  + 4 aa  ) xx  >P  ( [scc  — ' 4 aa  )yy  — 
4 beex  = 0. 

On  aura  donc , pour  l’exiftence  des  Points  multiples  , 
ces  trois  équations  à remplir. 

Ie.  y*  — *bxyy  >p  ( aj>b >p  ^aa ) xx  >p  (2 cc — 4 aa'yyy 
• — 4 beex  +c’  = o 

2e.  4y*  — 8bxy  + ( 4 r e — 8aa)y  = o 

3*.  —4 byy  >P  (8W+  8 aa')  x — 4^=0. 


La  3*.  donne  x = 


4 byy  4-  gbcc  byy  >P  bec 
S bb  -p  8 aa  zbb  *p  zaa  * 


& cet- 
te 
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te  valeur  d’x  fubftituée  dans  la  2‘.  la  transforme  en  4/  p*-»*. 
g_66/  + Ibbccy  + ^ — 8 aa )y  =0  , foit 

2 b b -{•  2 a a 

Uaj'  — 1 6aabby  + Uaccy  — 16^ QU  y 

2 * b ►£«  2 /*/* 

j_  f f y — 2 aay  = o , qui  a trois  racines  , y = o , y == 

+ v/(266  + 24/*  — «)»  &^= — v^C ibb^»aa-—cc)y 

foit  j,=  o,^=HVC"+w  + ">.7=— 

66  4«  tt)  . en  mettant  pour  ce  fa  valeur  aa  + bb-—rr. 

, r 

La  première  racine  ^ = o , donne  x [ — 2bb+2aa  -*  ' 

^ cc  & ces  valeurs  d’x  & d'y  mifes  dans  la  propose, 
bb  aa 

A(bb^aa)^bbc*  A.bc'Xkbcç  T ^ 

la  changent  en  bb  + aa  * 

-=o,  foit  /»4f+  = o.  11  y aura  donc 
* 


b b? 


bb  ►t*  il  A % c 

quelque  Point  multiple  fur  l’Axe  des  abfciïlès  A B , lorlque 

4,ouc,  feront  égaux  à zéro. 

Si  c = o , & par  conféquent  cc  [ =<*4  + bb—  rr  J o, 
ou  4a  + bb=zrrt  ce  qui  revient  à dire,  fi  le  Point  A ett 
pris  fur  la  circonférence  du  Cercle,  [ & pour  cela  il  faut 
que  la  Droite  AB  coupe  le  Cercle,  que  CF  foit  moindre 
que  le  raïon  CN;  ] alors  l’équation  fera  réduite  a y 

= . La  Coürbe  reprefentc  en  r*.  m* 

quelque  forte  une  belàce  , les  deux  Ovales  , dont  elle 
étoit  compofée,  venant  fe  réunir  à l’Origine  A , ou  elles 
forment  un  Point  double  ; ce  que  l’équation  meme  de  la 

Courbe  manifefte  [ §.  1 70  ] . . r 

Mais  fi  a =0,  fi  la  Droite  AB  palTe  par  Ie  ccnt'e  c» 
l’équation  propofée  (è  réduit  à y'  — 46*77  + 4 + 

2 ccyy  — 4bccx  + c'  = o.  Cette  grandeur  eft  le  quand 
dcyy  — 2bx  + cc=o1  qui  repretarç  une  CouAedu 
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Fl-xtx.  fécond  Ordre,  (çavoir  une  Parabole  M1M,  dont  l’ordon-  Ch.x. 

FiS>  «4,.  née  PM  = AN  [»]  a fon  quarré  égal  au  re&angle  du  I74' 
Paramétré  2 £ |_  A a ] & de  l’abfciflTc  1 P = A P — 1 A = 

x — C-~y  \ en  prenant  AI  moitié  de  AH  fy]  troifiéme 

proportionellc  de  AC  [£]  & de  AG  [f]  = ^(AC'  — 

CG  l)=y/(bb — rr). 

Donc  , à proprement  parler,  la  fuppofition  de  /»  = o 
ne  donne  pas  de  Points  multiples  : mais  comme , au  lieu 
de  la  fimple  équation  à la  Parabole,»  — 2bx+  ccz=o  t 
elle  prélcntc  le  quarré  de  cette  équation  ; on  peut  dire 
qu’elle  exprime  deux  Paraboles  égales  & femblables , exac- 
tement couchées  l’une  fur  l’autre , & dont  tous  les  Points 
font , en  quelque  forte , Points  doubles.  En  effet , fij  on 
cherche  le  premier  Rang  de  l’équation  transformée  de  y* 

— 4 bxyy  4*  4 bbxx  4*  2ccyy  — 4 heix  + c*  ~ — o , on  trou- 
vera (4/  — Sbxy  + ^ccy')u  + ( <ybyy  + % bbx 

4 bcc  ) z , dont  les  deux  termes  s’évanouiflênt  dès  qu’on 
prend  des  valeurs  de  x & de  y qui  font  évanouir  le  ter- 
me de  la  Pointe , c’cft-à-dire , la  propofée.  Car  la  pro- 
pofée  eft  le  quarré'  de  yy  — afoe  + cr  , le  coefficient  d’« 
eft  cette  même  grandaur  multipliée  par  4 y,  & le  coeffi- 
cient de  z,  cette  même  grandeur  multipliée  par  — 4 b. 
Donc  ces  trois  termes  s’évanouiflerit  en  même  tems  ; c’eft- 
à-dirc,  que  tout  Point  de  cette  Courbe  eft  un  Point 
double  [§.171]. 


Les  deux  autres  racines  ^ = 2aa+2bb  — «) 
de  l’éq  : y ’ — ibby  — 2aay  4*  ccy  = o , donnent  , l’une 

r byy^bcc-,  2aab  4<  2b' 

Si  lautrc  , X [ = — — — 77  J =3 ; — rr  = b , Ces 

2aa-\-2bb  2aa-\-ibb 

valeurs  d’x  & d’j,  fubftituées  dans  la  propofée,  la  rédui- 
fent  à — 4/» 4 — 4 aabb  4*  4 aacc  = o , ou  — 4 aarr  — o . 
U y aura  donc , lorfque  a ou  r feront  = o , des  Points 

multi- 
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Ch.x.  multiples  fur  la  Droite  indéfinie  CF  abaiflec  perpendieu-  Pl.xtx. 

§•  ‘74-  lairement  fur  A B du  centre  C.  f*’ MU 

La  fuppofition  d’<*  ==  o donne  , comme  on  vient  de 
le  voir , l’cquation  quarrée  d’une  Parabole , dont  tous  les 
Points  , & par  conféquent  ceux  qui  le  trouvent  fur  la 
Droite  C F , font  Points  doubles. 

Mais  la  fuppofition  de  r=o  , ne  change  rien  à l’é- 
quation de  la  Courbci  Seulement  cc,  qui  étoit  = a a -p 
b b — rr , vaut  prélèvement  aa-\-bb.  Si  on  met  cette 
valeur  au  lieu  de  cc  , l’équation  fera  f — ^kxyy  — 2{a* 

bb)yy  + 4 {aa^bb'yx'  <y(aa  >)+bb)  bx>k  (aa 

►P  bb  )*  = O . 

Cette  équation  lèmblc  repréfenter  une  Courbe.  Il  eft 
pourtant  clair  par  la  Conftrutfion  , qu’elle  n’exprime  que 
deux  Points  détachez  M , m.  Car  , quand  le  raïon  r 
_ o , le  Cercle  fe  réduit  au  Point  C , qui  étoit  fou  cen- 
tre , & toute  la  Courbe  fe  réduit  aux  Points  M , m , dé-  *4* 
terminez  en  prenant  F M=A  C = Fm.  Et  c’eft  aulfi  ce 
qu’on  peut  déduire  de  l’éq  : y 4 — 4 bxyy  — 2 {an — - 
bb  ) yy  *p  4 ( aa  -p  bb')  xx 4 ( aa  bb  ) bx  >p<  ( aa-\-bb)~ 

— o.  si  on  la  réfout  comme  une  équation  du  2e.  dé- 
gré , on  trouvera^ — zbx  — aa  + bb=dsz  ja(x — b ) 

^ — I ; ce  qui  marque  que  toutes  les  abfciiïès  ont  des 
ordonnées  imaginaires , hors  l’ablciflê  x~b\  parce  que 
celle-là  feule  rend  zéro  la  grandeur  x — b , qui  multiplie 
la  quantité  imaginaire  y/—  1. 

On  peut  donc  regarder  l’éq  : y* — 4 bxyy  — 2 - 

bb')  yy  *p>  4 (aa  + bb  ) xx  — 4 ( aa  -p  bb  ) bx  *p  ( aa  *p  bb)~ 

— n comme  rédu&ible  en  ces  deux  yy—  2 (b+ay/—  i)x 
►p  (6+4^ — 1 y = o S 1 yy  — 2 (£  — a y/ — 1 >•+  (& 

— ay/ — 1 )2  =0,  ou  yy  — 2fx+ff=o,  & yy  — 2gx 
-pgg==o,  en  failànt  /===  b >p<  ayj — 1 & g=b — - 
ayj  ■ — 1.  Ces  équations  défgnent  deux  Paraboles,  qui 
font , à la  vérité , imaginaires , puifque  les  grandeurs  f & 

L 1 1 1 g font 


U 
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Tl.xix.  g font  imaginaires  ; mais  qui  font  pourtant  cenfées  le  Ch.x. 

„ ng.  H4-  couper  en  M & m . Car  elles  (ont  cenfées  fe  couper  aux  l7** 
Points  où  elles  ont  une  meme  abfciftc  & une  même  or- 
donnée. Or  à rabfciflê  commune  x~b,  les  ordonnées 
de  l’une  font  =t\/(  ztf- — //')=  =*=%/(/"(  2 b — /*))  = 

:±V((£  *p  * V OC  ^ aV — 0 )=y/(££*p'M)  , celles 

de  l’autre  font  ±y/(2bg — £g)==t\/(£(2 b — g))  — 
zi=^Q(b — <*v/ — i )(£  + /*  v/ — 0)  = V(*b+aa ).  Ain- 
fi  ces  deux  Paraboles  imaginaires  font  cenfées  fo  rencon- 
trer aux  Points  M , m , où  elles  ont  une  même  abfciflê 
A F = £ , & des  ordonnées  égales  FM =+  %/(  bb  >-p  ad) , 

F m = — \C(  bb  + ad).  De  cette  manière  , à ces  Points 
Mi  m , ce  qu’il  y a d’imaginaire  dans  une  de  ces  Parabo- 
les eft  rendu  réel  par  ce  qu’il  y a d’imaginaire  dans 
l’autre. 

Exemple  V I.  On  demande  quelles  font  les  Lignes 
du  fécond  Ordre  qui  ont  des  Points  doubles  ? 

L’équation  générale  des  Lignes  du  2e.  Ordre  eft  <»-p 
by  +rx  + dyy  -p  exy  >{>fxx  = o.  Si  on  fùbftituë  x+z 
à x & y ►P  « à y , la  transformée  fera 

- . a + by  -p  c x 4*  dyy  + exy  »-p  fxx  3 

*4-  ( b P 2dy  +«e  ) a *p  ( c «p  ey  + îfx  ) Z r = o 
*P  (d)au  + (e)uz  + (/)zz  3 

Si  le  Point  de  l'Origine  eft  un  Point  double,  les  deux 
premières  lignes  de  cette  équation  s’évanouiflènt  [ §.  1 70]. 

Donc  toute  l’cquation  eft  réduite  à dieu  *P  etiz  +fz z =o, 
qui  fe  peut  décompofer  en  ces  deux,  usjd  ►P  2 v»=  o , 

f/y'd» pZ\//3  = o [où  y/ a.  = — ^ 

2 y a 

C Ces  deux  équations,  fi  V*  & V'Æ 

ne 


Digitized  by  Googl 


DES  POINTS  MVLTIPLES.  ^ 

Ch.  x.  ne  font  pas  imaginaires  , représentent  deux  Droites  quiPtiXIX, 
J*  *74*  paflent  par  l’Origine.  Donc  la  feule  Ligne  du  lecond  Or- 
dre qui  ait  un  Point  double  ell  le  Syllcme  de  deux  oi- 
tes  qui  le  coupent  en  un  Point , auquel  on  prend  l’Ori- 
gine des  z & des  «.  Aucune  Courbe  du  fécond  Ordre 
ne  peut  donc  avoir  de  Points  doubles  ; mais  tous  leurs 
Points  font  fimplcs. 

De  même , fi  l’on  cherche  quelles  Lignes  du  3e.  Or- 
dre ont  des  Points  triples  ; on  trouvera , qu’après  la  fubf-  *" 
titution  de  x-f-z  à x,  & de^4«»  à^,  & luppolànt  que 
les  trois  premières  lignes  de  la  transformée  difparoillent 
[§.  171  ],  elle  eft  réduite  au  feul  troifiéme  Rang,  qui  fait 
une  équation  , gu1  4-  huui  4-  iuzz  h'  = o , rcdu&ible 
en  trois  autres  de  cette  forme  u y/ g + % \Ja.  ==  o , «Vg  + 

ZV'/3  = o,  = o,  qui  reprélènte  trois  Droites 

qui  fe  coupent  en  un  même  Point,  fur  lequel  on  a porté 
l’Origine  des  u & des  z.  Donc  la  (èule  Ligne  du  3e 
Ordre  qui  puiflë  avoir  un  Point  triple  cil  le  Syllcme  de 
trois  Droites  qui  fe  croilènt  en  un  Point.  Les  Courbes 
de. cet  Ordre  ne  peuvent  donc  avoir  aucun  Point  triple* 

On  prouvera  de  même  que  les  Courbes  du  4e.  Ordre 
ne  peuvent  avoir  aucun  Point  quadruple  ; & en  général 

au’une  Courbe  d’un  Ordre  quelconque  ne  (àuroit  avoir 
es  Points  dont  la  multiplicité  ait  le  même  expofant  que 
l’Ordre  de  la  Courbe. 

175.  Cela  (è  prouve  aulfi  par  ce  Principe  [§.39],  . 
Qu’une  Droite  ne  peut  rencontrer  une  Courbe  en  plus  ac 
Points  qu’il  n’y  a d’unités  dans  fcxpolànt  de  fon  Ordre. 

Car  fi  une  Courbe  de  l’Ordre  v avoit  un  Point  dont  la 
multiplicité  fut  du  dégré  v , toute  Droite  qui  paflêroit  par 
ce  Point-là  feroit  cenfée  rencontrer  la  Courbe  en  v points 
[ §.  169].  Donc  une  Droite , qui  paflêroit  par  ce  Point- 
là  & par  un  autre  Point  quelconque  de  la  Courbe , feroit 

cenfée 


4 j6  DES  POINTS  MULTIPLES. 

Pl.xix.  cenfce  la  rencontrer  au  moins  en  i points;  ce  qui  cft  Ch. x. 
impoflîblc.  Il  ell  donc  impoflîblc  qu’une  Courbe  de  l’Or-  S-  ‘7J*: 
dre  v ait  un  Point  multiple  du  degré  v. 

176.  Il  fuit  de  ce  meme  Principe,  Qu’une  Courbe  du 
3e.  Ordre  qui  a un  Point  double  , ou  une  Courbe  du  4e. 

Ordre  qui  a un  Point  triple , ou , en  général  , une  Cour- 
be de  l’ordre  v qui  a un  Point  multiple  du  dégré  v — r , 

• ne  peut  avoir  aucun  autre  Point  multiple  ; pas  même  dou- 
ble. Car  fi  elle  l’avoit  , la  Droite  mcne'e  par  ces  deux 
Points  , feroit  ccnfée  rencontrer  la  Courbe  , au  moins , 
en  ( v -1—  t ) + 2 = v + 1 Points  [§.169]:  ce  qui  eft 
impoflîblc,  la  Courbe  n’étant  que  de  l’Ordre  v [§.  59]. 

177.  Il  fuit  encore  , Qu’une  Courbe  du  5e.  Ordre  ne 
peut  avoir  deux  Points  triples  ; ni  une  Courbe  du  6e.  ou 
du  7e.  Ordre,  deux  Points  quadruples,  &c.  ni  en  général, 
une  Courbe  de  l’ordre  zv — 1 deux  Points  multiples  du 
degré  v.  Car  la  Droite  qui  pafleroit  par  ces  deux  Points 
ièroit  ccnfée  rencontrer  la  Courbe  en  20  Points  au  moins 
[§•  169];  ce  qui  ne  le  peut , la  Courbe  n’étant  que’de 
l’Ordre  zv — 1 [§.  39].  Plus  généralement,  une  Cour- 
be de  l’Ordre  v , ou  d’un  Ordre  inferieur,  ne  peut  avoir 
deux  Points  multiples , de  dégrés  tels  que  leurs  cxpolànts 
enfcmblc  faflènt  un  nombre  plus  grand  que  v. 

178.  Si  l’on  confidére.  Qu’on  peut  toujours  faire  paf- 
fer  une  Courbe  du  2e.  Ordre  par  cinq  Points  donnés  [ §. 

38],  & qu’une  Courbe  du  2e  Ordre  ne  peut  rencontrer 
une  Courbe  de  l’Ordre  v en  plus  de  zv  Points , [§.  46  ] , 
on  conclura , Qu’une  Courbe  de  l’Ordre  v ne  peut  avoir 
cinq  Points , dont  les  dégrés  de  multiplicité  fâllcnt  enfem- 
ble  plus  de  zv  unités.' 

D’oîi 
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Ca.x.  D’où  il  fuit,  Qu’une  Courbe  du  4e.  Ordre  ne  pcutPL.xix. 

S-  >7*-  avoir  quatre  Points  doubles.  Car  la  Courbe  du  2e.  Or- 
dre , qui  paflcroit  par  ces  quatre  Points  doubles  & par 
un  cinquième  Point  fimplc  de  la  Courbe  du  4e.  Ordre  , 
ieroit  cenfée  la  rencontrer  neuf  fois  ; ce  qui  elt  impolïi- 
ble , puifqu’elle  ne  la  peut  rencontrer  qu’en  huit  Points. 

'Et  par  la  meme  railbn.  Qu’une  Courbe  du  5'.  Ordre, 
qui  ne  peut  avoir  qu’un  Point  triple  [ §.  176],  ne  peut 
avoir  avec  ce  Point  triple  plus  de  trois  Points  doubles. 

Qu’une  Courbe  du  6°.  Ordre  ne  peut  avoir  quatre 
Points  triples , ni  même  trois  Points  triples  & deux  dou- 
bles. 

Qu’une  Courbe  du  7e.  Ordre  ne  peut  avoir  cinq  Points 
triples , ni  un  Point  quadruple  avec  trois  triples  & quel- 
que autre  multiple  , &c. 

179.  De  ce  qu’on  peut  toujours  faire  palTer  une  Li- 
gne du  jc.  Ordre  par  neuf  Points  donnes  [§.  38]  , & de 
ce  qu’une  Courbe  du  je*  Ordre  ne  peut  rencontrer  une 
Courbe  de  l’Ordre  v en  plus  de  3 -y  Points  [ §.  46  ] : 
il  fuit  qu’une  Courbe  de  l’Ordre  v ne  peut  avoir  neuf 
Points , dont  les  degrés  de  multiplicité  faflent  enfemblc  un 
nombre  plus  grand  que  yj.  D’où  l’on  déduira, 

Qu’une  Courbe  du  5 e.  Ordre  ne  peut  avoir  plus  de 
fix  Points  doubles. 

Qu’qne  Courbe  du  6e.  Ordre , qui  ne  peut  avoir  deux 
Points  quadruples , ne  peut  avoir , avec  un  Point  quadru- 
ple , plus  de  iix  Points  doubles  ; ni  , avec  deux  Points 
triples,  plus  de  cinq  Points  doubles  ; ni  même  , avec  un 
Point  triple,  plus  de  fept  doubles. 

Qu’une  Courbe  du  7e.  Ordre  ne  peut  avoir,  avec  un 
Point  quadruple  & deux  Points  triples  , plus  de  quatre 
Points  doubles  ni  avec  quatre  Points  triples  , plus  de 
quatre  Points  doubles  ; &c. 

bitrod.  à PAnalyfe  des  Lignei  Courbes.  M m m 180.  On 
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fi.xiX.  180.  On  tirera  des  Concluions  femblables  de  ce  qu’u- 
ne Ligne  du  4*.  Ordre  , qu’on  peut  toujours  faire  pafler 
par  quatorze  Points  [§.  38  J,  ne  peut  rencontrer  une  Li- 
gne de  l’Ordre  v qu’en  4V  Points  [ §.  46  ] ; de  ce  qu’une 
Ligne  du  5e.  Ordre , qu’on  peut  toujours  faire  paffer  par 
vingt  Points  , ne  fauroit  rencontrer  une  Ligne  de  l’Ordre 
v , qu’en  5 « Points , &c. 

Le  re'fultat  de  toutes  ces  Condufions  , pour  les  huit 
premiers  Ordres  des  Courbes  , fe  trouve  dans  la  Table 
fuivante,  où  chaque  colomne  marque  le  plus  grand  nom- 
bre de  différens  Points  multiples  qu’une  Courbe  puifft 
avoir.  On  y voit,  par  ex.  qu’une  Courbe  du  5e.  Ordre 
ne  peut  avoir  que  , ou  1 Point  quadruple , ou  1 Point 
triple  St  3 doubles  , ou  6 Points  doubles.  Mais  il  faut 
remarquer  qu’abfolumcnt  parlant , ces  Condufions  ne  font 
que  négatives.  Ainfi  la  dernière  colomne  indiquant  qu’u- 
ne Courbe  du  8e.  Ordre  ne  peut  avoir  plus  de  2 1 Points 
doubles  > il  ne  s’enfuit  pas  qu’elle  en  puiflè  avoir  ce  nom- 
bre. Car  la  preuve  que  nous  employons  ne  prouve  que 
rimpofTibilité  d’aller  au-delà,  8c  non  la  poffibilité  d’aller 
jufques-là.  Cependant  , comme  l’expe'riencc  fait  voir , 
dans  les  Ordres  inférieurs  , que  les  Points  multiples  des 
Courbes  peuvent  aller  jufqu’aux  bornes  qui  leur  font  ali- 
gnées dans  cette  Table  ; il  en  re'fulte  un  Préjugé  bien  lé- 

Sitime  pour  conclure  qu’il  en  eft  de  même  dans  les  Or- 
rcs  fiipérieurs. 

Les  Courbes  du  fécond  Ordre 
ne  peuvent  avoir  que  des  Points  fimples. 

Les  Courbes  du  troifiéme  Ordre 
ne  peuvent  avoir  que  1 feul  Point  double. 


La 


Ch.  X. 
§.  180. 
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Les  Courbes  du  quatrième  Ordre 
peuvent  avoir 
j i J . 1 Point  triple 
| . I j I Points  doubles. 

Les  Courbes  du  cinquième  Ordre 
peuvent  avoir 

. . | Point  quadruple 

i . ! triple 

j 6 I doubles. 

Les  Courbes  du  Jixième  Ordre 
peuvent  avoir 

Point  quintuple 

quadruple 

triples 

doubles. 

Les  Courbes  du  feptième  Ordre 
peuvent  avoir 


*5? 
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Les  Courbes  du  huitième  Ordre 
peuvent  avoir 


l'S 


'4 


P7 
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Point  feptuple 

fextuple 

quintuple 

— quadruple* 
triples 

— doubles. 
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CHAPITRE  XI. 

De  la  Méthode  des  Tangentes.  Des  Points 
d'inflexion  &c.  Des  plus  grandes  & des 
plus  petites  ahfciflès  ou  ordonnées *,  &c. 

Pu  XIX  i8i."l  MENONS  maintenant  aux  moyens  de  diftinguer 
V les  differentes  efpcces  de  Points  , fimplcs  ou 
multiples  , qui  peuvent  le  trouver  fur  une  Courbe  dont 
l’équation  eft  donnée.  C’eft  premièrement  par  leurs  Tan- 
gentes qu’on  les  dilccrne;  parce  que  la  Tangente  indique 
la  direction  d’une  Courbe  dans  le  point  où  elle  la  tou- 
che. Le  caraétcre  propre  de  la  Tangente  c’cft  de  rencon- 
trer la  Branche  qu’elle  touche  en  deux  ou  pluficurs  Points 
coïncidens,  ou  infiniment  proches  l’un  de  l’autre  [§.  162]* 
Ainfi  la  Tangente  d’un  Point  fimple  y rencontre  la  Cour- 
be deux  fois , fi  ce  Point  eft  làns  Inflexion  ; trois  fois , fi 
c’cft  un  Point  d’inflexion  fimple  ; quatre  fois , fi  c’eft  un 
• Point  d’inflexion  double,  ou  de  Serpentement  s cinq  fois, 
fi  c’eft  un  Point  de  triple  Inflexion,  &c.  [ §.  163  &fuiv.]. 

La  Tangente  d’un  Point  double  eft  cenféc  y rencon- 
trer la  Co.urbc , au  moins  trois  fois  ; fçav.  deux  fois  la 
Branche  qu’elle  touche  , & une  fois  la  Branche  qu’elle 
coupe.  Elle  peut  être  cenfée  y rencontrer  la  Courbe 
plus  (buvent , 1 °.  Quand  la  Branche  touchée  fubit  une 
Inflexion  fimple , ou  multiple , au  point  d’attouchement. 
Si  le  degré  de  cette  Inflexion  eft  / , / 4*  * eft  le  nombre 
de  fois  que  la  Tangente  eft  cenfée  rencontrer  cette  Bran- 
che , & comme  elle  rencontre  une  fois  la  Branche  qu’elle 
ne  touche  pas,  la  Tangente  eft  cenlèc  rencontrer  /+? 

fois 
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Ch. xi.  fois  la  Courbe  au  Point  double.  20.  Quand  les  deux  Pl.  xn<- 
§.181.  Branches  fc  touchent  l’une  l’autre.  Alors  la  Tangente  de 
l’une  cil  aufli  Tangente  de  l’autre  : elle  eft  donc  cenfee 
rencontrer  la  Courbe  au  moins  quatre  fois. 

La  Tangente  d’un  Point  triple  crt  cenfee  y rencontrer 
la  Courbe  au  moins  quatre  fois  : deux  fois  , la  Branche 
qu’elle  touche,  & une  fois  chaque  Branche  qu’elle  coupe. 

Mais  fi  la  Branche  touchée  fubit  , au  Point  de  contad  , 
une  Inflexion  ; ou  fi  les  Branches  qui  paflent  per  le  Point 
triple  s’y  touchent  les  unes  les  autres  , la  Tangente  du 
Point  triple  eft  cenfee  y rencontrer  la  Courbe  plus  de 
quatre  fois. 

Et  il  en  eft  de  meme  , en  général  , des  Tangentes  des 
Points  multiples. 

182.  Un  Point  d’une  Courbe  e'tant  pris  pour»  l’Origi- 
ne , & l’équation  de  la  Courbe  étant  donnée  relativement 
à cette  Origine  , on  trouvera  la  Tangente  , ou  les  Tan- 
gentes de  ce  Point , [ car  s’il  eft  multiple  , il  en  a plu- 
sieurs , & régulièrement  il  en  a autant  qu’il  y a de  Bran- 
ches qui  paflènt  par  ce  Point- là]  , en  donnant  à l’Axe 
des  ordonnées  une  pofition  indéterminée  , comme  on  l’a 
fait  au  §.  170;  c’cft-à-dire,  en  fübflituanl  dans  l’équation 
de  la  Courbe,  ru  pour  x & su  pour  y.  Alors  le  terme 
de  l’cq  : a + (bs  + cr')  u -\-{dsl  -\-esr+fr *)  u1  -f-  (g  s * 

+ hssr  + tsrr  + lr*  ) u * &c.  = o , qui  relie  le  premier  , 
marque  par  l’expofant  de  u , combien  de  fois  une  Droite 
quelconque  , paflànt  par  l’Origine  , rencontre  la  Courbe 
en  ce  Point-là  ; ce  qui  fait  connoitre  la  fimplicité  ou  mul- 
tiplicité de  ce  Point  [ §.  17c].  Mais  la  Tangente  rencon- 
tre la  Courbe  en  ce  Point  au  moins  une  fois  de  plus 
qu’une  Droite  quelconque  [ §.  prie.  ] . Donc  lorfquc  la 
Droite  indéterminée,  quipafle  par  l’Origine , eft  déterminée 
à être  Tangente  , l’éq  : a 4-  ( bs  Hh  cr  ) u -j-  &c  — o , aura  , 
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xix.  au  moins,  une  racine  * = o de  plus  que  pour  toute  autre 
pofition  de  cette  Droite.  Il  manquera  donc  à l’e'quation 
a ^cr)  u &e  z=  o , un  terme  de  plus  au  commen- 
cement. Ainfi,  pour  déterminer  la  Tangente,  on  égalera 
à zéro  le  terme  de  l’éq  : a-\-  (b s + rr)«  &c  = o , qui 
par  l’évanouiflement  des  autres  fê  trouve  le  prémicr  ; & 
cette  Egalité  déterminera  le  raport , ou  les  raports , de  / 
à r,  qui  fixent  la  pofition  de  la  Tangente,  ou  des  Tan- 
gentes. 

Les  termes  de  l’éq:  a + Çis  + cr")  u &c -zzz.  o ne  font 
autre  choie  que  les  Rangs  horizontaux  de  l’équation  de 
la  Courbe  mile  fur  le  Triangle  analytique  , dans  laquelle 
on  a changé  x en  r & y en  /.  On  peut  donc  dire,  en 
confervant  x pour  r & y pour  / , que  pour  avoir  la  Tan- 
gente , ou  les  Tangentes , du  Point  qui  eft  l’Origine  , il 
faut  égaler  à zéro  le  plus  bas  des  Rangs  horizontaux  de 
l’équation  mife  fur  le  Triangle  analytique  , & conftruire 
la  Droite  , ou  les  Droites  , reprélèntées  par  cette  équa- 
tion. Elles  feront  la  Tangente , ou  les  Tangentes  re- 
quîtes * . 

i8j.  On  voit,  en  général,  qu’on  aura  autant  de  Tan- 
gentes qu’il  y a 'de  Branches  qui  paflent  par  l’Origine  , 
c’eft-à-dire , autant  qu’il  y a d’unit&  dans  le  degré  de  la 
multiplicité  de  ce  Point.  Si  le  Point , qui  eft  à l’Origine  , 
eft  un  Point  fimple  , le  plus  bas  Rang  de  l’équatien  fera 
le  prémier  Rang  [ §.  r 70  J , & ce  Rang  égalé  à zéro  don- 
ne, pour  déterminer  la  Tangente  , l’éq  : b y + cx=zo, 
qui  ne  repréfènte  qu’une  feule  Droite.  Aulïï  un  Point  fim- 
ple n’a  qu’une  feule  Tangente.  Si  le  Point  de  l’Origine 
eft  un  Point  double,  le  fécond  Rang  eft  le  plus  bas  de 
l’équation.  Egalé  à zéro , il  donne  l’éq  : du  fécond  dé- 
grc 

* Ufage  de  T Anal.  pag.  93. 
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gré  dyy-\-exy+fxxz=i o,  qui  a deux  racines  yV<*+  Pl.XiX. 

^ ‘ J / N.  /X  J/* 


— Adf) 

x=o. 


Ces  racines  peuvent  exprimer  deux  Droites  qui  pafTent 
par  l’Origine  , & qui  feront  les  deux  Tangentes  du  Point 
double.  En  général  , le  Point  qui  efl  à l’Origine  étant 
d’une  multiplicité  dont  le  degré  elt  /,  les  Rangs  inférieurs 
manquent  dans  l'équation  jufqu’au  Rang  /,  qui  égalé  à 

zéro  , donne  une  éq  : gy  4*  bxy  4 . . ..  4 Ix  = o , 
du  dégré  t , qui  peut  lé  réloudre  en  t racines  du  pré- 
mier  dégré  , telles  que  A y 4«*=o  > B y 4/3x  = o, 
Cy+yxz=zo,  &c.  Chacune  de  ces  équations  repréfen- 
te une  Droite  qui  palTe  par  l’Origine  [§.40].  Et  ces 
Droites  font  autant  de  Tangentes  du  Point  multiple.  Il 
en  doit  avoir  ce  nombre -là  , parce  qu’il  eft  le  concours 
de  t Branches  qui  peuvent  avoir  chacune  là  Tangente. 
On  verra  , dans  la  fuite , les  exceptions  que  font  à cette 
Régie  les  racines  égales  & les  racines  imaginaires. 


1 84.  On  remarquera  en  palTant  , parce  que  c’eft  un 
Cas  fort  commun  , que  quand  l’équation  qui  détermine 
les  Tangentes  a une  racine  ^=0,  l’Axe  des  abfciUès  tou- 
che la  Courbe , cet  Axe  étant  reprélènté  par  Icq  : y = o 
[ §.  40 , 1 1 1.  ] , & qu’au  contraire  la  Courbe  eft  touchée 
par  l’Axe  des  ordonnées  , quand  I ''équation  tangcntielle  a 
une  racine  x=o  ,*qui  repréfente  cet  Axe.  Or  l’équa- 
tion tangentielle  a une  racine  y = o , quand  il  manque 
au  plus  bas  Rang  le  terme  làns  y , & elle  a une  racine 
x=o  , quand  il  manque  à ce  Rang  le  terme  fans  x. 
Donc  l’abfence  du  terme  fans  y , on  du  terme  làns  x , 
dans  le  p'us  bas  Rang  de  l’équation , fait  voir  qnc  la  Cour- 
be touche  l’Axe  des  abfcilTes  , ou  celui  des  ordonnées , à 
fon  Origine. 

185. Les 
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Pt. xix.  185.  Les  autres  racines,  telles  que  Ay  + ux^o,  de  c».  XI. 
Pe'quation  tangentielle  , fe  conftruifent , i°.  Ou  en  don- 
nant  à l’ablciflè  A une  ordonnée  — a , & menant  par 
l’Origine  & l’extrémité  de  cette  ordonnée  , une  Droite  , 
qui  lcra  la  Tangente  délignée  par  l’éq  : Ay  + ax  — o. 

[ §.  40.  Il  ] . 

• 20.  Ou  en  donnant  à l’ordonnée  * une  ablciflê  — A, 

& menant  une  Droite  par  l’Origine  & par  l’extrémité  de 
cette  abfcifl'e. 

Ou  en  prenant  une  abfcifl'e  égale  à A , & une  or- 
donnée égale  à * , ou  feulement  une  ablciflê  & une  or- 
donnée proportionnes  à A & * , joignant  leurs  extrémi-  ‘ 
tés  par  une  Droite,  & lui  menant  par  l’Origine  une  pa- 
rallèle. 

On  peut  aulfi , fi  l’on  aime  mieux , ou  fi  cela  fournit 
une  équation  plus  commode,  mener  la  perpendiculaire  à 
la  Courbe  , c’eft-à-dire  , à la  Tangente  de  la  Courbe,  en 
conftruilant  l’éq  „•  a y 4*  Ax  = o . Car  il  eft  aifé  de  voir 
que  , fuppolànt  les  coordonnées  perpendiculaires  l’une  à . 
l’autre , les  Droites  reprélêntées  par  les  éq  : Ay  4-  * x‘—  o, 

& ay  +Ax  = o font  aulfi  perpendiculaires  l’une  à l’au- 
tre. Or  cette  éq  : ay  Ax~  o le  conrtruit  , i*.  ou  en 

• donnant  à l’abfciflè  a l’ordonnée  — A.  2°.  Ou  en  don- 
nant à l'ordonnée  A l’ablciflè  — «•  ?°.  Ou  en  menant 

par  l’Origine  une  parallèle  à la  Droite 'qui  paflè  par  l’ex- 
trémité de  l’abfcifle  a & de  l’ordonnée  ^[§.40,  11]. 

Exemple  I.  On  demande  quelle  eft  la  pofition  de  la 
Droite , qui  touche  à l’Origine  la  Courbe  reprélèntée  par 
l’éq  : y y + xx  by  — c x = o . 

Cette  équation  étant  mife  fur  le  Tr  : anal  : Ibn  plus 
bas  Rang  eft  le  prémicr , qui  égalé  à zéro  donne  by  — ex 
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Ch. XI  =0.  On  prendra  donc  Pablcifle  AE  = 6,  & on  lui  Pl.xix 
5-,8j-  donnera  Pordonnée  EF  = r;  ou  bien  on  donnera  à l’or-  F>s' 14 
donnée  AG  = — c , Pablcifle  GH  = — b,  & la  Droite 
F A H menée  par  POriginc  A , & par  le  Point  F , ou  par 
le  Point  H , fera  la  Tangente  requilc.  On  peut  aulfi  pren- 
dre Pablcifle  A E = b , & l’ordonnée  A G = — c , & la 
Droite  AF , menée  par  l’Origine  A parallèlement  à EG , eft 
la  Tangente  requilc. 

La  Courbe  AB  DA  reprélèntée  par  l’éq  : 4<  x se -f- 

b y — ex  = o eft  un  Cercle  décrit  fur  la  chordc  A B —c , 
du  centre  C éloigné  de  cette  chorde  de'  l’intervalle  (?K 
= ib.  Car  Péq:  ««  + Z3  = ±e  c + \bb  , qui  exprime  le 
raport  des  coordonnées  CP[«]  , PM  [2]  , & du 
raïon  CA  = C K2  + K A1  ) = \/( \tc  + Û>b  ) , fe  trans- 
forme en yy-\-xx*\*by — fï  = o,  par  la  fubftitution  de 
sc  — îr[AE  — AK=EK]  au  lieu  de  z [CP],  & de 
^►Hi[ME+CK  = M E E P ] au  lieu  de  « [MP]. 

Il  eft  donc  aifé  de  voir , dans  cet  Exemple , que  la  Cons- 
truction s’acorde  avec  ce  qu’on  démontre  dans  les  Ele- 
mens  de  la  Géométrie  , que  la  Tangente  du  Cercle  eft 
serpendiculaire  au  raïon.  Car  C K [ {b  ]:  K A [îf  ] = A E 
b ] : E F [ c ] . Donc  les  triangles  redangles  C A K , F A E 
ont  lèmblables , & les  angles  C A K , A F E font  égaux. 

Mais  AFE  & FAE  valent  enlèmble  un  angle  droit.  Donc 
les  angles  C A K , FAE  enlèmble , ou  l’angle  CAF  leul , 
eft  un  angle  droit.  La  Tangente  A F eft  donc  perpendi- 
culaire au  raïon  AC. 

Cela  s’acorde  aulïi  très  bien  avec  la  Conftruétion  indi- 
quée [ §.  prie.  ] pour  mener  la  Perpendiculaire  à la  Cour- 
be. Elle  veut  qu’à  Pablcifle  AB=f  on  donne  l’ordon- 
née BD  = — b y & qu’on  mène  la  Droite  AD.  Les 
triangles  femblables  AKC , ABD  font  voir  que  AD  eft  un 
Diamètre. 

Introd.  h /’ Analyfe  des  Lignes  Courbes.  N n n Exem- 
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Exemple  II - On  demande  quelle  cft  la  pofîtion  de  Ch.xt. 
la  Tangente  de  la  Courbe  repreléntée  par  l’éq  : yyxx  4<x+ 

2ax' 2axyr  4<  aayy  >+>(aa — ££)xx=  o. 

Cette  Courbe  elt  la  Conchoïde  , l’Origine  ayant  e'té 
prifa  au  Pôle  P.  Si  on  la  place  far  le  Tr  : anal  : on  verra 
que  la  Pointe  & le  premier  Rang  reftent  vuides.  Le  fé- 
cond , qui  ert  le  plus  bas , e'tant  donc  égalé  à zéro  , 


« 


O O * O * 

0*0* 

* O * 

. O O 
O 


donne  l’éq:  aayy>\>(aa  — W)xx  = o,  qui  fa  rélbud  en 
ces  deux  ay  + x</(bb — aa)  — o,  & ay xy/(bb — ad) 

— o,  lesquelles  fc  conftruifcnt  en  donnant  à Pabfciflè  PC 

— a les  ordonnées  CG  = -fy/(Ji  — aa)  & C g = 

— s]  {bb  — aa).  Or  cela  s’exécute  fans  peine  , en  dé- 
crivant du  centre  P,  avec  un  raïon  PG  = Pg  = 6 = 
C D , une  circonférence  qui  coupe  la  Règle  en  G & g . 
Les  Droites  PG , Pg  font  les  Tangentes  des  deux  Branches 
qui  fa  croifcnt  au  Pôle  P. 

Exemple  III.  Quelles  fant,  à l’Origine,  les  Tan- 
gentes de  la  Courbe  dont  l’équation  elt  y*  — 2jy’x*  4*  x+ 
-f-  2aylx — 5 ax‘  = o?  C’elt  celle  dont  nous  avons  dé- 
terminé les  Afÿmptotcs  au  §.  14?,  Ex.  III. 

Le  plus  bas  Rang  de  cette  équation  mife  fur  le  Triang: 

*0*0* 

0*0* 

000 
o o 
o 

anah 
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Cn. xt.  anal:  eft  le  troifiéme,  qui , étant  égalé  à ze'ro  , donne  pl.xix. 
$■  t*î-  2ay1x — 5<*x'=o.  Cette  équation  tangentieile  a trois 
racines  x =0 , yy/2  — =0  , y v/2  -f  .v  ^5  = o.  Le 

Point  triple  de  l’Origine  a donc  trois  Tangentes  différen- 
tes. La  première  elt  l’Axe  des  ordonnées  indique'  par  la 
racine  x = o.  Les  deux  autres,  marquées  par  les  deux 
autres  racines , fe  déterminent,  en  donnant  à l’ablcilTè  \/z 
les  ordonnées  ►f1  V$  & — ^5  , & menant  dès  l’Origine  • 
des  Droites  aux  extrémités  de  ces  ordonnées. 

18  6.  Si  le  raport  de  x à y , ou  plûtôt  de  r à / , qui 
détermine  la  pofition  d’une  Tangente,  fait  évanouir,  dans 
l’éq  : a -f*  ( b s -|-  c r ) ri  4«  ( dss  + eir  ^frr  ) an  &c  ■ — o , 
non  feulement  le  terme  qui  fè  trouve  être  le  premier  [§. 

182],  mais  encore  un  ou  pluficurs  des  termes  fuivants  : 
c’eft  une  marque  que  la  Tangente  rencontre  la  Courbe  à 
l’Origine  en  deux , ou  un  plus  grand  nombre  de  Points , 
qu’une  Droite  quelconque.  Donc,  fi  le  Point  eft  fimple, 
la  Courbe  y fubit  une  Inflexion  , fimple  ou  multiple.  Si 
le  Point  eft  multiple  ; il  le  peut  faire  que  la  Branche  tou- 
chée y fubiflè  quelque  Inflexion  : mais  il  fè  peut  bien  aufïi 
que  deux  ou  plufieurs  Branches  fè  touchent  en  ce  Point  - 
là  [ §.  1 8 1 ] . Mais  ces  Cas  font  faciles  à difeerner , parce 
que  plufieurs  Branches  qui  fe  touchent  n’ont  qu’une  Tan- 
gente commune.  Donc  , lors  que  l’équation  tangentieile 
donne  autant  de  Tangentes  qu’il  y a de  Branches  qui  pat- 
fent  par  un  Point  multiple  , on  voit  que  ces  Branches  ne 
le  touchent  pas.  Si  une  de  ces  Tangentes  rencontre  fà 
Branche  plus  de  deux  fois  à l’Origine  , il  faut  que  cette 
Branche  ait  quelque  Inflexion  au  point  de  contaéi. 

Le  dégré  de  cette  Inflexion  1e  connoit  par  le  nombre 
des  termes  au-delà  du  prémier , que  fait  évanouir  le  ra- 
port de  r à / , déterminé  en  égalant  ce  prémier  terme  à 
zéro.  S’il  n’en  fait  évanouir  qu’un  , c’eft  une  Inflexion 

Nnn  2 fimple , 
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Pu  xix.  fimple,  & la  Tangente  cft  en  meme  tems  Sécante  [§.  i <$'$].  Ch.xt, 
S’il  diîparoit  deux  termes  après  le  premier,  le  Point  tou-  §•  ,s6" 
ché  cft  un  Point  de  Serpentement  [§.  16$  ],  & ainfi  de 
fuite.  De  loue  que  la  Tangente  coupe  la  Courbe,  fi  le 
nombre  des  termes,  qui  s’évanouilTent  au-delà  du  pré- 
mier , cft  impair  j clic  ne  la  coupe  pas , fi  ce  nombre  cft 
pair. 

On  voit  ici,  comme  au  §.  18a,  que  les  termes  de 
l’éq  : a (£r  + f r)  « + &c=o  font  les  Rangs  hori- 

zontaux de  l'équation  de  la  Courbe  mile  lùr  le  Tr  : anal: 

& transformée  par  la  fubftitution  de  r à x & de  / à y 
C’eft  donc  par  le  nombre  des  Rangs  fupérieurs  au  plus 
bas  Rang  , que  fait  eVanouir  la  lûbititution  d’une  des  ra- 
cines de  l’équation  tangenticlle  , qu’on  juge  du  degré 
d’inflexion  que  fubit , au  Point  d’attouchement , la  Bran- 
che touchée  par  la  Droite  que  défigne  cette  racine.  Les 
Rangs , que  la  fubftitution  d’une  racine  fait  évanouir  étant 
divilibles  par  cette  racine  ; on  examinera,  en  remontant  de  - 
Rang  en  Rang  , combien  de  Rangs  , fupérieurs  au  plus 
bas , peut  diviler  chaque  racine  de  l’équation  tangentielle  \ 

& par  le  nombre  de  ces  Rangs  on  connoitra  le  degré  de 
l’Inflexion  de  chaque  Branche  de  la  Courbe  , à l’Ori- 
gine *► 

Exemple  I.  On  demande  la  nature  du  Point  fitué 
fÿ'iftf.  à l’Origine  de  la  Courbe  reprélcntée  par  l’éq  : x’ axy 

— bby  = o.  C’eft  une  des  elpèces  du  Trident  défini  au 
§.  155,  Cas  IV,  2. 

Cette  équation  a trois  Rangs , chacun  d’un  (èul  Ter- 
me. Le  plus  bas  eft  le  premier  Rang.  Donc  l’Origine  cft 
un  Point  fimple  [§.  170].  Egalé  à zéro,  il  donne  l’éq  : 

— bby  = o , qui  n’a  qu’une  feule  racine  y = o.  Donc 
la  Tangente  eft  l’Axe  des  abfciflès  [§.  184].  Cette  raci- 
ne fubftituée  dans  le  fécond  Rang , — a xy , le  fait  dif- 

paroitre*. 

* Ufage  de  î Anal . pag.  1 16.. 


Digitized  by  Google 


Cm.  XI. 
§.  186. 


DES  TANGENTES.  469 

paroitre.  Donc  le  Point  , qui  cft  à l’Origine  eft  un  Pt.  xix. 
Point  d’inflexion.  Mais  le  troifiéme  Rang , x'  , ne  difpa- 
roit  pas.  C’cft  donc  un  Point  d’inflexion  limple. 

Exemple  IL  On  propofe  l’cq  : x'y  4<  bxy — ax* 

Hh  aby — aax  = o,  & l’on  demande  la  nature  du  Point 
qui  cft  à l’Origine  de  la  Courbe  qu’elle  repréfènte.  f-lg.  Xif7r 

Le  Rang  le  plus  bas  eft  le  premier  Rang  , aby  — aax , 
qui  égalé  à zéro,  donne  b y — ■ax= o ; ce  qui  fait  voir 
que  le  Point  de  l’Origine  cft  un  Point  Ample  , dont  la 
Tangente  eft  la  Droite , qui  fait  , avec  les  aLfciflés  & les 
ordonnées , des  angles  dont  les  Sinus  font  entr  eux  com- 
me a & b.  Si  l’on  lubftituë  , dans  le  fécond  Rang  bxy  — 

axl , au  lieu  d’j'  (à  valeur  ~ , prilé  dans  l’e'q  : b y — a x 

m b 

= o , on  le  réduira  à axx  — axx  , ou  zéro.  Ou  , ce 
qui  revient  au  même,  on  voit  que  le  fécond  Rang  bxy 
— axx  eft  diviftble  par  le  premier  aby — aax,  le  quo- 
tient étant  — . Donc  la  Courbe  a un  Point  d’inflexion 

a '• 

à l’Origine.  Mais  c’eft  une  Inflexion  Ample.  Car  le  pré- 
mier  Rang  aby — aax,  qui  divifè  le  fécond  bxy — axx, 
ne  divife  pas  le  troifiéme  xyy. 

Exemple  III.  Il  s’agit  de  la  Courbe  repréféntée  Pl.  xx. 

par  l’éq  : xxy — aby  4*  a'x  = o.  »4&* 

Le  premier  Rang , qui  eft  le  plus  bas , égalé  à zéro  , 
donne  aby aax  = o,  ou  by — ax  = o : ce  qui  dé- 

termine la  Tangente  [§.185].  Et  comme,  indépendam- 
ment de  toute  lubftitution , le  fécond  Rang  manque  , le 
Point  de  l’Origine  eft  un  Point  d’inflexion  , mais  d’infle- 
xion Ample,  puifque  le  troifiéme  Rang  n’eft  pas  divifible 
par  la  racine  by-^-~ axx=  0 du  premier. 

N n n j ~Excmpl* 
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u "n*  Exemple  I E . On  propofe  la  Courbe  exprimée  FM-8xr* 

par  l’éq  : y*  + 2Xxyy  + x*  — 4 af  — a^xxy  + Uayy  — S'  ‘ '* 
8a*y  = 0 . 

Le  premier  Rang , — 8 a’y  , égalé  à zéro  , donne  y 
— o.  Donc  l’Axe  des  abfcifles  touche  la  Courbe  à POri- 
gine  [ §.  184],  qui  eft  un  Point  fimple  [ §.  170].  Cette 
valeur  d’y,  fubllituée  dans  les  Rangs  fuperieurs,  fait  dilpa- 
roitre  le  fécond  , 4<  8 aayy  , .&  le  troifiéme  , • — 4 ay*  — 

4 axxy  , mais  non  le  quatrième  y*  4. 2 x xyy  + x\  Le 
Point  en  queition  eit  donc  un  Point  de  double  Inflexion, 
ou  de  Serpentcmenr. 

Exemple  Quel  eft  le  Point  fitué  à l’Origine  de 
r‘S>  ifo.  Ia  Courbe  repréfentéc  par  l’éq  : y*  — aayy*\>  aaxx=xo  > 

Le  plus  bas  Rang  eft  le  feco«ri.  L’Origine  eft  donc 
un  Point  double.  Lgalé  à zéro,  il  donne  yy  — xx=o, 
réductible  en  ces  deux  équations  y — * = 0 , y + x =:  o. 

Il  y a donc  deux  Tangentes  qui  partagent  chacune  en 
> deux  également  l’angle  des  coordonnées.  Le  troifiéme 

Rang  manque  , indépendamment  de  toute  fubftitutioti. 

Mais  les  valeurs  d’7,  Iç.  +*,  ou  — x , fubftituées  dans 
le  quatrième  Rang , ne  le  font  pas  dilparoitre.  Donc  l’u- 
ne & l’autre  des  deux  Branches , qui  le  croifcnt  à l’Origi- 
ne, y lubit  une  Inflexion  fimple. 

Exemple  I.  On  propolè  l’éq  : x4  — 2 ax'^2  -f* 

2 aaxx — ay* — aayy  = o,  & l’on  demande  la  nature  du 
T>g-  iyi-  Point  qui  eft  à l’Origine  de  la  Courbe  qu’elle  repréfente. 

Puifque  le  plus  bas  Rang  eft  le  Iccond  , ce  Point  eft 
un  Point  double.  L’éq:  2 aaxx — aayy  = o , qui  détermi- 
ne les  Tangentes  , eft  réductible  en  ces  deux  , x y/  2 — y 
= OyX^z  4^7  = 0.  On  aura  donc  les  Tangentes  AM, 

AN  des  deux  Branches  , en  donnant  à l’ordonnée  A 
— V*  > les  abfcifles  QM=! , QN  = — 1.  La  premiè- 
re 
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Ch.  xi.  rc  valeur  A'y  , qui  eft  xy/2  , fubftituéc  dans  le  fécond  Pl.Xx: 

5.  istf.  Rang,  — 2<*x’ y/ 2 ■ — ay ! , ne  le  fait  pas  dilparoitre.  Ainfi 
la  Branche  touchée  par  AM  ne  lubit  aucune  Inflexion 
au  Point  A.  Mais  la  fécondé  valeur  d'y,  qui  eft  — xy^, 

£iit  difparoitre  le  fécond  Rang  , quand  elle  y eft  lùbftituée. 

Donc  la  Branche  , que  touche  AN  , eft  irjléchie  au 
Point  A . 

Exemple  EU.  On  demande  fi  la  Courbe  repré-  Planch* 
tentée  par  l’éq  : jy’  + x1^1 — 6 axyy  + aaxx  = o , lübit  ,.xvlu* 
quelque  Inflexion  à fon  Origine.  ,3+T 

Le  fécond  Rang  étant  le  plus  bas , le  Point  de  l’Origi- 
ne eft  un  Point  double.  Scs  Tangentes  font  déterminées 
par  l’éq  : aaxx  = o , qui  a deux  racines  égales  x = o, 
x = o.  Donc  les  deux  Branches  qui  paflent  par  l’Ori- 
gine, y ont  une  Tangente  commune  , qui  eft  l’Axe  des 
ordonnées.  Elle  s’y  touchent  donc  l’une  l’autre  : & cette 
Tangente  commune  eft  cenfée  y rencontrer  quatre  fois  la 
Courbe  [ §.  1 8 1 ] . En  effet , la  valeur  o d’x  réduit  tou- 
te l’équation  à jy4  = o , ,qui  a quatre  racines  égalés  à y 
= 0.  Donc,  de  ce  que  cette  valeur  d’ x fait  difparoitre 
le  troifiéme  Rang,  — 6 axyy  , on  ne  doit  pas  conclure 
qu’il  y a une  Inflexion  à l’Origine  , mais  feulement  que 
deux  Branches  s’y  touchent.  Ce  qui  eft  aflez  e'vident 
par  la  Conftru&ion  de  la  Courbe  donnée  au  §.  1 73  > 

Excmp.  V. 

187.  Si  le  Point,  dont  on  cherche  les  Tangentes  & 
les  Inflexions,  n’eft  pas  l’Origine;  on  l’y  tranfportera  , en 
fubftituant y + « à jy,  & x+z  à x , dans  l’équation  pro- 
pofée  , comme  il  a été  pratiqué  au  §.  17t.  C’eft-à-dire  > 
qu’ayant  pofé  l’équation  donnée  en  première  ligne  , on 
calculera  la  fécondé  , qui  contient  les  termes  « & z.  Et 
fi  la  fubftitution  des  valeurs  de  * & y dans  les  coefficients 
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Fi.  xx-  de  tes  termes  ne  les  fait  pas  évanouir  tous  deux , ce  pré- 
mier  Rang  donnera  l’équation  tangcntielle. 

Exemple.  On  demande  la  Tangente  d’un  Point 
quelconque  d’une  Courbe  du  fecond  Ordre,  exprimée  par 
l’éq  : a -f-  by  Hh  ex  *f<  dyy  -p  exy  *f<  fxx  =3=  o . 

On  a vu  [ §.  174,  Ex.  VI]  que  le  premier  Rang  de 
la  Transformée  de  cette  équation  , eft  (i  + 2 dy  + ex  ) u 
+ ((  + cy+  2/x)  z.  Ce  Rang  égalé  à zéro  clt  l’équa- 
tion tangcntielle,  d’où  réfultc  [§.  185]  cette  Conftrudion. 

15*.  AP  étant  l’abfeillè  x,  & PM  l’ordonnée  y , on  pro- 
longera celle-ci  en  Q^,  deforte  que  MQ_foit  égal  kc^ey 
►p  2 /x,  & on  mènera  par  le  Point  .M , la  Droite  MN 
parallèle  à AP  , & égale  à b + ex-\-  2 dy . On  tirera  la 
Droite  Q^N , & par  le  point  M (à  parallèle  M R , qui  fera 

la  Tangente. 

□ 

t £ 8.  En  général , pour  mener  la  Tangente  d’un  Point 
fimple  quelconque  M d’une  Courbe  , dont  l’équation  eft 
donnée:  On  prolongera,  au-delà  du  Point  M,  l’ordon- 
née PM  & l’ablciflè  pM.  On  multipliera  chaque  terme 
de  l'équation  par  l’expolânt  de  la  puilfance  de  l’ablcilïè , 
& on  divifera  tous  ces  produits  par  l’abfeide  même  : puis 
on  prendra  MQ^  égale  à ce  quotient  , fur  le  prolonge- 
ment de  l’ordonnée  fi  le  quotient  cit  pofitif , fur  l’or- 
donnée même  s’il  eft  négatif.  De  meme  , on  multipliera 
chaque  terme  de  l’équation  de  la  Courbe  par  l’expofant 
' de  la  puiiTânce  de  l’ordonnée  , & on  divifera  tous  ces 
produits  par  l’ordonnée  : puis  on  prendra  MN  égale  à 
ce  quotient , fur  le  prolongement  de  l’abfeiflc  fi  le  quo- 
tient cft  pofitif,  fur  l’abfcifle  même  s’il  clt  négatif.  Enfin 
on  mènera  la  Droite  QN  , & là  parallèle  M R , qui  fera 
la  Tangente  requife. 

Ainli,  l’équation  donnée  étant  l’équation  générale  des 

Lignes 


Ch.  XI. 
S.  <8 7. 


Digitized  by  Google 


Ch.  Xt. 
$.iS8. 


D ES  TANGENTES.  47> 

Lignes  du  $e.  Ordre,  <*  + by  +tx  + dyy  -p  exy  >-p/xx  PuXX. 
gy'  + bxyy  + hexy  + /x*  = o , on  doit  prendre  M Q,= 

c + ty  + 2/x  *{*  byy  + 2Î\y  j/xx  , & M N b d y 

►p**  4«  ygyy  >p  2bxy  + ixx.  Dont  la  raifon  eft , que  fl 
on  porte  l’Origine  du  Point  A au  Point  M , en  fublli- 
tuant , dans  I équation , y + « à y & x 4-1  z à x,  le  pre- 
mier Rang  de  la  transformée  fera  [ §.  29  ] ( b -f  2 dy  *P  e x 
►p  Igyy -H  ibxy  4->  /xx)  u-\-{c-\-ey  + 2/5C+  hyy  4*  2 ixy 
+ j/xx)  z.  Ce  premier  Rang  eft  l’équation  de  la  Droite 
qui  touche  la  Courbe  au  Point  M [ §.  1 82  ] , « & z étant 
les  coordonnées.  Mais  M R , parallèle  à QN , elt  la  Droi- 
te que  repréfente  cette  équation  [ §.  185,  ou  §.40,11]. 

Donc  MR  ett  la  Tangente  de  la  Courbe  au  Point  M. 


189.  Si  on  prolonge  la  Tangente  MR  jufqu’à-ce  qu’el- 
le rencontre  en  R la  Ligne  des  ablciffês,  ou  en  r la  Ligne 
des  ordonnées;  la  partie  PR,  ou  pr,  de  ces  Lignes  qui 
eft  interceptée  entre  la  Tangente  rMR  , & l’ordonnée  MP, 
ou  l’ablciflc  M p , le  homme  la  Sontangentc.  C’eft  l’uîàgc 
des  Géomètres  de  déterminer  les  Tangentes  par  la  gran- 
deur des  Soûtangentes.  On  voit , en  effet , que  le  Point 
M étant  donné  , la  pofition  de  la  Tangente  cft  donnée 
par  celle  du  point  R , ou  du  point  r,  c’eft-à-dirc,  par  la 
grandeur  de  PR,  ou  de  pr.  Or  la  Soutangente  PR  eft  la 
quatrième  proportionclle  à M Q_,  MN  & MP,  & la  Soû- 
tangente  pr  eft  la  quatrième  proportionelle  à MN,  MQ^ 
& M p . Donc , pour  avoir  PR  , on  multipliera  la  fraélion 

par  MP  , & pour  avoir  pr,  on  multipliera  la  frac- 
tion ^j-^-par  Mp*  Numérateur  MN  de  la  prémiére 

fra&ion  elt  l’équation  même  de  la  Courbe  , divifée  par 
l’ordonnée  MP  , après  que  chaque  terme  aura  été  multiplié 

lntroà.  à i'Analyfe  des  Lignes  Courbes.  O o o par 
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pl.  xx.  par  l’expolànt  de  l’ordonnce.  Mais  comme  il  faut  enfuite  Ch.  xi. 

MN  _ 

multiplier  cette  fraéïion  ou  fon  numérateur  MN  , 

par  l’ordonnée  M P ; la  divifion  par  M P cft  compcnfée 
par  cette  multiplication.  On  peut  donc  omettre  l’une.  & 
l’autre,  & divilèr  fimplement  par  MQ^cc  qui  rélultc  quand 
on  multiplie  chaque  terme  de  l’équation  par  l’expofant  de 
l’ordonnée.  De  meme  , puilque  M clt  l’équation  divi- 
fée  par  l’ablciflê  AP , après  que  tous  fes  termes  auront  été 
multipliés  par  l’expofant  de  l’ablciflè  ; on  peut  , & cela 
/ fera  ordinairement  plus  commode  , au  lieu  de  divilèr  par 
l’abfcifle  le  dénominateur  de  la  fraction  , multiplier  par 
cette  même  abfcilTe  le  numérateur,  ou,  ce  qui  ell  la  me- 
me choie,  la  fraétion. 

On  aura  donc  la  Soûtangente  lur  l’Axe  des  abfcilTès  , 
en  multipliant , par  l’ablciflc,  la  fraétion  qui  a pour  nu- 
mérateur la  foinmc  des  produits  qui  le  font  quand  on 
multiplie  chaque  terme  de  l’équation  de  la  Courbe  par 
l’expolànt  de  l’ordonnée  dans  ce  terme- là  , & pour  dé- 
nominateur la  fomme  des  produits  qui  réfultent  quand  on 
multiplie  chaque  terme  de  l’équation  par  l’cxpolànt  de 
l’abfciflc  dans  ce  ternie -là. 

Mais  fi  on  renverfè  cette  meme  fraâion  , en  mettant 
le  numérateur  à la  place  du  dénominateur  & réciproque- 
ment ; on  aura , en  la  multipliant  par  l’ordonnce , la  Soû- 
tangente fur  l’Axe  des  ordonnées. 

Ainfi , dans  les  Lignes  du  2e.  Ordre  , PR  ===== 
2>y4-<rxy-4-2rlyy  b ex-\-.2  dv  „ 

— — — ; — r X == -pr—  y , & p r = 

ix  + exy  4*  2/xx  c 4*  e y >+•  2/x  J 


\-+-exy  + 2/xx  ” r + + 

f±'*> = . & dans  celles  du 

by  + exy  + zdyyJ  6 4*  s?x  4<  2 ny 

3 ..  Ordre,  PR  = “/>  * 

ex  + exy  4->  2/xx  -j-  bxy‘  ►f>a/x'y  «-h  j/x 

~ b 
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/ 


C«.  xi. y 4«<+2<ty4  ?£.y.y  4-  2bxy  4-  ix1 

5.  iïy.  c ^ cy  -\-2fx-\-hy y 4 2 * xy  4 $ /x*  ^ * 
;x+  rxj  4*  2 /xx  4 ^xjy  4*  2 /x’j'  4 ?/x’ 
by  4 e xy  4 2 </)7  4 ? £?*  4 2hxyy  4 ix''y  ^ 
c 4 e y 4 2/x  4 by  y 4 2 îxy  4 ? • 

i4«4  2<(/4^;|42/ixi)'4/xx  * 

dans  les  Ordres  fupérieurs. 


& p r 


& de  meme 


Pl.  X& 


190.  On  peut  auffi  , (ans  s’aftreindre  à multiplier  les 
termes  de  l’équation  de  la  Courbe  , d’abord  par  les  ex- 
pofants  de  l’ordonnée , enfuitc  par  ceux  de  l’ablciffe , les 
multiplier  fuccelïivement  par  deux  progrdïïons  arithméti- 
ques quelconques , dont  la  différence  léra  l’unité.  Ainfi  la 
Régie  pour  calculer  la  Soûtangcntc  Toit  celle-ci. 

On  ordonnera  l’équation  de  la  Courbe  félon  les  di- 
menfions  de  l’ordonnce  , & on  multipliera  (es  termes  par 
une  progrcflîon  arithmétique  , dont  les  termes  croiffent 
ou  décroiffent  de  l’unité'  , comme  les  expofànts  des  puifi- 
lances  de  l’ordonnée.  On  difpofèra  enfuite  la  même  équa- 
tion  félon  les  puiffances  de  l’abfcifib  , & on  multipliera 
fes  termes  par  une  progr  : arithm  : dont  les  termes  croif- 
lent  ou  décroiffent  de  l’unité  , comme  les  expofànts  des 
puiilànces  de  l’abfciflè.  On  divifèra  le  premier  de  ces 
deux  produits  par  le  fécond , & on  multipliera  cette  frac- 
tion par  l’abfciffe  , pour  avoir  la  Soûtangente  fur  l’Axe 
des  abfcifïcs.  Ou  bien , on  divifèra  le  lècond  de  ces  pro- 
duits par  le  premier  , & on  multipliera  cette  fraétion  par 
l’ordonnée , pour  avoir  la  Soûtangente  fur  l’Axe  des  or- 
données. 

Cette  Régie,  par  la  variété  des  progreffions  arithméti- 
ques qu’on  peut  choifir , fournit  une  infinité  d’expreffions 
pour  les  Soutangentcs , entre  lcfquelles  il  clt  bien  difficile  s 
qu’il  ne  s’en  trouve  quelcune  qui  fuit  fimple,  & d’une 

O o o 2 confi* 
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conftruéiion  commode  ; parce  que  le  zéro  peut  être  un  Cm.  xu 
des  termes  de  ces  progrefiîons  , qu’on  fera  tomber  fur  le  *s°* 
terme  qu’on  voudra  de  l’équation. 

Il  fuffira , pour  la  démontrer , d’en  faire  l’application 
à un  Exemple.  ChoifilTons  l’équation  générale , a + by 
ex  ^ dyy  4-?xy  + /*■*  = o , des  Lignes  du  2e.  Ordre. 

Si  on  l’ordonne  par  j',  on  aura  a + ex  4- /xx  , 4-5^4" 
fxj  , *\*dyy=o  , dont  les  termes  étant  multipliés  par  la 
progreflion  m , m-\-  1 , m + 2',  il  vient  ma  4*  mex  + mfxx 
4-  ( w 4*  1 ) b y +(w+  i)fx;  + (w  + 2 ) dyy  . Qu’on 
l’ordonne  enfuite  par  x , & qu’on  multiplie  (es  termes  par 
la  progrdlîon  n , »+  1 , w+  2 , on  aura  va+  nby  + ndy' 

+ (a+Ocx  + ( » + 1 )fxy  4<  ( * 4*  2 )/x  x.  Je  dis 
que  la  Soûtangente  fur  l’Axe  des  abfcitles  lcra 
ma-\-mcx-\-mfxx 4» (ni 4-1  1 ")by  ')exy^(ni+2')dyy 

va  + nby  ndyy  •+■(»+ 1 )cx  4 («4 1 )exy  +(.«+2)  fxx  ' 

va  4 vby  4 ndyy  4-  ( »4  1 )f x 4 (»4  • )exy  +0*4*  O/** 

^UC  *»<*  -\-n>  r a*  4 rvfxx  4 (**  4*  i )£f'4(w4  1 ^ 

exprime  la  Soûtangente  fur  l’Axe  des  ordonnées. 

Car  fi  on  multiplie  l’équation  propofée  par  x” ym , on 
aura  a x^y’"  4 b x* y’”+l  4 c xn+i  ym  4 * d x'' y fl+1  4* e xn*1  ym +1 1 
4-  fx*1*1  ym  = o qui  reprélènte  la  même  Courbe  avec 
les  deux  Axes  [§.20].  Si  on  cherche  la  Soûtangente 
par  cette  équation  , félon  la  Régie  du  §.  préc.  on  aura 
pour  celle  de  l’Axe  des  abfcifles 


& 


1 +(m+is)bxnym^Ji:vicx''Vym+(mst.2')dx,'ymltly(m\.\)ex',\'ymltymfx,,ytym 
ynbx  ym^1  y(nyï)cx’,P,ym  +vdx''y,nl,f±(ni.i)exnl,ymli  4(w+2) fxn*tym  X 

qui , divifant  le  numérateur  & le  dénominateur  par  x’’ym , (è 

réduit  à * Q+ 1 )*7  + mc*  •} .Çm^dyy  +Q-1-  1 >xy ymfxx  ^ 

va * nby  + («4. 1 ) ex  4.  ndyy  + («4  1 ) t xy  4 («42)  fxx 

précifément  comme  on  la  trouve  par  la  Régie  du  préfent  §• 

On 
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Ca. XL  On  trouvera  le  meme  accord,  en  cherchant  la  Soûtangen-  Fi~xx. 

Sh  «so.  tc  cur  p^xe  jçjj  ordonnées. 

191.  Cette  Règle,  ou  celle  du  188,  donnera  tou- 
jours la  Tangente  d’un  Point  fimplc  quelconque  d'une 
Courbe  dont  l’équation  cft  donnée.  Mais  fi  le  Numéra- 

MN 

tcur  & le  Dénominateur  de  la  fra&ion  — — , fe  trouvent 

MC2 

devenir  égaux  à zéro  , par  la  fubftitution  des  valeurs  de 
x & de  y pour  un  Point  donné  ; ces  deux  termes  , qui 
font  les  coefficients  de  u & de  z dans  le  premier  Rang  de 
la  Transformée  qui  nait  de  la  lubllitution  de  y + a à y 
& de  x 4-  z à z , étant  zéro , ce  premier  Rang  difparoit  , 

& par  conlcquent , le  Point  aflïgné  elt  un  Point  multiple 
[§.  171  ].  Scs  Tangentes  , car  il  en  a au  moins  deux, 
qui  peuvent  à la  vérité  coïncider , ne  fauroient  être  déter- 
minées par  une  équation  du  premier  degré  [$.  18$  ].  il 
faut  donc  procéder  à chercher  le  fécond  Rang  de  la 
Transformée  ; lequel  égalé  à zéro  donne  une  équation  du 
lècond  dégré,  compolée  des  termes  tiu  , «z,  zz;  dont, 
à moins  que  les  trois  coefficients  ne  ioient  zéro , on  dé- 
duira deux  valeurs  de  ~ , ou  par  lefquclles  on  dé- 
termine les  deux  Tangentes. 

Exziïlph  T.  On  propofe  de  trouver  les  Tangentes 
de  la  Courbe  repréfentée  par  l’éq  : y* — 6*y\+  14 aayy  Pg.  ijjt- 
1 6a1  y x*  4-  4 aaxx\J  2 o . 

Si  on  fubffituc  y + tt  à y & * + z à x dans  cette 
équation,  le  prémier  Rang  de  la  Transformée  feia  (4 y1 
1 S ayy  4*  2 1 6a'  } « (4  x’  4"  8 aax\J 2 ) Z , le- 
quel , égalé  à zéro  , détermine  la  Tangente  de  chaque 
Point  de  la  Courbe,  qui  fera  un  Point  iïmplc.  En  iup- 

O 0 0 3 poiànt 
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pofant  = 2 <* , l’équation  propoféc  fe  réduit  à — 8 a*  Ch.xi. 
— x*  + yaaxx\/2  z=o  , qui  a deux  racines  x=  4«  §•  1S>I* 
a\?2^2  , x = — ay/2^2.  D’où  il  paroit  que  l’ordon- 
née AB  =24  a deux  ablcifles  BC ~ + 2 & Bc  = 

. — ■ a\jz\j2 , moyennes  proportionelles  entre  AB[2«]  & 

B D[/*v/2  ]•  Si  on  cherche  les  Tangentes  de  la  Courbe 
en  ces  Points  C,  c,  on  fublïitucra  2 a k y & ±a^isj2 
à je,  dans  le  premier  Rang  de  la  Transformée  , ce  qui  le 
réduit  à ( $2 a'  — 72 a'  4*  5 6a'  — 1 6a'  ) u -f-  (14;  1 6aWV2 

i6a'y/V2  ) z , ou  (o)«4-(o)z.  Ainfi  les  Points 
C & c font  des  Points  multiples.  Pour  en  avoir  les  Tan- 
gentes , il  faut  donc  chercher  le  fécond  Rang  de  la  Trans- 
formée [ §.  1 8 j ] , qui  lèra  ( 6 y y — 1 Kay  •+•  \<yaa  ) h rt  + 
(o)«z  + ( — 6xx  4*  444 y/ 2 ) zz  , ou  , mettant  pour  y 

Si  x leurs  valeurs  2 a Si  2\/ 2 , (2  a a")  un 

'(  8 a a y' 2 )zz.  Ce  Rang  , égalé  à zéro  , a deux  racines 
u =4-  2 zy/y/2  , Si  « = — 2 2 vV2  • On  déterminera 
donc  les  Tangentes  des  Points  C , c , en  donnant  aux  or- 
données des  prolongements  CE,  ce,  égaux  à 2 a y/ y/ 2, 
ou  moyens  proportionels  entre  2 AB  [40]  & BD  [4^/2], 

Si  prenant,  fur  les  Droites  FG,  tg  parallèles  aux  abfcinès, 
les  parties  EF,  c f , égales  à a , & les  parties  E G , e g 
égales  à —a.  Les  Droites  CF,  cf,  CG,  cg  font  les 
Tangentes  cherchées. 

Exemple  IL  si  on  cherche  les  Tangentes  de  la 
Courbe  dont  la  nature  s’exprime  par  l’éq  : xyy  4*  2 aay 
— axx  — ]aax — ?4'  = o ; on  trouvera  pour  le  pre- 
mier Rang  de  la  Transformée  , (2x7+244)»  + (yy 
2 ax  — g a a ) z , lequel , égalé  à zéro  , donne  l’équation 
qui  détermine  les  Tangentes  de  tous  les  Points  fimples  de 
la  Courbe.  Mais  fi  l’on  cherche  la  Tangente  du  Point 
M,  quia  Pablciflê  AP  = — a Si  l’ordonnée  PM  = *, 

[ ce  Point  cft  un  de  ceux  de  la  Courbe , puifque  , met- 
tant , 
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Ch. xi.  tant,  dans  fon  équation,  — a pour  x & a pour  y , on  pt.xx.- 
f‘ ,ÿl'  la  réduit  à o = o]  , on  trouvera  pour  le  premier  Rang, 

( 2aa  4<  ta  a ) u 4-  ( aa  4-  zaa ^aa  ) z , ou  ( o ) // 

( o ) z ; ce  qui  n’aprend  autre  cbofe  finon  que  le  Point 
M eft  un  Point  multiple.  On  calculera  donc  le  fécond 
Rang  de  la  Transformée,  & on  trouvera  (x) uu  + (2y~)nz 
►f1  ( — a)zz}  ou,  mettant  — a pour  x & a pour  y , 

— auuAfzauz  — azz.  Ce  qui  étant  égalé'  à zéro  don- 
ne uu — 2«z4*zz  = o,  foit  u — z — o.  D’où  l’on 
voit  que  les  deux  Tangentes  du  Point  double  M coïnci- 
dent, & que  cette  double  Tangente  coupe  en  deux  ega- 
lement l’Angle  des  coordonnées. 


A 


Exemple  ITT.  I.CS  Tangentes  de  la  Couibe  défi-  Hg.  ijy. 
gnée  par  l’éq:  x+ — zaaxx  — 4 ay'  4-<*4==o  lè  détermi- 

4*' xaax  . . 

, qui  fe 


nent  par  l’équat  : --  = 


en 


. , forme 

\2  a a y 

le  premier  Rang  ( — 12  ayy  ) n + ( 4 x* 


égalant  à zéro 

— Ataax)z  de  la  Transformée.  Mais  fi  l’on  fait  y = o, 
on  réduit  l’équation  de  la  Courbe  à x*  — 2aaxx  + a* 
= o , qui  n’a  que  deux  racines  , mais  chacune  double  , 
x — a = o,  .v+a  = o.  Donc  les  ablcifl'es  AP  = a 8c 
A p = — a ont  des  ordonnées  zéro.  Si  on  cherche  les 
Tangentes  de  ces  Points  P,  p,  en  mettant  o pour  y & 

dans  requation  — ^ — , on> 


a pour  x , 


1 2 aay 


la  réduit  à — = — . La  valeur  de  cette  fraéfion  étant 
z o 

indéterminée , on  n’en  fauroit  conclure  autre  choie  fi  ce  ‘ 
n’eft  que  le  prémier  Rang  ( — 1 aa\y  ) u 4-  ( 4*’  — 4 aax)z 
de  la  Transformée  dilparoit , ou  fe  réduit  à (o)«+(o)  z;  • 
& que  par  conlequcnt  P , p (ont  des  Points  doubles.  On 
cherchera  donc  le  fécond  Rang.,  qui  fçra  ( — 1 2 a y ) nu' 

4-  (0}  tti 
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Pi. xx.  +(o)«7,  -r‘(  6xx 2aa')zz,  ou  mettant  — a pour  x 

& o pour  y , (o)««+  ( o)  «z4- (.4aa~)  sz  • Ce  Rang, 
égalé  à zéro,  donne  z=o.  D’où  l’on  conclura  que  les 
'1  angentes  des  Points  doubles  P , p font  les  ordonnées 
memes  P M , p m . 

192.  Si  l’évanouifiement  des  coefficients  de  «,  z,  & 
de  un , ttz  , zz  , fait  dilparoitre  le  premier  8t  lecond  Rang 
de  la  transformée  ; c’elt  une  preuve  que  le  Point  donc 
on  cherche  les  Tangentes  cfi  un  Point  triple.  On  cal- 
culera donc  le  troifiéme  Rang , & ce  Rang  , égalé  à zéro  , 
donne  une  équation  du  3e.  degré,  dont  les  trois  racines 
déterminent  les  trois  Tangentes  du  Point  triple.  Mais  fi 
les  coefficients  des  termes  , naz  , uzz , z’ , qui  compo- 
fent  le  troifiéme  Rang , deviennent  tous  zéro  par  la  fubf- 
titution  des  valeurs  de  x & de  y qui  conviennent  au  Point 
affigné  ; ce  Point  cft  quadruple  , 5c  pour  avoir  lès  Tan- 
gentes , il  faut  égaler  à zéro  le  quatrième  Rang , qui  con- 
tient les  termes  »+,  u' z,  unzz  , «z* , z*  ; & ainfi  de  fuite. 

Fg.  ïSg.  Exemple.  On  propofè  la  Courbe  représentée  par 
féq  : y + — 2 4<  8 aayy  — 2x39^  4*  ^axxy\/ 2 -h  6axyy 

— \2aaxyyJ2  + 2.\* — 10 ax'  ►f1  1 yaaxx 2a' x=.  o. 

Si  Ton  cherche  en  général  la  Tangente  de  cette  Cour- 
be pour  un  Point  quelconque  , on  trouvera  que  le  pre- 
mier Rang  de  la  Transformée  donne  cette  équation  ( 4/ 

— 1 2 a \ y ^ 2 ►p  1 6 a ay 4 xxy  4*  4 a xxy/ 2 + 1 2 axy 

— 1 2.iaxyJ 2 ) u + ( — 4*XV  T-  8 axyyj 2 ►P  6ayy 1 2aaxy/ 2 

4.,  g jotfx1  + 28 a ax  — 2 a'  )z . Mais  fi  l’on  de- 

mande en  patticulicr  la  Tangente  du  Point  qui  répond  à 
l’abfciflè  a 8c  à l’ordonnée  as/2 , [.  car  a lubftitué  pour 
x dans  l’équation  propofée  la  change  en  y*  — ya,y\/2  + 
\2aayy  — üa'yy/2  + 4^  = o , qui  n’a  qu’une  feule  raci- 
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c«.  xi.  ne,  mais  quadruple,^»  — <V2=o]  on  fubftitucra  ces  Pt.  Sx, 
5-1?1*  valeurs  d’x  & d’y  dans  l’équation  tangenticlle  qu’a  don- 
né le  prémicr  Rang.  Comme  cette  fubllitution  la  re'duit 
à(o)«4*(o)z>  on  conclura  que  le  Point  aflîgné  eft 
multiple.  On  calculera  donc  le  fécond  Rang  de  la  Trans- 
formée , qui  fera  ( 6yy  — 1 2ayy/2  + 8 aa  — 2xx  4"  6ax  ) uu 

* ' — 43c y 4*  4<axy/2  4*  6ay  — 6aa\/2  ' ^ ' y 3^ 

\ayyj  2^ \2xx — ioax  + 1444  ) zz.  Et  en  fubftituant 
dans  ce  Rang  a pour  x & a J 2 pour  y , on  le  réduit  à 
(o)««Hh(°)"Z  + (o)zz;  ce  qui  montre  que  le  Point 
propofë  eft  plus  que  double  ; mais  qui  n’indique  point 
encore  la  pofition  de  lès  Tangentes.  Il  faut  donc  pouffer 

le  Calcul  jufqu’au  je.  Rang  (4 y—\*s] 2 )«  ’ +(_ 


+ ( lyy  +î^J/2)WÏZ  + C 8* — ou,  fubfti- 

tuant  à x&j  leurs  valeurs  a & a y/ 2 , (o)«’  4*  (2  a)  uni 
4<  ( o ) «zz  + ( — 2 a ) z1 . Ce  Rang  égalé  à zéro  don- 
ne , en  divilànt  par  — 2a , z*  — ««z  = o , qui  a trois 
racines  z = o , z = « , z = — « , dont  la  première 
fait  connoitre  que  l’Axe  des  ordonnées  eft  une  Tangen- 
te, & les  deux  autres  indiquent  des  Tangentes  qui  cou- 
pent en  deux  également  les  angles  des  coordonnées. 


19$.  Il  seroit  inutile  de  multiplier  les  Exemples. 
Mais  il  eft  à propos  de  remarquer , que , félon  le  Principe 
du  §.  186,  ce  même  Calcul  nous  met  en  état  de  juger 
fi  un  Point,  aflîgne  ailleurs  qu’à  l’Origine  , eft  un  Point 
d’inflexion  Ample,  double,  triple,  ou  &c.  par  le  nombre 
des  Rangs  fupérieurs  à celui  qui  a donné  l’équation  tan- 
gentielle,  lefquels  s’évanouiffent  par  la  fùbftitution  des  va- 
leurs de  « & z;  ou  ce  qui  revient  au  même,  par  le  nom- 

hurod.  à l'Analyfe  des  Lignes  Courbes.  P P P btc 
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■ pL.  xx.  brc  des  Rangs  que  cette  équation  peut  divilèr. 

F ij 7 Exemple  I.  La  Courbe  défignée  par  l’e'q  : x'  — 
%axx — «yy= =°  porte  à l’extrémité  de  l’abfciflè  x = 4<* 
deux  ordonnées,  égales  l’une  à 4a,  l’autre  à ■ — 4 a.  On 
* demande  fi  ces  Points  (ont  Points  d’inflexion  ? On  cher- 
chera d’abord  l’équation  tangenticlle  générale  , qui  cft 

— ( 2ay)u+  ( 3 xx  — 6<*x)z  = o,  qu’on  rendra  parti- 

culière à ces  Points,  en  mettant  pour  x fa  valeur  4 at  & 
pour  y lès  valeurs  ±4/1.  Par  cette  fubilitution  elle  le 
réduit  à rp  8 aau  + 24/MZ  =0  , ou  \z  = o.  Donc, 
en  ces  Points , la  pofition  de  la  Tangente  eft  telle  que  le 
Sinus  de  l’angle  qu’elle  fait  avec  les  ablciflès  eft  triple  du 
Sinus  de  l’angle  qu’elle  fait  avec  les  ordonnées.  Enfuite  , 
pour  fiivoir  fi  ces  Points  font  Points  d’inflexion,  on  cal- 
culera le  fécond  Rang  de  la  Transformée , qui  eft  — (a)uu 
4->  (o)»z  +(  1 x $a)zzt  ou,  mettant  4 a pour  x, 

— arfri  + yazz.  Or  ce  Rang  cft  divifible  par  l’équation 
tangenticlle  «4:5  z = o,ou,  ce  qui  cft  la  meme  choie  , 
il  dilparoit  fi  au  lieu  de  « on  fubftituë  là  valeur  — } Z , 
prife  de  l’équation  tangentiellc.  Donc  les  Points  dont  il 
s’agit  ont  une  Inflexion.  Mais  c’eft  une  Inflexion  fimple  , 
puifque  le  troifiéme  Rang  de  la  Transformée  ne  confifte 
que  dans  le  fcul  terme  z*  , qui  n’eft  pas  divifible  par  « 

3 z==o. 


158. 


Exemple  IL  Soit  la  Courbe  exprimée  par  Péquat.. 

xxy bbx — a'  = 0.  On  en  détermine  la  Tangente  en 

général  par  I eq  : ( xx  ) u + ( 2xy  — bb  ) z = o , que  four- 
nit le  premier  Rang  de  la  Transformée.  Mais  fi  on  prend 

l’ablciflc  * = — — , à laquelle  répond  l’ordonnée  y= 


bbx  -b  a' 
L xx 


l’équation  tangenticlle  le  réduit 

pour 


Ch.  xt. 
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pour  ce  Point-là  , à ^7-  « + \ b b z = o , ou  z + ~^r~ u Pl’ 

= o . On  demande , fi , à ce  Point  , la  Courbe  a une 
Inflexion  ? On  cherchera  donc  le  fécond  Rang.  C’eft 
(o)  uu  + (2x)  uz  + (y)zz  y qui  s'évanouît  quand  on 

/•?<*’  2 b*  o 27 a‘ 

écrit Tb  P°Ur  *»  — ^ Pour  y»  & u Pour 

z;  ou  , ce  qui  revient  au  meme,  ce  Rang  (o  )«»  ►{< 

( 2x)  uz  +(y  ) zz , en  mettant  pour  x & y leurs  valeurs, 

fe  réduit  à — ^ «z  — zz , qui  cft  divifible  par  l’é- 
quation tangentiel/e  z + 2~-  a = o . Donc  le  Point 

b 

aflîgné  a une  Inflexion.  Mais  c’eft  une  Inflexion  fimple  ; 
puilque  le  troifiéme  Rang  qui  n’a  que  le  feul  terme  u zz, 
n’eft  pas  divifible  par  l’équation  tangentiellc. 

Exemple  III.  La  Fig.  149.  cft  celle  de  la  Cour- 
be défignée  par  l’éq  : y1'  -f-  2xxyy  + x 4 4 a y1  — 4 ax'y 

►fi  Saayy  — = o [§.  186.  Ex.  IF].  On  demande 
quelle  eft  la  Tangente  & la  nature  du  Point  qui  a o pour 
abfciflc , 8c  2 a pour  ordonnée  ? Il  eft  aile  de  voir  que 
ce  Point  eft  un  de  ceux  de  la  Courbe. 

Le  premier  Rang  de  la  Transformée  eft  ( 4jy'  + ±xxy 

1 2ayy 4 axx  -+-  1 6aay  — 8 a’  ) u -f  ( 4 xyy  -f-  4 x1  — 

8rfxy)z,  lequel,  mettant  o pour  x 8c  2 a pour  y , donne 
l’équation  tangentiellc  ( Saa)  * ►{<  (o)z=  o , ou  S a au 
= 0,  dont  la  racine  « — o montre  que  la  Tangente  cft 
parallèle  aux  ablciflés.  Le  fécond  Rang  (,6yy  + 2 x x — 

1 2 a y -f-  %aa  ) uu  + (^ ***  ) u z + ( 2yy  + 6xx  — 

4 ay')  zz  , ou,  écrivant  o pour  x 8c  2 a pour  y , (8  aa)uu 
+ (o)»*  + (o)zz  , foit  8 aauu  , difparoit  quand  on 

P p p 2 fubftituë 
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Tl.  xxi.  fubflituë  à « fa  valeur  o.  Il  en  eft  de  meme  du  troifié-  Ch.xl 

me  Rang  ( 4.)' — 4'*)»’  + («!!)  uuZ  + **)  uZ*  § * 

+ (4*)zl , ou,  44»’  + 4<*»zz.  Mais  le  quatrième  (i)*4 
•+<(  2)««zz  4*  ( 1 )z4  ne  difparoit  pas  par  la  lübftitution 
de  o pour  u.  Donc  puifque  l’équation  tangenticlle  u=o 
divife  les  deux  Rangs  fopérieurs  à celui  qui  donne  cette 
équation  , & ne  divife  pas  le  troifiéme,  le  Point  dont  il 
s’agit  eft  un  Point  de  Serpenteraient. 

Exemple  I y»  On  demande  la  nature  des  Points 
. de  la  Courbe  exprimée  par  l’éq  : y 4 — 44/  — %*ayy  + 4X4 
— Saaxxy/ 2 + Sa*  = o , qui  (ont  fur  l’Axe  des  abfcitfes. 

Si  on  fait  jy  = o , on  réduit  l’équation  propofée  à 
4X4 — 8 aaxx/2  +844=o  , qui  a deux  racines  doubles, 
x = + 4V'V'2  > * = — a y/y/ 2.  Pour  avoir  les  Tan- 
gentes des  Points  qui  répondent  à ces  abfciflês  & à l’or- 
donne'e  zéro , on  transformera  l’équation  de  la  Courbe  [ §. 

187]  , & dans  le  premier  Rang  ( 4V  — 12477 — \6aay)u 
•4-(i<Sx* — 1 6aaxy/2')zi  on  mettra  o pour  & ^a/y/z 
pour  x,  ce  qui  le  réduit  à (o)«  + (o)z.  Les  Points, 
dont  il  eft  queftion , font  donc  des  Points  doubles  ; & 
pour  en  avoir  les  Tangentes  , il  faut  calculer  le  fccond 
Rang  (6  y y — 1 2 ay  — 844)  uu  + ( o ) « z >+<  (24*  x — 
Sas/2') zz  de  la  Transformée.  En  mettant,  dans  ce  Rang, 
pour  x & z leurs  valeurs , on  a l’équation  tangentielïe 
— Saanrt  -f- 1 6aazz/2  ~ o , ou  us  — 2ZZ1/2  — o,  dont  les 
racines  u — Zy/a/2z=o>  u+ Zy/2/2—0  déterminent 
les  Tangentes.  Mais  puis  qu’on  demande  fi  les  Branches , 
qui  (è  croifènt  en  ces  Points  doubles  , y font  infléchies  ; 
on  chc’chera  le  Rang  fupérieur , qui  eft  le  troifiéme.  (4jy 
— 44)«’  + ( o)»#z+(o)»SZ  + ( i6x)z*  , ou  , met- 
tant o pour  y & ±a/y/2  pour  x,  — ^at/zszx 6az%y/y/2  ; 

l’on  examinera  ce  que  ce  Rang  devient , quand  , v 
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€h.xï.  au  lieu  de  u on  fubftituë  lès  valeurs  Hr>  ou  — z^zyjz  , pl.xxi. 
l9} • données  par  l’équation  tangentielle.  On  trouvera  que  fi 
dans  — 4 au'  4«  t ôtfz’vV2,  qui  fe  raporte  au  Point  A, 
dont  l’ablciflë  eft  4->  ay/\Jz  , on  fubftituë  ^z^zy/z  à », 
ee  Rang  s’évanouît,  mais  fi  l’on  fubftituë  — zV^V*  , il 
(ë  réduit  à iz*z'y/^z.  Au  contraire,  ;fi,.dans  l’équation 

— 4 au' — tôdzVv's  qui  fë  raporte  au  Point  a,  dont 
l’abfciflc  eft  — ay/y/z  , on  fubftituë  + zvV2>  on  aura 

— izaz'y/y/z,  & en  fubftituant — zyjzyjz  , on  a zéro. 

Donc  au  Point  A , la  Branche  A B touchée  par  la  Droite 
AC  , qu’exprime  la  racine  u — + zy/zy/z  fübit  une  Infle- 
xion ; l’autre  Branche  A E , qui  eft  touchée  par  la  Droite 
AD  qu’exprime  la  racine  « = — zy/z^z,  ne  fubit  aucu- 
ne Inflexion.  Mais  au  Point  a,  la  Branche  aE  , dont  la 
Tangente  a D le  détermine  par  la  racine  « = + z s/z^z  , 
n’eft  point  infléchie  ; mais  la  Branche  a b , touchée  par 
ac  dont  l’équation  eft  u= — zyjzyjz  , fubit  une  In- 
flexion. Au  refte  les  Inflexions  des  Branches  AB,  ab, 
font  Amples.  Carie  quatrième  Rang  (i  ) (o)  «’z 

+ (o)  «« zz+  ( o)  «z*  + ( 4 ) z4  , ne  difparoit  point , lors 
qu’à  « on  fubftituë  ■+-  ou  — z y/.z^z  , mais  il  (ë  réduit 

. à iaz4.- 

194.  Les  memes  Principes  mènent  à la  Solution  des 
Problèmes  inverfes  de  ceux  qu’on  vient  de  réfoudre.  Tel 
eft  celui-ci.  L’équation  d’une  Courbe  étant  donnée,  trou- 
ver les  Points  de  cette  Courbe,  où  la  Tangente  fait,  avec 
les  ablciflës  ou  avec  les  ordonnées  , un  angle  donné.  Pl.xx; 
L’Angle  PM  R,  que  la  Tangente  PR  fait  avec  les  ordon-  Fie ■ ‘J**’ 
nées , ou  l’angle  p M r qu’elle  fait  avec  les  abfciflës , dé- 
pend du  raport  des  côtés  PM,  PR  du  triangle  PMR,  ou 
des  côtés  pM,  pR  du  triangle  pMr,  c’eft-à-dire  , du  ra- 
port des  droites  MQ^,  MN,  lequel  eft  le  même  que  ce- 
lui des  variables  » , z dans  l’équation  tangentielle  générale 
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de  la  Courbe  [§.  187  ].  Si  donc  cet  angle  P MR  , ou  Ch.xi. 
pMr,  eft  donné  , le  raporc  de  « à z eft  donné.  Qu’on 
exprime  ce  rapore  donne'  par  les  lettres  h : l.  On  fubfti- 
tuera  donc  dans  l’équation  tangeritielle  b pour  « & / pour 
z , 8c  on  aura  une  équation , qui , avec  celle  de  la  Cour- 
be , détermine  les  valeurs  de  x & de  y , c’ert-à-dire  , la 
portion  du  Point , ou  des  Points , cherchez. 

Un  feu!  Exemple  éclaircira  cette  Règle.  On  demande 
les  Points  de  la  Courbe  défignéc  par  l’éq  : aayy  ►£<  bbxx 
— aabb  = o , où  l’ordonnée  eft  à la  lôûtangentc  com- 
me h à /.  * 

L’équation  tangentielle  eft  ( iaay  )*►£•(  z bbx  ) z = o, 
ou,  mettant  h pour  u 8c  / pour  z , iaaby  zbblx  — o\ 

ce  qui  donne  y = — . * . Subftituant  cette  valeur 


aab 


dans  l’équation  de  la  Courbe  , on  la  transforme  ea 
b*  Il 

— — xx-\-bbxx — aabbz=z o,  d’où  l’on  tire  x 
aabb 


aai 


yjibbll  aabb  ) ‘ 

Ainfi  x : y =: — aab  : bbl 


n r hhl  1 —hhl 

Donc  _>  = [ —7  x — ] 77 


y (bbll-\-  aabb)  ' 
Si  donc  on  mé- 


aab 
aa  bb 

T*’  T* 

ne  dès  l’Origine  une  Droite  qui  fafte  avec  les  Axes  des 
angles  tels  que  x :y  = J ’ J)  * cette  Droite  rencon- 

trera la  Courbe  aux  Points  demandés. 

Mais  fi  l’équation  propofée  eut  été  aayy  — bbxx  — 
aabb==0  ; on  auroit  trouvé  , par  un  Calcul  fcmblable  , 
ara  h 0 bbl 

j(Jbll— aabb)  ’ & y — sj(bbll-aabb)  ’ valeurS 
qui  deviennent  impoflibles  , quand  aabb  > bbll  , quand 
b;l>  b: a.  On  ne  fauroit  donc  mener  à cette  Courbe 

aucune 
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Ch. xi.  aucune  Tangente  , qui  fa(Te  avec  les  ablciflcs  un  angle  PuXXi. 

5- 1&’  plus  aigu  que  celui  que  fait  la  Droite  repréientée  par  l’éq;  ***• 
ix=hy  , qui  eft  l’Alymptote  de  la  Courbe. 

195.  Le  cas  de  ce  Problème,  le  plus  important  & 
le  plus  facile  à rélbudrc  , eft  celui  où  l’on  cherche  les 
Points  de  la  Courbe , dont  la  Tangente  eft  parallèle  aux 
abfciflês  ou  aux  ordonnées.  Ces  Points  fe  nomment  des 
Maxima  8i  des  Mi  vint*  ; fçavoir  des  Maxim  a ou  Mini- 
ma  d’ordonnées , quand  la  Tangente  eft  parallèle  aux  abC- 
rifles  } & des  Maxima  ou  Mmima  d’ablciflès  , quand  la 
Tangente  eft  parallèle  aux  ordonnées.  En  effet , il  arrive 
d'ordinaire , qu’en  ces  Points  l’ordonnée  ou  l’ablciflë  eft 
la  plus  grande  ou  la  plus  petite  de  toutes  , ou  du  moins 
plus  grande  ou  plus  petite  que  celles  des  points  voiflns 

de  part  & d’autre.  La  lêule  vue  de  la  Figure  fait  voir  % »$*. 
que  la  Tangente  AT  étant  parallèle  aux  abfciflës  [n°.  1 & 

2 ],  l’ordonnée  AB  eft  ou  plus  grande  , ou  plus  petite, 
que  les  ordonnées  a b , « /3  de  part  & d’autre  ; & que  la 
Tangente  At  étant  parallèle  aux  ordonnées  [»°.  3 & 4 ] , 
l’ablciflè  AC  eft  ou  plus  grande,  ou  plus  petite  que  les 
abfciflfes  ac,  «*,  de  part  & d’autre. 

J’ai  dit  que  cela  arrive  d’ ordinaire . Car  il  peut  arriver 
que  le  Point , dont  la  Tangente  eft  parallèle  aux  ablcif- 
fcs  ou  aux  ordonnées , (bit  un  Point  d’inflexion  vifible  ; r>g.  i6f. 
& alors  il  n’eft  ni  un  Maximum  ni  un  Minimum. 

196.  La  Tangente  eft  parallèle  aux  abfciflês  , lorlque 
l’équation  tangentielle , ou  du  moins  une  de  fes  racines  -, 
eft  «==  o ; c’eft-à-dire  , lors  qu’il  manque  le  terme  (ans 
u au  Rang  qui , égalé  à zéro  , donne  la  pofttion  de  la 
Tangente  [ § §.  1 84.  1 87  ].  Et  de  meme,  la  Tangente 
eft  parallèle  aux  ordonnées,  quand  l’équation  tangentielle  a 
une  racine  z=o,  quand  le  Rang  qui,  égalé  à zéro  , 

donne 
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h~  xXi.  donne  cette  équation , n’a  aucun  terme  (ans  z . 

Ainfi  pour  avoir  les  Maxima  ou  les  Minima  des  or- 
données , on  cherchera  le  premier  Rang  de  la  Transformée 
qui  re'fulte  de  la  fubftitution  d'y  +u  à y,  & d’*4«  z à x, 
& on  égalera  à zéro  le  coefficient  de  z dans  ce  premier 
Rang.  Cette  équation  combine'e  avec  celle  de  la  Courbe, 
donnera  les  valeurs  d’x  & d’/,  qui  répondent  aux  Maxi- 
ma & Minima  d’ordonnées. 

Et  pour  avoir  les  Maxima  8c  Minima  d’abfciiïcs , on 
égalera  à zéro  le  coefficient  d'u  dans  le  pre'mier  Rang  de 
la  Transformée,  & on  combinera  cette  équation  avec  celle 
de  la  Courbe,  pour  avoir  les  valeurs  cherchées  d’x  & d'y. 

Ceci  fuppolè  que  les  coefficients  d'u  & de  z ne  s’éva- 
nouiflènt  pas  enfemble.  Car  fi  les  valeurs  d’x  & d’y  , 
qui  rendent  l’un  de  ces  coefficients  égal  à zéro  , font 
aulïi  dilparoitre  l’autre  ; le  Point  eft  un  Point  multiple 
[ §.  171  J , dont  l’ordonnée  ou  l’abfoifTe  ne  font  pas  des 
plus  grandes  ou  des  plus  petites,  ou  ne  le  font  que  par 
hazard.  Il  faut  donc  examiner  fi  la  fuppofition  qui  anéan- 
tit un  des  deux  coefficients  de  « ou  de  2 , n’anéantit 
point  auffi  l’autre. 

Il  faut  encore  examiner  fi  la  racine  u—  o,  ou  z=o^ 
ne  divjfè  point  le  fécond  Rang.  Car  alors  le  Point  trou- 
vé feroit  un  Point  d’inflexion  . f § §.  1 86 , 193  J , & par 
conféquent  il  ne  fèroit  pas  un  Maximum  , ni  un  Mini- 
mum , quoique  la  Tangente  foit  parallèle  aux  abfciflès  op 
aux  ordonnées.  A moins  que  cette  racine  u—  o , ou  Z 
— o,  ne  divife  auflî  le  troifiéme  Rang,  fans  faire  évanouir 
le  quatrième  ; en  quel  cas  le  Point  fèroit  un  Point  de 
double  Inflexion  ou  de  Serpcntcment , & ,en  même  tems 
un  Maximum  ou  un  Minimum . En  génial , fi  la  raci- 
ne u—  o,  ou  z = o,  de  l’équation tangentielle , ne  divife 
aucun  des  Rangs  fupérieurs  , ou  en  divife  un  nombre 
pair  ; le  Point  dont  la  Tangente  eft  parallèle  à une  des 

cooi> 
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Ch. XI  coordonnées,  étant  un  Point  ordinaire  ou  un  Point  depi..xxj. 

$•‘9*-  Serpentement , ce  Point  efl  un  Maximum  ou  un  Mini- 
mum. Il  n’efl  ni  l’ùn  ni  l’autre  , mais  un  Point  d’infle- 
xion vifible  , fi  la  racine  «=o,  ou  2=0  , divilè  un 
nombre  impair  de  Rangs  lùpérieurs  à celui  qui  a donné 
l’équation  tangenticllc. 

Faute  d’avoir  fait  attention  à ces  deux  Remarques , des 
Géomètres  ont  pris  pour  des  Points  de  Maximum  ou  de 
Minimum  , des  Points  qui  n’avoient  pas  ce  Cara&ère  , 
mais  qui  étoient  ou  des  Points  multiples  ou  des  Points 
d’inflexion  ; & d’un  autre  côté , on  a élevé  des  Objec- 
tions contre  une  Méthode  lëmblable  à celle  que  nous  pro- 
pofons  ici , lefquelles  s’évanouiflent  par  ces  confidérations. 

Exemple  I.  On  demande  les  Maxima  ou  les  Mi- 
nima  de  la  Courbe  exprimée  par  l’éq  : yy  + xx  ►P  b y — r‘s' ltf4î 
ax  =0. 

Si  on  fubftituë  x4«z  à x & y*\>u  à y,  le  prémier  Rang 
de  la  Transformée  fera  ( 2y  + b~)u  + (2* — a)  z.  Le 
coefficient  de  z,  égalé  à zéro,  donne  x=z{a  , & cette 
valeur  d’x , fubflituée  dans  la  Propolec,  la  change  en  y y 
4*  by  — i<*/ï  = o,  d’où  l’on  tire  y = — {bdz.  {yj  (bb 
-\-aa').  Ces  valeurs  d 'y,  fubftituées  dans  le  coefficient 
de  u , ne  le  font  pas  dilparoitre.  Donc  l’ablcifle  x = { a 
= AP  , & les  ordonnées  y = — ï^+îV^C  bb-\-  aa')  = 

P M , y = — {b  — \y/{bb  4 *aa)=:  Pm  , donnent  deux 
Points  M,  m,  qui  (ont  les  Maxima  des  ordonnées. 

Pour  avoir  ceux  des  ablciflès , on  égalera  à zéro  le 
coefficient  de  « . Il  donne  y = — { b.  Cette  valeur 
fubflituée  dans  l’équation  de  la  Courbe  , la  transforme  en 

XX ax — ~bbz=  o,  d’où  l’on  tire  x=  {a±{\/(  bb 

4 -aa).  Et  ces  valeurs  , fubflituées  dans  le  coefficient  de 
z,  ne  le  font  pas  évanouir.  Donc  l’ordonnée  y— — \b 
= A Q j & les  ablciflès  x =4  a 41  î vX  bb  41  aa  ) =;  QN  , 
lntrod,  à PAnaly/e  des  Lignes  Courbes.  q & 
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xxl  & x = î /»  — 5 y^C ^ + aa ) = Qj? > donnent  deux  Points 
N , n j qui  (ont  les  A laxima  des  ablciiles. 

Mais  il  faut,  pour  cela,  que  ces  quatre  Points  M,  m, 
N , n , ne  (oient  pas  des  Points  d’inflexion  ; comme  en 
effet  ils  ne  le  font  pas.  Car  le  fécond  Rang  de  la  Trans- 
formée, qui  eft  uu  + z z , ne  peut  le  divifer  par  le  pre- 
mier , qui  eft  ( 2y  -p  b ) tt  + ( 2x  + a ) z , quelque  fuppo- 
fition  qu’on  faife  fur  les  valeurs  de  y & de  x.  On  fait 
d’ailleurs  qu’une  Courbe  du  fécond  Ordre  ne  fauroit  avoir 
d’inflexions  [§.  16$  ].  Et  comme  la  Courbe  en  queftion 
eft  un  Cercle  , [ $.  185.  Ex.  I] , on  peut  ailement  s’aff- 
furer  que  le  Calcul  a véritablement  déterminé  les  plus 
grandes  abfciflcs  & ordonnées. 

Exemple  II.  Quels  font  les  Maxima  & les  Mir.i- 
m a de  la  Parabole  repréfèntée  par  l’éq  : a y — xx=zo. 

[§.  I2J  ]? 

Le  premier  Rang  de  la  Transformée  eft  ( — a')»  — 
( 2 x ) z . Le  coefficient  de  2 , égalé  à zéro  , donne  x 
'•  =0,  qui  fubftitué  dans  la  Propofée  donne  y ■ -n. 

Comme  ces  valeurs  d’x  & d’y  ne  font  pas  évanouir 
( — a')  le  coefficient  d'u , on  conclura  qu’à  l’Origine  , 
la  Tangente  eft  parallèle  aux  abfciflès  : ce  qui  eft,  en 

3uelque  (brte , un  Minimum  d’ordonnées  ; puilque  l’or- 
onnée  y eft  ze'ro,  & qu’il  n’y  en  a point  de  négatives. 
Mais  le  coefficient  au,  égalé  à zéro  , donneroit  * 
= 0 : ce  qui  eft  abfurde.  Donc  la  Parabole  n’a  point 
de  Tangente  parallèle  aux  ordonnées.  Elle  n’a  donc  point 
de  plus  grande , ni  de  plus  petite  ablcitlc.  Elles  vont  , 
en  effet , depuis  le  zéro  en  croiflànr  jufqu’à  l’infini  pofi- 
tif,  & en  décroiflânt,  julqu’à  l’infini  négatif 

Exemple  III.  On  propofè  la  Courbe  que  repré- 
fcnte  i’éq  : xxy — ayy — bbx=o^ 

Le 


Ch.  XI. 
f.  1 »6. 
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Le  premier  Rang  de  la  Transformée  étant  (x: — 2»y)u 
( 2x7 — bb')  z ; fi  on  cherche  les  Maxim»  d’ordon- 
nées , on  égalera  à zéro  le  coefficient  de  % , & on  aura 
bb 

x = — . Cette  valeur , fubflituéc  dans  l’équation  de  la 
2y 

b 4 b'  * 

Courbe,  donne ayy = o-,  ou y = — v'C^4* 

bb  t 

4 «).  Donc  x [ = — ]= — >J  i»bb . Ces  valeurs, 

2y  * 

fubffituées  dans  xx  — 2 a y , coefficient  d’«,  ne  le  font 

pas  évanouir.  Ainfi  le  Point  qui  a pour  coordonnées 

, * b* 

x = — ÿ/±abb  , & 7 = — V — , n’eft  pas  un  Point 

4a 

multiple , mais  un  Maximum  d’ordonne'es  , pourvu  que 
ce  ne  (oit  pas  un  Point  d’inflexion.  On  cherchera  donc 
le  fécond  Rang  de  la  Transformée,  ou  du  moins  le  coef- 
ficient du  terme  zz  > auquel  ce  Rang  le  réduit  par  la  va- 
leur d’«  prilè  dans  l’équation  tangcnticlle  u = o . On 
trouvera  que  ce  coefficient  eft  y , & qu’ainfi  il  ne  s’éva- 

b* 

nouït  pas  par  la  fubilitution  de  — — à y . Donc  le 

Point  trouvé  n’cft  pas  un  Point  d’inflexion , mais  un  vrai 
Maximum  d’ordonnées. 

Pour  avoir  les  Maxim»  ou  Minima  d’ablcilTes , on 
égalera  à zéro  , xx  — 2»y , qui  elt  le  coefficient  d’«,  & 

X X 

on  aura  y= — > valeur  qui  transforme  la  Propoféc  en 

X*  X* 

bbx  = o,  ou  x+  — ±abbx  , qui  a deux  ra- 

2a  4a  -r-  > T 

cines  , x=o,  xz=.*J ayibb.  Ces  valeurs  fubftituées  dans 

XX 

l’éq  :y  ~ ~ , donnent , la  prémiére  y = o , la  féconde 


Qjq  2 


Pl.  XX  t. 
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y=V  — • Et  ces  valeurs  d’ x & d’ y , fubftituées  dans 

2xji  — £ b , ne  le  font  point  difparoitrc.  Subftitue'es 
auffi  dans  le  fécond  Rang  , que  l’équation  tangentielle  z 
==0  réduit  à auuz^zo,  elles  ne  le  font  pas  évanouir. 
. Donc  l’Origine  , où  x=o,  &;  = o,  & le  Point  où  x 

= \>\abb  & y = y/  — , ne  font  ni  des  Points  multiples, 

ni  des  Points  d’inflexion  , mais  de  véritables  Minima 
d’abfciflcs. 

Exemple  î E" . On  veut  chercher  les  Mayjma  ou 
f '&•  l6e-  Minima  de  la  Courbe  défignéc  par  l’éq  : a y'  4.  b x1  — 
_c‘x  = o. 

Le  premier  Rang  de  la  Transformée  eft  (sayy  ) u 4 
( j b xx  — r‘  ) z.  Si  on  égale  à zéro  le  coefficient  de 

c» 

2 » °n  aura  x = yj  , & par  l’équation  de  la  Courbe 
« 4 e* 

y = — V 2j~y  > valeurs  qui  réduilent  l’équation  tangen- 

...  . . *.  \ac*  . , 

tielle  a ±#v  —g-  — o ou  u = o.  Donc  les  Points 

r’ 

qui  ont  , l’un  pour  abfciflè  4 & pour  ordonnée 

1 A (*  ^ , 

^ !zÿ~âàl  ’ ^autre  Pout  ablciflè  — & pour  or- 

4f*  " * 

donnée — ont  jeurs  Tangentes  parallèles  aux 

abfciflès.  Ces  Points  ne  font  pas  Points  d’inflexion.  Car 
le  fécond  Rang  de  la  Transformée  , réduit , [ puifque  u 
£=°>]  à (j&x)  zz,  ne  dilparoit  pas,  lors  qu’à  x on 

fubfti- 


c«.  xt. 
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§•  1 96. 


fubftituë  ou 
d’ordonnées. 


Ce  font  donc  des  Max! ma 


Pi.XXI, 


Mais , fi  on  égale  à zéro  le  coefficient  d’/v , pour  avoir 
les  Maxim  a ou  Minima  d’abfcifles  , on  trouvera  y~  o , 
& par  l’équation  de  la  Courbe  bx * — c’x  =0  , qui  a 

f*  ' e ’ 

trois  racines  xr=o,  x — ^y/  -g  , x = — V ^ . Ainfi 
l’Axe  des  abfcifres  rencontre  la  Courbe  â l’Origine  & à 

( » g* 

l’cxtre'mité  des  abfcifles  + y/  -y , — s/  ç , & ces  Points 

ne  font  pas  multiples , puifque  ces  valeurs  d’x  n’anéantifi. 
lent  pas  le  coefficient  jèxx — c 1 de  z.  Donc  dans  ces 
Points  la  Tangente  eft  parallèle  aux  ordonnées.  On  ne 
doit  pourtant  pas  encore  affirmer  que  ce  font  des  Maxi- 
ma  ou  Minima , puifqu’ils  peuvent  être  Points  d’inflexion 
vifible  i ni  le  nier , avant  que  de  favoir  fi  ce  ne  font  point 
des  Serpentemens.  On  calculera  dans  le  lècond  Rang  de 
la  Transformée  , réduit  au  terme  uu  , & on  trouvera 
quey=o  fait  difparoitre.  Ainfi  les  Points 
alfignés  font  Points  d’inflexion.  Et  ce  ne  font  pas  des 
Serpentemens;  car  le  troificme  Rang  (<*)««  ne  s’anéantit 
point  , par  la  fubftitution  des  valeurs  d’x  & d’j».  Les 
Points  en  queftion  font  donc  des  Points  d’inflexion  vifible> 
& non  pas  des  Maxima  ou  des  Minima  d’ablciflès , quoi- 
qu’ils ayent  leur  Tangente  parallèle  aux  ordonnées. 


Exemple  . On  propote  la  Courbe  , que  les  An-  »*7>  . 

ciens  ont  apellée  CiiJ'oïJe , dont  l’équation  eft  x^  y q*  x’ 

iaxx-\-$aax a'  — o. 

Le  premier  Rang  de  la  Transformée  eft  {2xy')u  + 

(yy  4*  1 xx  — 6ax  + ^aa  ) z.  Si  on  cherche  la  plus  gran- 
de ordonnée , on  trouvera , en  égalant  à zéro  le  coëffi- 

Qjq  l cient 
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Pl.xxi.  cicnt  de  z , yy  + $xx — Gax+  $aa~o;  & fubfiituant , Ch. XI. 
dans  l'équation  de  la  Courbe  , au  lieu  de  yy , (à  valeur  5-  *?6- 

— jxx-j -6ax — , on  aura — jx‘ 4 -Gaxx — %aax  + 
x ’ — %axx 41  i&ax  — a ' = o z== ( x — a)z  ( — 2X — a), 

• qui  a trois  racines  x — — {a  , x—a  , x — a.  La  pre- 
mière fubfiituéc  dans  yy  41  ?*x — 6ax  4*  — o,  donne 

yy  — — 6\aa  , où  y elt  imaginaire.  Ce  Point  n’elt  donc 
pas  meme  un  des  Points  de  la  Courbe.  On  pourroit  le 
' nommer  un  Maximum  imaginaire  , mais  la  confidération 
de  ces  Maxim  a n’aboutit  à rien  , que  je  lâche.  L’autre 
racine  xz=a , qui  elt  double,  fubliituée  dans  y y 4*  lxx 

— 6ax-\-  1 aaz=o  , donne  y — o,  & cette  valeur  d 'y 
anéantit  le  coefficient  2xy  de  //.  Donc  elle  indique  un 
Point  multiple  à l’extrémité  de  l’ablcifle  x—a. 

On  connoitrà  les  Tangentes  de  ce  Point  multiple,  en 
cherchant  le  fécond  Rang,  qui  elt  (a-)  au  4*  ( 2>0  aZ  + 

(jx — 1 a}  22,  & y fubfiituant  à x & y leurs  valeurs  a 
& o , ce  qui  le  réduit  à a art.  Puilque  ce  Rang  ne  s’a- 
néantit pas , le  Point  en  quefiion  n’clt  qu’un  Point  dou- 
ble  [§.  171],  & en  l’égalant  à zéro  , on  a une  équation , o 
qui  11’a  qu’une  lèule  racine  double  «=o.  D’où  l’on 
conclut  [ §.  181]  que  ce  Point  n’a  qu’une  Tangente , 
mais  qui  touche  deux  Branches.  Ainfi  , quoique  cette 
Tangente  foit  parallèle  aux  ablcillès,  le  Point  qu’elle  tou- 
che n’cft  ni  un  Maximum  , ni  un  Minimum  d’ordonnées. 

197.  La  re' solution  du  Problème  de  Maximis 
& Mini  mis  eft  une  des  plus  utiles  & des  plus  agréables 
inventions  de  l’Analylè.  Elle  fert  à trouver  , entre  une 
infinité  de  grandeurs  qui  ont  entr’elles  un  raport  déter- 
miné par  une  Loy  confiante  & qui  peut  s’exprimer  par 
une  équation,  celle  qui  elt  la  plus  grande,  ou  la  plus  pe- 
tite , & en  général  celle  qui  remplit  le  mieux  certaines 
vues.  Toutes  ces  grandeurs  , ou  ce  qui  en  réfulte  lùi- 

vant 
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Ch.  XI.  vant  le  but  propofé  , peuvent  être  repréfente'es  par  les  pl*hcm« 
>.  «S7-  ordonnées  d’une  Courbe  , qui  lèra  algébrique  fi  la  Loy  XXiL 
de  leurs  raports  s’exprime  par  une  équation  algébrique  ; & 
il  ne' s’agit  que  de  déterminer  la  plus  grande  ou  la  plus 
petite  de  ces  ordonnées. 

Ceci  s’éclaircira  par  deux  Exemples  , l’un  très  (impie, 
l’autre  un  peu  plus  compolé. 

• 

Exemple  I.  On  demande  quel  eft  le  plus  grand 
Reftangle  qu’on  puifle  inferire  dans  un  Cercle . donné  Fig.  u». 
AD  B b. 

Soit  QRST  le  Re&angle  cherché.  Si  on  mène  les 
diamètres  A B , D E parallèles  aux  côtés  du  Re&angle  , il 
efl  clair  qu’ils  le  divileront  en  quatre  Re&angles  égaux  & 
femblables  , tels  que  C P QN . Donc  le  quadruple  de 
C P QN  eft  le  plus  grand  Reétanglo  qu’on  puifle  inlcrire 
dans  le  Cercle  : c’eft  un  Maximum.  Et  C P QN  efl  me- 
furé  par  le  produit  de  G P & de  P Q,  qui  (ont  les  coor- 
données perpendiculaires  du  Cercle  , l’Origine  étant  prifè 
au  centre  C . Soit  r lé  raïon  , x l’ablciflè  C P , l’ordon- 
née PQ_(èra  y/(rr — xx)  [ §.  7].  Ainfi  x\/(rr — xx), 
produit  des  coordonnées  C P , P Q,  reprélcnte  le  Re&an- 
gle  CPQN  , & (on  quadruple  4 xy^  (*■/•• — xx  ) le  Rec- 
tangle QRST.  Cette  grandeur  4xyXrr — xx)  doit  donc 
être  la  plus  grande  entre  lès  (èmblables , c’eft-à-dire , qu’or» 
cherche  la  valeur  d’x  qui  rend  4 x*J{rr  — xx)  un  Ma- 
ximum. Pour  la  trouver , on  fuppolera  une  lettre  y pro- 
portionelle  à 4 x\\rr — xx)  , égale,  par  exemple  , à 

4 x v/( rr xx)  ^ on  jmaginera  |a  Courbe  C M B re-  ’ 

, «,  4 xy/(rr — xx) 

prelentee  par  1 eq  : y — — , ou  aayy  — 

rrxx  + x4  = o , deforte  que  l’ordonnée  P M (èra  propor- 

tioneUe 


Digitized  by  Google 


495  DES  QUESTIONS 

Piavche  nelle  au  Rc&angle  QJtST  dont  le  côté  QT  paffe  par  ch  xi. 
xx|i.  l’extrémité  P de  l’ablciilè  CP  [x],  Ainfi  l’ablciflè  CP  §• '*7i 
qui  donne  la  plus  grande  ordonnée  PM  , détermine  le 
plus  grand  Rectangle  Q.RST.  Pour  avoir  cette  ablciftè, 
on  transformera  l’éq  : ‘aayy  — rrxx  + x*  = o , en  lübtti- 
tuant  at  + z à x & y + u à y.  Le  premier  Rang  de  cette 
Transformée  eft  ( iaa)  )a  >+■  ( — irrx  + 4X*  )z.  Egalant 
à zéro  le  coefficient  de  z , on  «aura  45e’  — irrx=.  o , 
qui  a trois  racines  x = o , x = + v'  i rr,  x~  — rr- 
La  prémiére  , fubftituéc  dans  l’équation  de  la  Courbe  , 
donne  y = o.  Mais  cette  valeur  d 'y  fait  auffi  évanouir  le 
coefficient  d 7/  dans  le  prémier  Rang  de  la  Transformée. 

Elle  marque  donc  , non  un  Maximum  , mais  un  Point 
multiple  à l'Origine  [ §.  1 7 1 J . Les  deux  autres  valeurs 
d’x,  (ç  + & — Vin * fubftituécs  dans  la  propofée,  don- 

1 ^4  1 y ^ 

nent  vy  = I 1 — = — , ou  y = — . Cette  va- 

a a 4 aa  J 2 a 

leur  d’jt  n’anéantit  point  le  coefficient  d Elle  donne 

donc  le  Maximum  M , dont  l’ordonnée  P M = — , & 

2 a 

l’ablciffe  CP  = ±y/ {rr.  Ainfi  le  plus  grand  Rectangle 
qu’on  puiffe  inlcrire  dans  un  Cercle , c’eft  le  Quarré.  Car 
CP  [x]  étant  z=i/irrt  PQ^  [ \/(rr  — xx)]  eft  auffi 
= y/  irr.  Donc  CPQ£î , & par  conféquent  QRST  , eft 
un  Quarré.  Ce  qu’on  démontre  auffi  facilement  dans  la 
Géométrie  élémentaire. 

Exemple  II.  Les  deux  Points  A,  B étant  donnés 
à égales  diftanccs  du  centre  C , fur  le  diamètre  H 1 du 
demi-cercle  HL1  ; on  demande  quel  eft  le  Point  E de 
la  demi-circonférence,  duquel  menant  les  trois  droites  EA, 

E C , E B , la  différence  des  angles  A E C , B E C eft  la 
plus  grande  ? 

Soit  . 
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Soit  E le  Point  cherché  , & fi  on  mène  la  Droite  EF , Planchb 
qui  fait  avec  EC  l’angle  CEF  égal  à CEA,  l’angle  FEB  XXI1* 
fera  la  différence  des  angles  AEC  , BEC  ; & doit  par 
conféquent  ctre  un  Maximum.  Mais  comme  la  grandeur 
d’un  angle  ne  fe  calcule  pas  aifément  , & que  le  plus 
grand  angle  a le  plus  grand  Sinus  & réciproquement  , 
on  cherchera  le  Point  E , oui  donne  l’angle  BEF  dont  le 
Sinus  eft  le  plus  grand.  Abaiflànt  du  Point  [B  fur  EF  la 
perpendiculaire  BG,  elle  eft  le  Sinus  de  l’angle  BEF,  BE 
étant  le  Sinus  total.  Il  faut  donc  que  la  railôn  de  B G à 
BG 

BE  , ou  la  fraction  ,77,  foit  un  Maximum. 


Soit  le  raïon  CE  = r,  CA  ou  CB=<*,  CDfl’abf. 
cifTe  du  Point  cherché  E ] = x , fon  ordonnée  D E = 
\/(  rr  — xx).  Soit  de  plus  C F = t . Donc  AE  = 
>/(  AD1  + DE1)  = \l(  aa  >i<  rr  2*x)  , B E = ^(BD1 
*DE i')  = y/(aa  + rr — 2ax ),  EF  = V/(FD1  + DE1) 
==\/  (rr>4<// — zxt ) • Et  puilque  CE  coupe  en  deux 
également  l’angle  A EF,  on  aura  [Eucl.  VI.  3]  AE:  EF  = 
AC  : CF , ou  AE1  : EF1  = AC1  : CF1 , & , mettant  les  va- 
leurs analytiques  , aa  rr  2ax  : rr  4-1  tt  — 2xt  ==:aa  : 1 1 
ou , égalant  le  produit  des  extrêmes  à celui  des  moyen- 
nes , aatt  ►p  rrtt  + 2axtt  =.aarr  + aatt oaaxt  , foit 

2 axtt  + 2 aaxt  = a arr — rrtt , & , divilànt  de  part  & 
d’autre,  par  a^t,  2axt=.arr — rrt  , ou  t 

— ; . Donc  BF  F/*  — t]  = , & EF* 

rr*Y2ax  L J rr  + 2ax 


[ = rr  4*  tt 2Xt  ] — 


aa  4*  rr  4*  zax 


r*.  BG  étant  per- 


(rr+  2axy 

pendiculaire  à EF,  les  triangles  rectangles  BFG,  DFE  , 
qui  ont  l’angle  commun  F , font  femblablcs , & donnent 

cette  proportion  EF  [ t J : ED  lrr — XXJ 


( rr  -f-  2ax  ) 
bitrod.  à r Analyfe  des  Lignes  Courbes. 


Rrr  5=  BFS 
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a 4.a*rrxx—  d.a*x*  Ch.  XI, 

— BF:  T — rr]  : BG1.  Donc  BG'=- — - ■ - î§  «97- 

— Dr  \-(rr^2axy  J (aa^rr^zaxj^  * 

„ BG1  4a*rrxx 4 *4*4 a* 

& B t1  r+C**  + ^ + 24x)(tf4  4<>T — -«*)  r4 

4rrxx  45 — qui  doit  ctre  un  Maximum.  ■ Car 

(<w  + rr): — 4/Jrfxx 

fi  la  fraction  ^ cft  un  Maximum  , comme  le  fuppofe 

Db 

B G* 

la  Queftion  propofée , fon  quatre'  —,  fera  aulfi  un  Ma- 
ximum.  Et  il  le  fera  pareillement  en  le  divîfànt  par  la 

- 4 

quantité  confiante  — , , puifque  le  Maximum  dépend 

uniquement  de  la  variable  x.  Il  s’agit  donc  de  détermi- 

. . ^ 4 rrxx 4 >r 4 

miner  la  variable  x,  qui  rend  la  fraction  (aa+rry  _^aa^x 
un  Maximum. 

Pour  cela  , on  fuppofera  cette  fraétion  égale  à une 


fraction  ^ , & on  cherchera  la  plus  grande  ordonnée  de 

y 4 rrxx 4.x4 

la  Courbe  repréfentée  par  l’éq  : J=  (aa+rry-.^x' 

ou  (aa  -\-rry  y — 4 aaxxy  ■ — ^arrxx <yax*  = o.  ^ Le 
premier  Rang  de  la  Transformée  fera  ({aa*\?rr') 

4 aaxx')  u + C — 8 aaxy  — 8 arrx  >4*  1 6ax ’ ) z • 8i  on  égale 

2 xx  — rr 

à zéro  le  coefficient  de  z , on  aura  y= i St 

cette  valeur  fubftituee  dans  l’équation  de  la  Couibe  la 
change  en  — 4 aax*  + 2 ( aa  + rr  )"  xx  — rr  (aa+  rr  )l 
— o , dont  les  racines  font  les  valeurs  d’ x qui  donnent 
le  Maximum  cherché.  Or  cette  équation  du  4e.  degrc 
fe  réduit  en  deux  autres  2xx  — (<14  + rr}  = o , Sc 

— 2 aaxx 
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C«.  xl.  — zaaxx  -|-  rr(  aa  = o.  Ainfi  lès  quatre  racines 

$'197'  font  x — +y/({aa  , x = — v^G * + i^r)  > 

r+  r* 

x-^VCirr-i ),x  = — VCirr-i — — ).  Les  or- 

zaa  zaa 

données  qui  répondent  à ces  abfcillcs  , font  yz=a,y  — ay 

Y*  Y*  # 

y = -p  ,y-=i-^.  Les  deux  prémiéres  abfcilTes  & les 

deux  prémiéres  ordonnées  donnent  deux  Maxima  ; les 
deux  dernières  donnent  deux  Minima , comme  on  le 
voit  par  la  Figure  de  la  Courbe  tracée  dans  la  Fig.  1 70. 
Mais  ces  Minima  n’apartiennent  point  au  Problème  pro- 

pofé , & ne  viennent  ici  que  parce  que  l’équat  : — = 


4rrxx 


4* 


. . repréfente  toute  la  Courbe.  Pour 

(aa  -P  rry  — 4 aaxx  r 

la  Quefiion  propofée  , il  fuffit  d’en  confidércr  la  portion 
qui  clt  comprilè  dans  le  Cercle  HLI  , puifque  le  Point 
E , devant  Être  pris  fur  la  circonférence  , ne  peut  avoir 
une  abfcifle  CD  plus  grande  que  le  raïon.  Les  Maxima 
cherchez  font  donc  ceux  qui  ont  l’ablcille  x = -+-  ou 
— y/(iaa  j/r)  , & qu’on  peut  trouver  ainfi.  Qu’on 
décrive  fur  le  raïon  C 1 le  quarré  C 1 N L ; qu’on  mène  la 
diagonale  CN  , & qu’on  prenne  fur  cette  diagonale,  la 
partie  CM  égale  à AL,  hypothenufe  du  triangle  A CL, 
qui  a pour  bafe  AC  [«]  , & pour  hauteur  CL  [ r ]. 
Enfuite  , qu’on  abaifle  du  Point  M fur  le  raïon  C I la 
perpendiculaire  MD-  Elle  coupera  la  circonférence  au 
Point  cherché  E.  Car  CN  [v'îrrl:  Cl[r]=CM 
[ v7 ( aa  -j- rr)] : C D [ ^ (kaa  HhirO  * • On  trouve  de 
meme  , dans  l’autre  quart  de  cercle  H LC,  le  Point  e, 
qui  eft  le  Maximum  dont  l’ablcilTc  Cd= — vG*44 
+ irr). 


Rrr  2 


198.  Ces 


Pi  avche 
XXII., 


m Digitized  by  Google 


DES  LIMITES 


Planche 

XXII. 


T'g-  170. 


5 co 

198.  Ch  s deux  Exemples  fuffifent  pour  faire  enten-  Ch.xl 
dre  la  manière  d’employer  cette  Méthode  dans  les  Cas  1 **• 
où  on  doit  l’appliquer.  Les  Livres  qui  en  traittent  en 
font  pleins , & il  cft  aifé  de  s’en  propofer  un  grand  nom- 
bre. Remarquons  feulement  que  la  détermination  des 
Afaxima  & des  A iin'tma  lèrt  beaucoup  dans  l'examen  du 
cours  d’une  L’gne  , parce  que  ces  l’oints  , lors  même 
qu’ils  n’ont  rien  de  fingulier  en  eux- mêmes,  ne  lailîcnt 
pas  d’être  des  Points  remarquables  de  la  Courbe  raportée 
à fes  Axes.  Car  c’cfl  à ces  Points  que  viennent  fe  réunir 
deux  Branches  de  la  Courbe , & fouvent  ceux  où  l’une 
des  coordonnées  celle  d'être  retllc  Sc  devient  imaginaire , 
ou  réciproquement.  Ayant  donc  trouve'  les  A faxima  & 
les  Altnima  d'abeilles  , on  peut  les  regarder  comme  des 
limites , entre  Icfquelles  prenant  des  ablcidcs , on  exami- 
nera quelles  font  celles  dont  les  ordonnées  font  réelles  , 

6 puifque  le  cours  d’une  Courbe  elt  continu  [§.  19]  , 
on  fera  fur  que  toutes  les  ablciffcs , qui  lè  terminent 
dans  le  même  intervalle , ont  auflî  des  ordonnées  réelles. 

Que  fi , au  contraire , une  feule  atlciile  d’un  de  ces  in- 
tervalles a fes  ordonnées  imaginaires  , toutes  celles  du 
meme  intervalle  ont  aulfi  leurs  ordonnées  imaginaires.  Et 
il  en  efl  de  même  , mutaùs  tmitar.àis , des  A. îaxima  & 

A Unima  d'ordonnées  *. 

Le  Ier‘  Exemple  lcra  celui  de  la  Courbe  que  nous 
avons  déjà  confidéree  au  §.  préced.  Ex.  II.  Son  équation 

eft  4*x4 4 arrxx — 4 a’xxy  +rry y — o.  Puif- 

qu’y  n’y  monte  qu’au  prémicr  degré  , chaque  abfciflc  a 
une  ordonnée  : mais  pour  favoir  les  ablciffes  de  chaque 
ordonnée  , on  cherchera  les  Afaxima  & A Unima  d’or- 
données. On  a trouve'  ci-dcffus  que  c’étoicnt  les  Points 
qui  ont  pour  ablcilfes  & pour  ordonnées  x 

4-  irr) 

* Rolle,  Mem.  de  f Ac*i.  1703.  pag.  1J2. 
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,#  +ï")  &j y = a;  *=  + • ) & J = ^7 . On 

partagera  donc  l’Axe  des  ordonnées  en  quatre  Intervalles. 
Le  premier  depuis  l’Origine,  ou  le  zéro,  à l’infini  du  cô- 
té négatif.  Le  fécond  depuis  l’Origine  jufqu’à  l'ordonnée 
y — a.  Le  troifiéme  depuis  l’extrémité  de  lnrdnnnée y — ■+ 

julqu’à  l’extrémité  de  l’ordonnée  y = ~ . Et  le  quatrié- 

me  depuis  l’extrémité  de  cette  ordonnée  y i jufqu’à 

l’infini  du  côté  pofitifi  On  prendra  une  ordonnée  dans 
chacun  de  ces  quatre  intervalles , & on  examinera  com- 
bien elle  a d’ablciflès. 

Ainfi  prenant  du  côté  négatif  y = — a , Péquation 
de  la  Courbe  fe  change  en  cette  égalité  4 ax*  — 4 arrxx 
Hr1  4 a'xx  ' — a ( aa  ►f»  rr  )*  = o , ou , divifànt  par  4 a , x* 
— (rr — aa')  xx  — a(rr  + aa )*  = o , gui  n’a  que  deux 
• racines  réelles,  comme  on  le  voit  par  le  ç.  60,  ou  fimple- 
ment  par  la  réfolution  de  cette  équation  à la  manière  de 
celles  du  fécond  dégré.  On  lui  trouve  quatre  racines  , 
deux  réelles  =fc  V(  i(rr  — aa)  + s/(kr'  + i a'  ) > & deux 
imaginaires  i C rr  — aa)  — y/(  { r4+ i a* ) ).  Donc 

du  côté  des  ordonnées  négatives  , chaque  ordonnée  n’a 
que  deux  abfciflcs , la  Courbe  n’a  que  deux  Branches. 

Si  on  prend,  du  côté  pofitif,  dans  l’intervalle  entre  o 
& a , une  ordonnée  y=i'a\  l’Egalité  fera  x4 — (rr 
+ iaa)xx+  {(rr+  aa)1  = o , qui  a quatre  racines  réel- 
les x = ±4V'(  2rr  + aa  ±v/(2r4  — a*)).  Donc  les 
ordonnées  pofitives  moindres  qu’<»  ont  quatre  abfcifles:  la 
Courbe,  dans  cet  intervalle,  a quatre  Branches. 

Dans  1 intervalle  entre  a & - f , on  peut  prendre  l’or- 

R r r 3 donnée 
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1 xxu  donnée  y=  îa  -j-~ , , & équation  de  la  Courbe  fera 

J 2d 

r4 

changée  en  cette  Egalité  x4  — (}aa  + rr>i<  ) x x + 
r* 

i (rr^aay  ( 4+i)==o,  dont  toutes  les  racines 

r4  r 

^=1  y/(iaa+rrJr = ^ ( ia*  + i?*  — — ♦ ) ) font 

2 aa 

r* 

imaginaires.  Car  la  grandeur  — ia*  + ir* qui 

cft  fous  le  figne  radical  , cft  dTentiellement  imaginaire  , 

r4 

étant  la  négative  du  quarre  de  iaa — — Donc  , dans 

l’intervalle  entre  les  ordonnées  a & -y,  il  n’y  a point 

d’abfcifles  & par  conféquent  point  de  Courbe.  Ce  qui 
fait  voir  que  les  extrémités  des  ordonnées  a font  des  Ma- 

K/ma , & les  extrémités  des  ordonnées  — des  Minima. 

* a 

Qu’on  prenne  enfin  , au-delà  de  la  limite  , une 

\ 

* r4 

ordonnée  * + ; & , pour  cette  ordonnée  , l’Egalité  fera 

T*  J"4 

x4  — ( aa  + rr-i )xx+  i(rr+  a a)1  (— 4+  O — o , 

a a a 

t 4 

qui  a quatre  racines  réelles  dfc  y/  ( t aa  + ) > & =*= 

r4  r4 

vZO/*/»  + rrH ).  Donc  dès  l'ordonnce  — jufqu’à 

2aa  a 

l’infini , chaque  ordonne'e  a quatre  abfcifles. 

Ainfi  la  Courbe  a fix  Branches  infinies , deux  du  côté 

négatif 

I 
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négatif  & quatre  du  côté  pofitif,  defqucllcs  il  cil  aifé  de 
voir,  par  les  §§.  141  & 142,  que  deux  font  Paraboli- 
ques, & deux  Hyperboliques,  ayant  pour  Afymptotes  les 

ordonnées  des  abfcilfes  ztzna^r , le  long  defqucllcs  fc 

glîlTent  aulfi  les  deux  Branches  qui  fe  jettent  du  côté  des 
ordonnées  négatives. 

Exemple  II.  Si  on  cherche  les  limites  d’abîcifles 
& d’ordonnées  de  la  Courbe  défignée  par  l’éq  : xxy  — 
sayy — at ix— o,  on  aura  , pour  le  premier  Rang  de  la 
Transformée,  (xx — 44jl)*+(2^  — aa~)z.  Qu’on 
égale  à zéro  le  coefficient  d’«  , pour  avoir  les  limites 

XX 

d’abfdilcs , on  trouvera  y = — valeur , qui  change  l'é- 

x + 

quation  de  la  Courbe  en  ^ — aax=o  , qui  n’a  que 

deux  racines  réelles  x = o,  & x = 2a.  Ainfi  les  limi- 
tes des  abfciffies  font  o & sa,  auxquelles  répondent  les 

ordonnées  o , & a , comme  le  fait  voir  l’éq  ; v — ~ , 

4a' 

Donc  l’Origine  A , & le  Point  D [ qui  a pour  ordonnée 
DC  = « & pour  abfciflé  CA  = 2<r]  font  les  Points 
de  la  Courbe  defquels  la  Tangente  cil  parallèle  aux  or- 
données. 

Qu’on  prenne  des  abfciftès  hors  & entre  ces  limites  o 
& sa.  Qu’on  prenne  d’abord  , par  ex.  x= — a,  & 
l’équation  de  la  Courbe  fera  transformée  en  aay  — 2 as  y 
►P  <*’ = o,  ou  y y — \ay  — — o , qui  a deux  raci- 

nes réelles  — i a & -+-a.  Donc  chaque  abfcille  négative 
a deux  ordonnées  : la  Courbe  jette  deux  Branches  infi- 
nies du  côté  des  ablcîflcs  négatives. 

Qu’on  prenne  eniüite  une  abfcilTc  entre  o Sc  sa,  com- 
me. 
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J0  4 


me,  par  ex.  a;  ce  qui  transforme  l’équation  de  la  Cour-  Ch.xi. 
be  en  j yy — {ay  >-p  444  = 0 , dont  les  racines  + ~a  ± S- '>8- 
i a y/  — 7 font  imaginaires.  Donc  toute  ablcilTe  pofitive , 
moindre  que  2 a , n’a  que  des  ordonnées  imaginaires , & 
la  Courbe  manque  entièrement  entre  l’Axe  des  ordonnées 
& l’ordonnée  CD. 

Enfin  fi  on  prend  une  abfcifle  plus  grande  que  2 a , 
comme  44 , on  re'duira  l’cquation  de  la  Courbe  à y y — 
g ay  4*  244  = 0,  qui  a deux  racines  réelles,  44=4^14. 

Donc  toute  ablcilTe  plus  grande  que  2 a a deux  ordon- 
nées. Ainfi  il  part  du  Point  D deux  Branches  qui  s’éten- 
dent à l’infini  du  côté  pofitifl 

On  aura  les  limites  des  ordonnées  , en  égalant  à zéro 


le  coefficient  de  z , ce  qui  donne  x = — , & par  la  (ubf- 

titution  dans  la  Propofée  a1  = — S y1  , qui  n’a  qu’une 
feule  racine  y = — 4 a.  Il  n’y  a donc  qu’une  limite  , 
AE  = — {a,  dont  l’ablcifle  EF— — a [ puifque  >= 


— 4 a donne  x f = — 1 = — a ],  touche  la  Courbe. 

2yJ  J 

Qu’on  prenne  deux  ordonnées  de  part  & d’autre  de 
cette  limite  — 44,  par  ex.  a & — a , & l’équation  de  la 
Courbe  le  réduira  à ces  deux  Egalités  xx — ax  — zaa 

— O , & -V5C-J-  ax  -p  zaa  — o.  Les  racines  2a  & — 4 de 
la  prémiére  (ont  réelles  .'  Les  racines  — — 7 
de  la  féconde  font  imaginaires.  Donc  toute  ordonnée  qui 
defeend  au-defious  de  AE  = — 44  n’a  point  d’ablcifl'es. 
Mais  toute  autre  ordonnée  a deux  abfciffes  réelles.  Ce 


qui  s’acorde  très-bien  avec  ce  qu’on  peut  démontrer  d’ail- 
leurs fur  le  cours  de  cette  Ligne. 


Exemple  III  Les  limites  de  la  Courbe  défignée 
par  l’éq:  x'yy — aaxxy  4*  — o le  déterminent  en  éga- 

lant 
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Ch.  xi-  lant  fucceflivement  à zéro  les  coefficients  d’«  & de  s dans  Punch* 
S-  «s*-  le  premier  Rang  de  la  Transformée  , qui  eft  ( 2x'y — xxn. 

aa  XX  ) u 4-  ( I xxyy — 2*<*xy)z.  L’éq  : 2 x* y aaxx 

=o,  qui  donne  les  limites  des  ablciffes,  a deux  racines. 


: = o,  & y =. 


I 


aa 
2 x’ 


La  première  fuppofe  y infinie  , ce 


ui  montre  que  l’Axe  des  ordonnées  eft  une  Afymptote 
§.  i$8  ].  L’autre  , fubftituée  dans  l'équation  de  la 


Courbe  , la  réduit  à x = ^ , d’où  l’on  tire  y [=— ] = 


aa 


2x- 


4 • • a 

g-p . Ainfi  l’Origine  A , & l’ordonnée  CD  \p=  ^ , qui  a 


4*’ 


fon  ablciflc  AC  = -^  ] (ont  les  limites  des  ablciflês. 

Si  on  prend,  au-delà  de  la  prémiére  limite , x= — b , 
on  aura  l’Egalité'  yy  + ^ — bb  = o , qui  a deux  raci- 


nes réelles 


— aa  dr  a*  + 4 b*  ) 


négative  a deux  ordonnées. 


Donc  toute  ablciftè 


2b' 


Si  on  prend  , entre  les  deux  limites  , x =.  —p  , on 
a6  a,z 

aura  l’Egalité  yy r,  y + -7—  = o , dont  les  racines 

20  o 0 

-■  — -1  x ~ font  imaginaires.  Donc  la  Courbe  man- 

que entre  l’Axe  A B & l’ordonnée  C D. 

Enfin,  fi  on  prend,  au-delà  de  la  féconde  limite, 

îb'  a‘  alt 

x = — , on  aura  l’Egalité  yy  — 9°*  a 

deux  racines  réelles  — ^ — - x -7-, . Donc  au-delà  de  l’or- 

10  b' 

Introà.  à l' Analyfe  des  Lignes  Courbes.  Sss  don- 


Digitized  by  Google 


Planche 

XXII. 


jo5 


DES  LIMITES 


donnée  CD  la  Courbe  a deux  Branches  infinies.  Ch.xi. 

L’éq.  jxxjyy — zaax)-=.  o , qui  détermine  les  limites 
des  ordonnées , a trois  racines  _y=o,  x = o , & x = 

il'*.  Les  deux  premières  indiquent  que  les  Axes  font 
* 

des  Afymptotes  , & la  troifiéme  donne,  par  l’équation  de 
la  Courbe , y = ^ , d’où  l’on  tire  x— Ainfi  I’O- 

y 21V  a 

* ij 

riginc  A & le  point  E , [ dont  l’ablcifle  B E = & 

. t 

6 

l'ordonnée  A B = ^-r.  1 font  les  limites  des  ordonnées. 

2 j b 

Qu’on  prenne , hors  de  la  première  , y = — b ; on 

aura  l’égalité  — =0  + ~^xx-\-  x , qui  na  [ §.5 9* 

V.  1 ] qu’une  feule  racine  réelle.  Donc  toute  ordonnée 
négative  n’a  qu’une  ablcillfc.  s 

Si  on  prend,  entre  les  deux  limites,  y = 2 } on 

...  I € 


aura  l’Egalité' 


729  b'  * 


27  bs 


xx+x1  , qui.  a trois 


a a' 

racines  réelles  [ §.  5p.  V.  3 ].  Donc  toute  ordonnée  pofiti- 
ve , moindre  que  A B , a trois  abfciflès. 

Mais  fi  on  prend  , au-delà  de  la  féconde  limite  AB, 
« r h 1 5 b 5 

y-=.% 7,  on  aura  l’Egalité  — — n = ° — xx  + x*  , 
* b'  **  « " , 

qui  n’a  [§.  59.  VI.  1 ] qu’une  racine  réelle.  Donc  les  or- 
données pofitives , plus  grandes  que  A B , n’ont  qu’une 
abfciflè. 

Cela  s’acordc  parfaitement  avec  ce  qui  a été  déterminé 
d’une  toute  autre  manière  [§.22]  fur  cette  Courbe. 

'Exemple 
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Exemple  I Ve  Joignons  encore  l’Exemple  de  la 
Courbe  que  repréfente  l’e'q  : y*  — 2axyy  — + ,7’ît 

Le  premier  Rang  de  la  Transformée  cft  (4 y' — 4 axy)u 
4*  ( — 2ayy — 6aax  + 4.x' ~)z.  Les  limites  des  ablciiTes 
le  déterminent  donc  par  i’éq  : 4jy*  — 4 axy  = o , qui  a 
deux  racines  y — o & yy  = ax.  Celle-là  transforme  Pé- 
quation  de  la  Courbe  en  x * — $aaxx  = o,  dont  les  ra- 
cines (ont  0,0,4  *\/î  , — W i : Celle-ci  la  change  en 
x* — 4/taxx  = o,  dont  les  racines  font  o,  o , 4 2a  t 

— 2a.  Les  limites  des  ablciiTes  font  donc  2 a , dy/$ , o, 

— a^i,  — 2a y dont  les  ordonnées  (ont  -±za^2 , o,  o, 
o,  zfc^y/ — 2.  C’cft  hors  8c  entre  ces  limites  qu’il  faut 
prendre  des  abfciflês , pour  voir  quels  font  les  intervalles 
où  elles  ont  des  ordonnées  réelles , quels  font  ceux  où  el- 
les en  ont  d’imaginaires. 

Qu’on  prenne  d’abord  une  abfcific  plus  grande  que 
2 a = A C , comme  x — $ a , 8c  l’Egalité  y*  — 6aayy  4 
54<*+=:o,  qui  réfoltc  de  cette  fuppofition  , n’ayant  que 
des  racines  imaginaires  ± <*y/  — 5),  on  conclu- 

ra qu’au-delà  de  l'ordonnée  DCd , la  Courbe  manque  en- 
tièrement. 

Qu’on  prenne  enfuite  une  abfcifle  x = a y1*,  moyen- 
ne entre  2/*=^C  8c  <*y/$  = AB,  8c  on  aura  l’Egalité 
y * — 2 aayy  éï  + Jo*  = o , dont  les  quatre  racines  =±" 
aV(.V  font  réelles.  Donc  les  abfcifTcs  , qui  fc 

terminent  entre  B 8c  C , ont  quatre  ordonnées. 

Après  cela  qu’on  choififle  une  abfcifTe  pofi- 

tivc , mais  moindre  que  AB=/ry/?  , 8c  l’Egalité  y* -* 

2aayy  — 2a*  = o , qui  lui  convient,  ayant  deux  racines 
réelles  ± a y/(  1 4 y/  ? ) 8c  deux  racines  imaginaires  =î= a 
vT  1 — Vi  ) > on  conclura  qu’entre  l’Origine  A 8c  le  Point 
B les  ablciiTes  n’ont  que  deux  ordonnées. 

S ss  2 11 


/ 


Digitized  by  Google 


DES  LIMITES 


Planche 

XXII. 


508 

Il  en  eft  de  meme  des  abfciflcs  entre  l’Origine  A & le  ch.xi. 
Point  b.  Car  fi  on  prend  une  ablcifiè  x — — a , négati-  f* 
vc  , & moindre  que  Ab  = — ay/i  , on  aura  l'Egalité 
y y + zaayy — 2/C=o,  qui  a deux  racines  réelles  ±2  a 
>/( — i Hb  3 ) > ^ deux  racines  imaginaires  ia  — 1 

— ✓?.)* 

Mais  fi  l’on  prend  une  abfcifle  x = — a %/  i , entre 
Ab  = — a<Ji  & Ac  = — 2a  , l’Egalité  y4  >+<  zaayy 

, n’ayant  que  des  racines  imaginaires  ±4 
*/(  — V i — V O > feit  voir  que  la  Courbe  manque  dans 
l’intervalle  bc. 

Elle  manque  aulTi  dès  le  Point  c jufqu’à  l’infini  du 
côté  négatif  : comme  on  le  voit  en  prenant  une  abfcifife 
x = — g a plus  négative  que  Ac= — 2*;  l’Egalité  qui 
en  réfulte,  y 4 ►£■  6aayy  + S44*4  = ° > n’ayant  que  des  raci- 
nes imaginaires  z±za y/( — g — g y/ — 5 ). 

La  Courbe  cfi  donc  toute  comprilè  entre  b & C.  Ses 
abfciflès  , qui  fc  terminent  entre  b & B , n’ont  que  deux 
ordonnées  ; celles , dont  l’extrémité  tombe  entre  B & C , 
en  ont  quatre. 

Pour  déterminer  les  limites  des  ordonnées , on  a l’éq  : 

— — 2ayy 6aax  4*’  = o . Si  on  fubftituë , dans  Pc- 

quation  de  la  Courbe,  kyy  là  valeur  — g**  tirée  de 

j . 4** 

cette  équation -ci,  on  aura  •jj  — 15*  + i244xx=o, 
dont  les  racines  font  x— o,  x = o, 

2 

= à peu  près  1.  61  4,  x = — {a y'  — ^ ^ il  , x = 

2 

+ à peu  près  1.0754,  x — — 

2 

;4 
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— .lay/H — auxquelles  répondent  les  ordonnées 

^=0.^  = 0,  J=^i^(i±fu  s'J+^>î)  = 

à peu  près  1.S75 j,  ) 

2 2 

grandeur  imaginaire,  y = ^ <*>/(- ^ ) 

2 2 

auflfi  imaginaire,  ^ = =tri4v/  ( - ^ ^ ? y'  ) = 

2 2 

à peu  près  o.  872  a.  Ainfi  les  limites  des  ordonnées  font 
1. 875  <*,  o.  872a , o , o.  872  a,  ■ — i.  875  a , les  me- 

mes du  côté  négatif  que  du  côté  pofitif  En  effet , com- 
me l’équation  n’a  point  de  puilTance  impaire  d’y  , l’Axe 
des  ablciiles  eff  un  Diamètre  [ §.  70  ] . Il  fuffira  donc  de 
prendre , dans  leurs  intervalles  , des  ordonnées  pofitives  ; 
parce  qu’on  fera  le  même  jugement  de  celles  qu’on  pren- 
droit  dans  les  intervalles  des  ordonnées  négatives. 

Soit  donc  y ■=2  a , une  ordonnée  plus  grande  que 
1.  875*=  AF.  L’Egalité  qui  en  réfulte  eff  r 6 a* — 8 a'x 
— j aaxx  x*  = o , ou  — 1 6a*  z= — 8<*’x  — jaaxx 

+ x\  Cette  équation  a d’abord  deux  racines  imaginaires 
[§.  60],  puifque  27  fois  le  quarré  de  — 8a' , plus  8 fois 
le  cube  de  — - fait  une  grandeur  pofuive  , -f-t  5 1 2a*. 

Mais  les  deux  autres  racines  font  aufli  imaginaires.  Car  fi 
on  calcule  le  coefficient  <*  de  l’équation  marquée  P dans 
ce  même  §.  <So,  on  trouvera  auïfi  une  grandeur  pofitive  , 
4*  8924'*.  Donc  les  quatre  racines  de  l’Egalité  16*4  — 
8 a'x  — iaaxx  + x+  = o font  imaginaires.  Ainfi  In  Cour* 
be  manque  au-delà  de  la  limite  FH.  Et  comme  elle  man- 
que , par  la  meme  raifon , au  - delà  de  fh  ; elle  eff  toute 
comprife  entre  les  limites  FH,  fh. 

Soit  enfuite  y = a une  ordonnée  moyenne  entre 

S ss  j A F 
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Plahche  AF=  i.  S75 a & AE==o.  87 2a , & on  aura  l’Egalité  a*  Cm.». 

jcxjl.  2/*’*  — grfaxx  *px4  = o,  ou — a*= — 2a'x — S-1*8’ 

$aaxx+x*.  Si  , par  les  coefficients  de  cette  équation  , 
on  calcule  ceux  de  l’Egalité  «=/3  z + yzz  z’  marquée 
P au  §.  60,  on  aura  a = — 8g«*'\  Ce  coefficient  né- 
gatif fait  voir  que  l’Egalité  *+—  2a' x — 3 aaxx  + x*=o 
a deux  racines  réelles  & deux  imaginaires.  Donc  les  or- 
données , qui  fe  terminent  entre  F H & E G , ou  entre  f h 
& e g , ont  chacune  deux  abfcifTes. 

Enfin,  fi  on  prend  l’ordonnée y={a  , plus  petite  que 
AE  = o.872 a y on  trouvera  l’Egalité  — îî<*+  = — a'x 

— g axx  + x*,  doù  l’on  calcule  pour  l’égalité  P,  glîa'1 

— a1  z u » dont  les  trois  coefficients  « , /3 , 

y , étant  tous  trois  pofitits  , il  fuit  [ §.  60  ] que  l’F  galité 

— i'ia*= — a'x — g4xx  + x4  a les  quatre  racines  réel- 
les. Donc , toutes  les  ordonnées  plus  petite  que  A E , ou 
A c , ont  chacune  quatre  abfciflès. 

De  tout  cela  il  eft  aifé  de  voir  que  la  Courbe  eft  finie, 

& compofée  de  deux  Feuilles , dont  l’une  a prcfque  la  fi- 
gure d’un  cœur.  De  l’Origine  A il  part  une  Branche  AH, 
qui  va  au  Point  H , Maximum  d’ordonnées  , dont  l’abfcil- 

fe  H F = i a y/  1 î ^ t ? & |’orcJonnée  F A - 

2 

±a\] ( — ? ~ y/  -I.5  De  là  elle  pafic  au  Point 

2 2 

D,  Maximum  d’abfciflès , qui  a pour  abfcillc  AC  — zay 
. & pour  ordonnée  DC  ===.a\]z.  Elle  vient  enfuite  au 
Point  B , autre  limite  d’abfcifi'es  , fitué  à l’extrémité  de 
l’abfciftê  AB  =rf\/g.  Son  cours  Bd  h A eft  précifément 
femblablc  au-defi'ous  de  l’Axe  des  ablcifics.  Mais  à l’Ori- 
gine A elle  fe  relève  au-deffius  de  cet  Axe  du  côté  des 
abfciiTes  négatives  i pafic  par  le  Point  G , Maximum 

d’ordon- 
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S.19I'.  d’ordonnces,  dont  l’abfcifle  G E=:  — — ^J-L , & 

2 

l’ordonnée  E A = i a y'  ( * ~j~ y'  M ^ ^ ^ ^ va 

2 2 

de  G en  b , Maximum  d’abfcifles  , qui  le  trouve  à l’ex- 
trémité de  l’abfciflc  Ab  = — ayj 3 ; & décrit  enfin,  (bus 
l’Axe  des  abfcilTes,  un  arc  bgA  iemblable  à bGA. 

199.  On  propose  de  trouver  & de  de'termîner  les 
Points  d’inflexion  d’une  Courbe  dont  l’équation  eft  don- 
née. Il  efl  clair  par  les  §§.  186  & 193,  qu’il  ne  s’agit, 
l’Origine  étant  portée  fur  un  Point  quelconque  , que  de 
déterminer  x & y , de  forte  1 °.  que  ce  Point  loit  un  de 
ceux  de  la  Courbe.  20.  que  le  premier  Rang  de  la  Trans- 
formée divife  le  fécond.  On  fàtisfàit  à la  prémiére  con- 
dition , en  pofànt  l’Equation  de  la  Courbe  [§.171].  Et 
pour  fatisfàire  à la  fécondé,  fi  /3«4«>z  efl  le  prémier 
Rang,  & Sun  4*1»  z Hh  £zz  le  fécond,  on  pofera  icq: 
£&P — *Py  4"  fyy  = o.  Car  Sun  + tuz  + £zz  étant 

divife  par  pu^yz  , il  rcftc  ( <f — zz,  fl11* 

étant  égalé  à zéro,  divife'  par  zz,  & multiplie'  par  (3/3, 
donne  £/3/3 — »Py>i<  Syy=:o.  On  aura  donc  deux 
équations , par  le  moyen  defquelles  on  déterminera  l’abfi. 
cille  x & l’ordonnée  y de  chaque  Point  d'inflexion  , fi  la 
Courbe  en  a quclcun. 

Mais  comme  ces  Points  peuvent  être  de  double,  tri- 
ple , Sic.  Inflexion  , il  faut  voir  fi  le  prémier  Rang  de  la 
Transformée,  qui  divife  le  fécond,  n’en  divife  point  d’ul- 
térieurs. S’il  divife  un  nombre  impair  de  Rang  fücceflifs , 
le  Point  fubit  une  Inflexion  vifible:  mais  clic  elt  invifible, 
c’efi:  un  Serpentement , fi  le  nombre  des  Rangs  fuccellifs , à 
commencer  par  le  fécond , qui  font  divifés  par  le  premier , 
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Planche  eft  un  nombre  pair  [§§.  1 66,  186,  19?  ]. 
xxil.  Il  faut  encore  examiner  , fi  les  valeurs  dx  Sc  d y , 
qu’on  a trouvées  , ne  font  point  telles , qu’elles  rendent 
j3  & y égaux,  chacun,  à zéro.  Alors  le  Point,  qu’elles 
déterminent , eft  multiple.  Or  les  valeurs  d’ * & d> , qui 
donnent  /3  = o,  & y=ot  rendent  néceffairement  $83  — 
t/3y  + J'yy=o.  Ainfi  les  mêmes  équations,  qui  don- 
nent les  Points  d’inflexion , donnent  aufli  les  Points  mul- 
tiples;, mais  non  pas  réciproquement.  Et  c’eft  par -là 
qu’on  les  diftingue. 


fig-  174* 


Planche 
XXI  U. 
Fig.  17  S' 


Exemple  I.  On  demande,  fi  la  Courbe  défignée 
par  l’éq  : /’  J?  bxx  + aay  — o , a des  Points  d’inflexion  , 

& où  ils  font  fitués?  . 

En  fubflituant  x + z à x & f<«  à , le  premier 

Rang  de  la  Transformée  fera  ( [aa ) » + ( + 2bx)z  , & le 

fécond  (oJ««  Hb  (o)«z  + ( 5*+£)zz.  .On  aura  donc/3== 
aay  2bx,  ^=0,  *=o,^=jx  + é.  Ainfi 

l’éq  ; $/3(3 — */3>  + <T»=o  fe  réduit  à ( j x + *)  * 
= 0 , d’où  l’on  tire  x = — j b\  valeur,  qui  fubftitue'e 

2b * j ^ 

dans  l’équation  de  la  Courbe,  donne  jy  = — 1Ja~a"  ^ 
Courbe  propofee  n’a  donc  qu’un  (êul  Point  d Inflexion , 

dont  Pabfcifle  eft  — b & l’ordonnée  — — • 

* 27  aa 

Ce  Point  n’cft  pas  multiple , puifque  ces  valeurs  dx  & 
d\y  n’anéantillènt  ni  0[s=:aa],  ni  >[=?3xx  + 2bx\.  Et 
ce  n’eft  pas  un  Point  de  Serpcntement  , ni  d’inflexion 
multiple,  puifque  le  premier  Rang  {aa)u  ■£-( gx*  + 2^0Z> 
réduit  ici  à aau  — ‘ bfo. , ne  divife  pas  le  troifiéme  (o)  u 
■+■  ( o)  «’z  -f-  ( O ) UZ  "J-  ( I ) z'. 


Exemple  II.  On  propofe  la  Courbe  que  repré- 
fente  l’éq  : ax'  + W + c*  o , & on  demande  ou  font 

fuucs 
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Ch.  xi.  fitués  les  Points  d’inflexion  qu’elle  peut  avoir  ? Pianchï 

f.  lcs  deux  premiers  Rangs  de  la  Transformée  font  xx111- 

( ^by1)a  4»(  1 axl)z  & ( ]by  o + ( %ax  )az. 

L’équation,  qu’il  faut  combiner  avec  celle  de  la  Courbe, 
cft  donc  3 b y ( 3 ax1  )‘  + 3 ax  ( jby1  y ==  o = 2 yaabx'y 
*4*  27 abbxy*  , ou  , divifànt  par  27 ab  t ax*y  + bxy*===  o. 

Si  on  ôte  cette  équation  de  celle  de  la  Courbe  multipliée 
par  xy  > il  reliera  c*xy=z  o,  qui  a deux  racines  x=o, 

& _7  = o.  La  prémiére  fubftituée  dans  la  Propofée  don- 

ne  by'  c*  ==  0 , ou^  = — c \/  La  fécondé  donne 

o 

ax'  + c*  = o , ou  x = — c i_ . Aînfi  la  Courbe  a 

>.  a 

deux  Points  d’inflexion,  l’un  à Pextre'mité  de  l’ordonnée 

AB  = — l’autre  à l’extrémité  de  l’abfciflè  AC  = 

« b 

— cy/I~.  Car  il  cft  aifë  de  voV  que  ces  Points  ne  font 

a 

ni  Points  multiples , ni  Points  de  Serpentemerït. 


Exemple  III.  Soit  propofée  la  Courbe , dont  l’é-  fi6-  '7tf- 
quation  cft  axy1  + bit  y 4*  r+  o.  On  demande  , fi  elle 
a des  Points  d’inflexion  ? 

On  cherchera  , pour  cet  effet  , les  deux  premiers 
Rangs  de  la  Transformée.  Ce  font  (2  axy  + bxx~)u  4- 
C *yy+  %bxy)z  & (a  x)  au  4*(24;  ►f'  2bx  ) ut  + ( by  ) zz  . 

Donc  /3  2axy  4*  bxx  , y = ayy  4 2 bxy  , «T  .=  ax  , § = 

2 ay  + 2bxf  Ç—by  ; & l’éq  : $3.3 — %7>y  4 <T»=:  o eft 

b y (2  a xy  4 bxx  )* ( 247  4 2bx  ) ( zaxy  4 bxx  ) ( ayy  4 

2bxy  ) 4-  ax  ( ayy  4 2 bxy  )l  = o = — jrf'xy4  — ôaabxxy 1 

âabbx'yy $b*x*y  =zo  t qu’il  fiut  combiner  avec  la 

Propofée.  Cela  fè  peut  faire  en  diveifes  manières.  On 
peut  , par  ex.  multiplier  la  Propofée  par  — i*ayy  — - 
■$abxy — ibbxx  , & ôtant  le  produit  — ^c'aayy  — 

Introd.  à l'Analyfe  dej  Lignes  Courbes.  lT  1 1 3 c'abxy 
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Planche  3 c*alxy — ^c*bbxx — 3 a'  ‘x  y* — Caabx'y'  — Gablx'y''  Ch.xI. 
xxiil.  — jb'x*  , qui  elt  égal  à zéro  , de  Fe'q  : — — S-  w- 

Gaahx'y' 6/tbbx'yy 3 b'x*  = o , le  relie  3 f4  a a y y 

+ $c*abxy  -J-  ic'bbxx  lêra  aufli  =0,  & divifant  par  3 c*t 
a' y'  + tibxy  + b'x1  o , équation  qui  n’a  que  des  raci- 

nes imagmaircs  a y ~ bx  ( — jziniy' — 3).  La  Courbe 
n’a  donc  aucun  Point  d’inflexion. 

Exemple  I E~.  L’équation  propofée  eft  xyy  axx 
=0.  Elle  reprefente  deux  Courbes  allez  difleren- 
tes  , félon  que  a Si  b ont  les  mêmes  ou  d:ffércnts  Agnes. 

Si  a Si  b font  pofltifs  cette  cq’-ation  repréfente  la  Courbe 
r>.  177.  deflinée  au  «8.  t , & elle  exprime  aufli  la  meme  Courbe  , 
mais  dans  une  fituation  renverfée , »°.  2 , lorlquc  a Si  b 
font  tous  deux  négatifs.  Cette  même  équation  exprime 
une  autre  Courbe , »os>  3 Si  4 , lorlquc  a Si  b ont  diffé- 
rents, Agnes.  Le  n°.  3 marque  fa  pofition  , quand  a eft 
négatif  & b pofuifl  Sa  pofition  eft  celle  du  4 , quand 
a eft  pofitif&  b négatif  On  demande  les  Points  d’infle- 
xion de  ces  Courbes  ? 

Les  deux  premiers  Rangs  de  Ja  Transformée  e'tant 
( 2xy  ) « + (yy+  2AX  ) z Si  ( X ) un  >T«  ( 2y  ) uz  -f-  ( a ) zz , 
l’équation  à combiner  avec  la  Propofée  lêra  a(2xyY  — 

( 2y  ) ( 2xy  ) ( yy  4*  2ax  ) 4*  x (yy  4*  2 a x)1  = o = 4 aax* 

■ — l*y* . Qu’on  ajoute  cette  équation  à 3 xy*  -J-  3 b'yy 
— 3 aax* — iab'x=xOt  produit  de  la  Propofée  par  3 yy 
. — Sax  > on  aura  ^b'yy  +aax' — 3 ab'x  — o . De  cette 

équation  multipliée  par  x , qu’on  ôte  la  Propclec  multi- 
pliée par  3 V y il  reliera  a2x* — 6ab'xz  — 36"  = 0 , qui 

y 

a quatre  racines  =i=  £ \/(3  4-V  12  ) — , Si  ^=bi/(  3 — 

y 

y/ 1 2 ) -• . Les  deux  premières  font  réelles  , & les  deux 

autres 
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J»; 

autres  imaginaires  , quand  a & b , ont  le  même  ligne  * 

parce  qu’alors  la  fraction  — eft  pofitive , & , par  la  raifon 

contraire , les  deux  premières  (ont  imaginaires  & les  deux 
dernières  réelles , quand  a & b ont  des  fignes  contraires. 
Ainfi , pour  la  Courbe  des  »os-  i & 2 , on  prendra  les 

abfcifles  A B & A b égales  à ►b  & à — ^(3+^12)  — •* 

a 

mais  pour  la  Courbe  des  »os-  3 & 4 , on  prendra  les  abf» 

cilles  AB  & Ab  égales  à + & à — b y/(  3 — • 2)  — - * Les 

a 

ordonnées  de  ces  ablcifles  rencontreront  ces  Courbes  dans 
leurs  Points  d’inflexion. 

On  verra  que  ces  Points  ne  font  ni  multiples , ni  Ser- 
pentements  , en  cherchant  la  valeur  de  leurs  oi  données. 
On  a trouvé  ci-deflus  4 aax' — = ou  y * 

b1 

*<Mxx  = [en  mettant  pour  xx  fes  valeurs  (3  ±^12)—  ] 

— (4rfc—  ) ab'  y foit  y = ±v'C  4 — — )*&*•  Ces  va- 

yJl  _ v'  1 . 

leurs  d’ x & d\y  fubftituees  dans  le  prémicr  Rang  de  la 
Transformée  ( 2xy~)a  4*  0^+  2*x)  z ne  l’anéantiflcnt  pas. 
Donc  les  Points  qu’on  a déterminés  , ne  font  pas  multi- 
ples. Et  comme  ce  prémier  Rang  ne  peut  divilcr  le  troi- 
sième (o) «’  + ( 1 ) nui  Hh  ( o ) un  -f-  ( o ) z'  y ce  ne  font 
. pas  des  Points  de  Serpentement.  • 

Exemple  Quels  (ont  les  Points  d’inflexion  de 
la  Courbe,  dont  Icquation  cft  x+  — aaxx  + a' y —o  ? 

Les  deux  prémiers  Rangs  de  la  Transformée  étant 
(<*’)«■+«  (4*’  — 2*mx)  z , & (o)uu  41  (o)  u z + ( 6 xx 

— aa~)zz;  l’équation,  qui  détermine  les  Points  d’infle- 
xion , fera  ( 6 xx  — a a')  a*  o ; d’où  l’on  tire  x — — 

. Ttt  2 
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■±zay/'iy  & par  l’équation  de  la  Courbe  ys=$a. 

Exemple  î^I.  Déterminer  les  Points  d'inflexion 
de  la  Conchoïde,  dont  l’équation  cfl  xxyy  + x*  2ax'  -p 
aaxx bbxx  — 2 ab'x aabb  — o [ §.  174.  Ex.  IV.  1 . 

Le  premier  & le  fécond  Rang  de  la  Transformée  font 

( 2 xxy)n  4<(2  xyy  +4*'  +6axx+  2 aux — 2b b x 

2 abb)zJ  & (xx)r/«  +(4x7  )rrz  + (yy  + 6xx  + 6ax+aa 

— bb  ) zz.  Donc  pour  déterminer  les  Points  d’inflexion, 

on  aura  l’éq  : ( yy  + 6xx  4-  6ax  -p  aa  — bb  ) ( 2 xxy  )*  — 
4 xy  ( 2xxy)  ( 2 xyy  + 4**  + 6axx  -p  2aax — 2bbx — 2 abb') 
►p  xx  ( 2xyy  *-p  4X1  <p*  6axx  >-p  iaax - — 2 bbx — 2abb  J2=oy 
qui  divifee  par  4,  fe  réduit  à — 2»y  + ( 2x4  — daxx 
*p  bbxx  + 2ab'x')xxyy  -p  4x*  -p  i2*x7  4<  ( 1 34a — 4 bb}x* 
►p  ( 6a' \oab~  ) x!  -p  ( a*  — %aabb  -p  b*  ) x* (2  a'bb 

— 2ab*  ) x'  -{-aab*xx  = o.  Qu’on  y fubffituë — x*  — — 

2ax* aaxx  -p  bbxx  4«  2abbx  >p  aabb  à xxyy  , qui  eft  fà 

valeur  prilè  dans  l’.équation  de  la  Courbe , & qu’on  divifè 
par  bb  , on  aura  x6-p6rfx!-p  i2/mx4  + ( ioa*  — zabb)x' 

"P  (l  a*  ~ — 6aabb ) xx 6 a'b'x 2 a*bh o » Cette 

équation  a une  racine  triple  x^a= o , qui  donne  le 
Point  double  de  la  Conchoïde , & divifée  par  le  cube  x3 
►P  jaxx-j-  jaax  + a'  de  cette  racine,  elle  a pour  quo- 
tient l’éq:  x'  -p  iaxx — 2abb  = o.  Ses  racines  font  les 
abfcifles  dont  les  ordonnées  rencontrent  la  Courbe  en  fes 
Points  d’inflexion. 

Exemple  T^II.  On  a déjà  vû  [ §.  163  ] que  les 
Courbes  du  fécond  Ordre  ne  fâuroient  avoir  d’inflexion. 
C’eft  auffi  ce  que  démontre  le  Calcul.  L’équation  géné- 
rale a q-<  b y +r  x >-p  dyy  4*  exy  +fxx-—  0 cjes  Lignes  de 
cet  Ordre  a,  au  premier  Rang  de  fâ  Transformée  , (£  *P 
t x + 2 à y ) u -p(r  *P  ev-p  2jx)  2 ; & au  lécond  Rang, 
(</)e»>P(>)«z4-(y^Z2.  Donc  l’équation  pour  dé- 

termi- 
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Ch.  xi.  terminer  les  Points  d’inflexion  eft  /(&4rx4  sdyf Pianch* 

S*»s^  *(£4  c x 4 2^jy)(  c +ey  + 2fx')  4 ^(*4  ey  42  fxf  XXllL 

= 0,  foit  bbf — bce+tcdf*(^df ee')(by+  cx+  dyy 

+ **J'+/**)  =°  > d’où  retranchant  le  produit  de  la 
Propofée  par  4 df — ee,  lequel  cil  zéro,  il  reliera  bbf 
— bce^ccd — (4d/ — ee)a  = o.  Afin  qu’une  Ligne 
du  fécond  Ordre  eut  des  Points  d’inflexion  , il  faudroit 
que  les  coefficients  de  fon  équation  euflènt  entr’eux  la 
relation  qu’exprime  cette  Egalité,  bbf — bce^ccd 

(.4-df  — o , ceft-à-dire  , que  a fut  égal  à 

bbf bef+edd  . • 

■4df_^—  • Mais  «orfque  4 a cette  valeur , l’équa- 


tion du  fécond  Ordre  ne  défigne  pas  une  Courbe  , parce 
que  fes  racines  font  eflcntiellcment  imaginaires.  Car  en 
, bbf bce  4*  edd 

refolvant  —-^=—  + ty  + dyy  4 exy  4 

f*  x = o , on  trouve  2fx  4 r;4f  = ± y/ ( y 4 

~yf  f ~ )~  * V C 4 df — ee).  Or  le  quarre  (>4 

“e  y cft  néceflàîrement  pofitif  Précédé  du  ligne 

— , il  ell  donc  eflentiellement  négatif,  & fa  racine  quar- 
rée  eft  abfolument  imaginaire. 


200.  On  peut  aufli  réfoudre  tous  ces  Problèmes, 
direds  Si  inv^rfes , par  la  Méthode  des  Séries. 

Soit  M^m  une  Courbe  algébrique  quelconque , dont  ^ 
la  nature  loit  donnée  par  une  équation  entre  les  coor- 
données AP[x]  Se  PM[_jr],  Pour  trouver  la  nature 
d’un  Point  quelconque  M de  cette  Courbe  , on  portera 
l’Origine  de  A en  P , de  forte  que  PM  foit  la  première 
ordonnée.  Dans  cette  vue,  on  lubllituera  dans  la  Pro- 
poféc  » à y Si  a' 4 z à x [§.  28  J,  & l’on  aura  uneTrans- 

Ttt  $ formée 
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i formée  en  « S:  3 , où  « reprélênte  une  ordonnée  quel-CK.xi. 
jçxiii.  conque  pin,  & z l’ablcillè  Pp  comptée  dès  l’Origine  P. 

La  lettre  x , qui  relie  dans  la  Transformée , comme  une 
confiante , exprime  la  Droite  A P , comprife  entre  l’Origi- 
ne primitive  A & l’Origine  nouvellement  prilè  P.  La 
lettre  y , qui  ne  fc  trouve  plus  dans  la  Transformée , lèrvi- 
ra , dans  l’occafion , à défigner  la  première  ordonnée  PM. 

Ainfi  x & y défignent  ici  des  conllantes  , mais  en  telle 
ibrte  , pourtant , qu’elles  indiquent  que  les  Calculs  qu’on 
va  faire  fur  un  Point  donné  M (è  peuvent  également  ap- 
pliquer à tous  les  Points  de» la  Ligne  Mum. 

Si,  dans  cette  Transformée,  on  cherche  les  valeurs  de 
u en  z , par  des  Séries  alccndantcs  ; ces  Séries  expriment 
les  Blanches  de  la  Courbe  que  rencontre  l’ordonnée  PM, 

& les  représentent  d’autant  plus  exactement  que  z [PpJ 
eft  plus  petite  [§.100].  Ces  Branches  font  réelles  , fi 
les  Séries  qui  les  repréfentent  font  réelles  : Si  une  de  ces 
Séries  a un  terme  imaginaire  , elle  ell  imaginaire  , & la 
Branche  qu’elle  exprime  cft  abfolument  imaginaire,  c’eft- 
à-dire,  imaginaire  de  part  & d’autre  de  l’ordonnée  P.  M : 

Mais  fi  une  de  ces  Séries  a un  terme  demi-imaginaire , elle  . 
cft  demi-imaginaire , & la  Branche  qu’elle  déftgnc  man- 
que feulement  d’un  côté  de  P M , de  l’autre  côté  clic  eft 
double  [§.95]. 

Il  faut  donc  pour  connoitrc  la  nature  du  Point  M, 
calculer  tous  les  termes  irréguliers  [ §.  109]  des  Séries  afi. 
cendantes  que  fournit  la  Transformée  en  «•&  z : ce  qui 
cft  encore  nécellàirc  pour  s’afiurer  du  nombre  de  ces  Sé- 
ries ; parce  qu’il  peut  arriver  qu’une  Série , qui  paroilfoit 
d’abord  unique  , vienne  à le  fourcher  & en  donne  plu- 
fieurs.  Mais  , lailfant  le  détail  de  ces  irrégularités  aux 
Chapitres  fuivants,  luppolons  que  la  Série  eft  léguliérc  dès 
fon  commencement. 

Alors  fa  forme  eft  u — A^Bz  Dzl  4*  dre. 

Et 
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Ch  xi.  Et  cette  valeur  étant  fubftituée  dans  l’équation , on  déter-  pt  anch* 
5.100.  minera  les  cocfficiens  A , B , C,  D , &c.  en  égalant  fuccef-  xxlli- 
fivement  à zéio  chaque  terme  de  ccue  nouvelle  Transfor- 
mée [ §.  naj. 


201.  Dans  cette  Série,  le  premier  terme  A cft  égal  à 
l’ordonnée  PM  [j']  de  lablcifle  A P [se].  Car,  faiiânt 
z = o , la  Série  u — y/  + Bz  &c.  le  réduit  à a — A.  Et 
z [Pp]  = o réduit  l’ordonnée  pm  [»]  à la  première  or- 
donnée P M \ y ] • Donc  A =y. 

Le  fécond  terme  B z détermine  la  pofition  de  la  Droi- 
te M O , qui  touche  la  Courbe  au  point  M.  Car  fi  on 
mène  par  ce  Point  M l’ablcifle  QJV1  n , qui  rencontre  en 
n l’ordonnée  pm,  prolongée  s’il  le  faut;  on  aura  pn  = 
PM  = A.  Donc  m n = pm  — pn  = n — A = B z 4* 
Cz.Z'-bDz1  &c.  La  Série  tronquée  de  fon  premier  terme 
y/,  exprime  donc  la  différence  mn  de  la  prémiéic  ordon- 
née PM  & d’une  autre  ordonnée  quelconque  pm.  Cette 
différence  m n détermine  la  pofition  de  la  Sécante  M m , 
qui  retranche  de  la  Courbe  l’arc  M/zm.  Qu’on  prenne, 
fur  l’ablcifle  MQ , la  partie  M N égale  à l’unité , & qu’on 
mène  par  le  point  N la  Droite  N r parallèle  à la  Sécante 
M m , elle  retranchera  de  l’ordonnée  P M , prolongée  s’il 
le  faut , une  partie  Mr  égale  à B ^Cz+  Dzl  &c.  Car  , 
à caulè  des  parallèles  Mm,  N r , on  aura  M n ou  Pp  [ z ] : 
mu  I B z 4*  Czz+  Dz'  + &c~\  = M N [ 1 ] : Mr  [ B 4- 
Cz  D z z 4<  &c  J . Maintenant,  fi  on  imagine  que  la 
Sécante  Mm  vienne  à tourner  fur  le  Point  M ; quand  elle 
aura  paffe  dans  la  fituation  Mw  , elle  ne  retranchera  de  la 
Courbe  que  l’arc  M jk  , d’autant  plus  petit  que  aproche 
plus  de  M.  De  forte  que,  continuant  à tourner,  la  Sé- 
cante Mm  , ou  Mp  , devient  Tangente  , lorfquelle  eft 
venue  dans  la  fituation  MO  , où  le  fécond  Point  /u  , 
qu’elle  rencontre , coï  ncide  avec  le  premier  M : une  Sé- 
cante 
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Ila  chf.  cante  devenant  Tangente  , lorfque  les  deux  Points  de  Ch.xi. 
XXUI  Section  tombent  l’un  fur  l’autre  [§•  162].  Si  l’on  con-  5*  ®01* 
coit  auflî  que  la  Droite  Nr  tourne  fur  le  Point  N , avec  la 
incme  viteiTe  que  Mm  fur  M,  en  forte  que  ces  deux  Droites 
Nr,  Mm  refient  toujours  parallèles  l'une  à l’autre;  & que 
Nr  vienne  dans  la  fituation  NR,  quand  la  Sécante  Mm 
devient  la  Tangente  MO  ; on  déterminera  cette  fituation 
NR,  [&  par  conféquent  celle  de  la  Tangente  MO,  qui 
lui  ell  parallèle  ] en  prenant  MR  égal  à B coefficient  du 
fécond  terme  de  la  Série  A + B z + &c.  Car  la  Sécante 
M m devient  Tangente , au  moment  où  le  Point  m tombe 
fur  M,  au  moment  où  Mn[z]  devient  zéro.  Mais  quand 
z devient  zéro , l’cxpreffion  générale  de  M r , qui  cli  B + 

Ci  + Di1  +&c.  le  réduit  à B.  Donc  , fi  on  prend  , fur 
l’abfcille  , MN=i,&,  fur  l’ordonnée  , M R = B , & 
qu’on  mène  la  Droite  N R ; elle  fera  parallèle  à la  Tangen- 
te MO. 

Ou , fi  l’on  veut  , & ce  qui  fera  généralement  plus 
commode  , puifquc  B ell  communément  une  fraction  , 

qu’on  peut  reprélcntcr  par  ; on  prendra  , fur  Pabfcifle 

MQj,  une  partie  M»  égale  à /3  , & Tur  le  prolongement 
de  l’ordonnée  une  partie  Mp  égale  à y , & la  Droite  »p 
lcra  parallèle  à la  Tangente  M O.  Car  , puifque  M f [ /3  J 

eft  à M p [ y ] comme  M N [ i ] à M R [ B ou  J , v p cft 

parallèle  à N R , qui  ell  elle  même  parallèle  à MO.  Donc 
p ell  parallèle  à MO. 

Le  troifiéme  terme  de  la  Série  A*{*  Bz  T1  Cz*-f-  &(’ 
indique  la  pofition  de  la  Courbe  par  raport  à la  Tangcn- 
^ te.  Car  puifquc  MR  = fî,  les  triangles  (èmblables  N MR, 

M n O donnant  NM  [ i ] : M R [ B ] = M n [ z ] : n O , on 
arura  nO  = £z.  Mais  m n = iJz  + Cs2  + Di'  &c.  Donc 

m O 
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Ch.xt.  mO  • = mn  — nO  — Czl  + Dz*&c.  Cette  Série  , 
S-  *°»«  quand  z cfi  infiniment  petite , (c  réduit  au  premier  terme 
Cz\  Donc  le  figne , 4*  ou  — , de  ce  terme  fait  con- 
noitre  de  quel  coté  de  la  Tangente  paffe  la  Courbe.  Elle 
pafle  entre  la  Tangente  & l’Axe  des  abfciflès  , lors  que  le 
figne  du  troifiéme  terme  Cz 1 cft  différent  de  celui  du  pré- 
mier  A.  Elle  paflè  au-delà  de  la  Tangente,  quand  le 
» prémier  & le  troifiéme  terme  de  la  Série  ont  le  meme  figne. 

Ainfi  , lorfque  dans  l’cquation  d’une  Courbe  on 
fubftituë  d’abord  x + z à x , puis  u à y , & enfuitc  A •£> 
Bz+Czl  •i'Dz'  &c  k »,  ou  limplcment  A *{<  B z + Czl 
&c  à y,  & qu’égalant  à zéro , t tous  les  «termes  où  l’on 
ne  voit  point  de  z;  20.  tous  ceux  où  l’on  ne  voit  que 
la  première  puiflânee  de  z ; j°.  ceux  où  l’on  voit  zz,  &c. 
on  fait  autant  d’équations  pour  déterminer  les  valeurs  de  A, 
B;  C,  D,  &c  : on  connoîtra  par  ces  valeurs  l’ordonnée 
„ P M d’un  Point  quelconque  M , la  pofition  de  (à  Tan- 
gente MO,  celle  de  la  Courbe  M^m  par  raport  à (à 
Tangente,  &c.  Mais  les  divers  Cas,  qui  peuvent  (c  pré- 
(ènter,  demandent  quelque  détail. 

202.  Le  prémier  terme  A de  la  Série  A-i-Bz+Cz * 
-T  &c.  repréfente  l’ordonnée  P M de  l’a  b (ci  lie  A P.  Si  la 
Courbe  paffe  par  l’extrémité  P de  cette  ablciflè  , l’ordon- 
née PM  cfl  zéro.  Donc , mettant  dans  la  Série  la  valeur 
particulière  AP  de  x,  on  trouvera  A=o.  Et  récipro^ 
quement , fi  l’on  fait  A= o , on  aura  une  équation  , 
dont  les  racines  x font  les  abiciffès  par  l'extrémité  dcfquel- 
les  palîe  la  Couibc,  c’ert-à-dire , on  aura  les  Points,  où 
la  Courbe  rencontre  l’Axe  des  abfcifTes. 

Si  au  contraire  l'ordonnée  PM  [y  ou  A ] eft  une 
Afymptote  , l’ablciflè  APfx]  a une  ordonnée  infinie. 
Donc , mettant  dans  la  Série , pour  x , fa  valeur  particu- 
lière AP,  on  trouvera  A — 00.  Et  réciproquement  , fi 
I/Urod.  à P Axialy/e  des  Lignes  Courbes.  V u u on 
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planche  on  fait  A =00 , [&  pour  cela  il  faut  que  A foit  une  Ch.xi. 
xxii/.  fraction  , dont  on  puifle  égaler  le  dénominateur  à zéro  ] , #■ 10i* 
on  déterminera  les  ablcillès  donc  les  ordonnée^  ionc 
Afymptotes. 

Ce  terme  infini  dans  une  Série,  dénote  quelque  im- 
poflibilité  , quelque  abfurdite'  dans  les  fuppofitions  qui 
ont  été  faites.  Cette  abfurdite  confific  en  ce  qu’on  a fup- 
pofé  que  le  premier  terme  de  la  Série  cil  une  grandeur 
finie  A.  Car  fi  Ton  prend  pour  la  Série  cette  forme  gé- 
nérale « = Ait1  -J-  Bi  + &c  , que  z infiniment  petite  ré- 
duit fimplement  à tt  = Azh  , on  verra  que  , A étant  fi- 
nie , Azh  peut  être  infinie  , fi  h ell  négatif  [§.  79].^ 
Donc,  quand  on  fuppolè  A , ou  Az°y  pour  le  premier  ter- 
me de  la  Série  qui  donne  « en  z , & que  quelque  valeur 
particulière  de  x donne  A infinie;  c’clt  une  preuve  que, 
pour  cette  valeur  d’x , Az°  n’eft  pas  le  prémier  terme  ’de 
la  Série , mais  qu’il  doit  être  précédé  de  quelque  tenne 
qu’on  avoit  omis,  & où  Pexpolânt  de  z eft  négatif.  On 
pourra  donc  , mettant  pour  x cette  valeur  particulière 
qui  donne  A=o o,  chercher,  parles  Régies  des  §§. 

102,  108,  la  Série  de  cette  équation  , & on  trouvera 
que  dans  Ion  premier  terme  z a un  expofànt  négatif  ; 
de  forte  que  , z étant  infiniment  petite , « eft  infinie. 

20 j.  Le  lecond  terme,  Bz  ou  -1  z , de  la  Série  gé- 
nérale donne,  comme  on  a vû  , la  pofition  de  la  Tan- 

§ente.  Les  valeurs  particulières  de  x & de  y , qui  ren- 
ent  y=  o,  font  connoitre  qu’aux  Points  qui  répon- 
dent à ces  coordonnées,  Mp[>]  eft  nulle  , & que  »p,* 

& la  Tangente  MO,  parallèle  à »p  , tombent  fur  PabfcilTe. 

De  même,  les  valeurs  particulières  de  x & de  y,  qui  font 
Æ = o,  indiquent  les  Points  de  la  Courbe,  où  Mr  [Æ] 

étant 
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Ch.  xi.  étant  nulle,  vp,  & là  parallèle  MO  , tombent  (ùr  l’or- 
5 l0î-  donnée. 

Ces  Points , où  les  Tangentes  font  parallèles  aux  abp- 
ciflês  ou  aux  ordonnées , font  les  A iaxima  ou  Minima 
des  ordonnées  & des  abfciflés  , fi  ce  ne  font  pas  des 
Points  d’inflexion.  Donc  les  valeurs  particulières  de  x 
& de  y , qui  donnent  y = o , indiquent  les  Maxima  ou 
Minima  des  ordonnées  , & celles  qui  donnent  /3  = o , 
marquent  les  Maxim  a ou  Minima  des  ablciflés  ; à moins 
que  ce  ne  foit  des  Points  d’inflexion  [ §.  196  ]. 

A moins  encore  que  les  mêmes  valeurs  d’x  & d’^-, 
qui  donnent  y — o , ne  donnent  auflîj8  = o.  Alors  Mt> 
& Mp  étant  nulles  , les  deux  Points  v & p coïncident 
avec  M , de  forte  que  la  pofition  de  vp,  & de  là  parallèle 
MO,  n’eft  pas  déterminée  par  ce  moyen.  D’où  l’on  con- 
clura que  le  Point  M eft  un  Point  multiple. 

Pour  en  comprendre  la  raifon  , il  faut  lé  rapeller  la 
Méthode , indiquée  au  §.  112,  de  calculer  les  coëflïciens 
A y B , C , D , &(.  En  fubflituant  A + B/.-\-Czl  &c.  à 
« , on  réduit  l’équation  à quelques  termes  & Séries  or- 
données par  z.  Tous  les  termes  fans  z font  cenfés  faire 
le  prémicr  terme , lequel  égalé  à zéro  lé  trouve  être  préci- 
fément  l’équation  propofèe , fi  ce  n’eft  qu’on  a écrit  A 
. au  lieu  d’  y . C’cft  pourquoi  A (é  trouve  égal  à y [PM], 
comme  on  l’a  remarqué  [ §.  201  ]. 

Le  fécond  terme  eft  compofé  de  ceux  où  z a pour 
expofant  l’unité.  Sa  formule  générale  eft  (/S B — 

d’où  l’on  tire  en  l’égalant  à zéro  , B = % . Mais  fi  y 

= o = (3 , cette  équation  (é  réduit  à o B — 0 = 0,  qui 
n’aprend  rien  fur  la  valeur  de  B. 

Il  faut  donc  paflér  au  troifiéme  terme  , qui  comprend 
ceux  où  l’expofant  de  z eft  2.  La  forme  générale  du  cocf- 

V u u 2 ficient 
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FtAvcxB  ficicnt  de  zz  eft  &C — SB1  4"  «fi — £,  qui  égalé  à zéro  Ch.  xt 
xxiiï.  (èmroit  à déterminer  C.  Mais  quand  /3  = o,  C difpa- 
roit,  & l’équation  le  réduit  à SB' — « B 4-1  £=o  , qui  , 
étant  dja  fécond  dégrc  , a deux  racines.  Puis  donc  que 
la  valeur  de  B détcuninc  la  pofition  de  la  Tangente,  dans 
ce  cas  le  Point  M a deux  Tangentes  : c’eit  un  Point 
double  [ §.  î 8?  ]. 

Mais  fi  l'on  trouvoit  <f  = » = ^r=o,  on  ne  pouroit 
pas  par  cette  équation  déterminer  B.  On  palTeroit  donc 
au  quatrième  terme  , dont  la  formule  générale  ($£> — ■ 

(2  SB  — f ) C+  »fi’  — -9  B -P  • B — * )z’  le  réduit  [ à 
caulê  de  @z=.Sz=. * = o]  à (»fi! — SB~  -\-iB — *)z*. 

Ce  terme,  égalé  à zéro , donne  donc  une  équation  du  j*. 
dégré  , qui  fournit  trois  valeurs  de  fi.  Le  Point  M a 
donc  trois  Tangentes;  c’eft  un  Point  triple  [ §.  i8j  J. 

On  voit  de  même  que  quand  n , S , / , * font  zéro  , le 
Point  M eft , au  moins , un  Point  quadruple. 

Ainfi  on  reconnoitra  les  Points  multiples  d’une  Cour- 
be , à ce  que  le  numérateur  & le  dénominateur  de  la 


fra&ion  - 


y 

0 


[ rr  fi  J font  tous  deux  zéros. 


On  aura  le  dé- 


gré  de  leur  multiplicité  par  le  dégré  de  l’équation  qui  don- 
ne les  valeurs  de  fi  , & on  déterminera  leurs  Tangentes 
par  les  racines  de  cette  équation. 


204.  C’eft  par  le  troific'me  terme  Cz1  de  la  Série  qu’on 
connoit  fi  un  Point  de  la  Courbe  eft  Point  d’inflexion  , 
ou  non.  Car  la  Série  tronquée  de  {es  deux  premiers  ter- 
mes A 4-fiz,  c’eft-à-dire,  la  Séiic  Cz"  4*  Dz'  &c.  exprime 
la  portion  n.O  de  l’ordonnée  pm  comprilê  et'tic  la  Courbe 
M^m  & la  Tangente  MO.  Cette  Série  , lorfque  z eft 
infiniment  petite  , fc  réduit  au  fcul  premier  tetme  Cz 1 , 
donc  le  figne  fait  connoitre  de  quel  côté  de  la  Tangente 
tombe  la  Courbe. 

Mais. 
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C«.  XL  Mais  fi  ce  terme  Cz 1 manque , C étant  zéro , la  Série 
S-104-  Cz 1 4 -Dz'  &c.  le  réduit  k.Dz 5 + Ez4  dont  le  pre- 
mier terme  D z'  vaut  lui  feul  infiniment  plus  que  tous  les 
' autres.  C’elt  donc  du  figne  + ou  — de  ce  terme , que 
dépend  la  pofition  de  la  Courbe  par  raport  à la  Tangen- 
te. Or , dans  ce  terme  , l’expofànt  de  z e'tant  impair , le 
figne  change  quand  à -f-z:  on  fubfti{uë  — z.  Donc  fi 
d’un  côté  de  l’ordonnée  la  Courbe  tombe  au-deflùs  de  la 
Tangente,  de  l’autre  côte  elle  tombe  au-deiïous.  Le 
Point  ert  donc  un  Point  d’inflexion.  On  connoit  donc 
les  Points  d’inflexion  d’une  Courbe , par  les  valeurs  par- 
ticulières de  x & de  y , qui  font  évanouir  le  coefficient  C 
du  troifie'ine  terme  Czz  de  la  Série  générale. 

Bien  entendu  pourtant,  que  ces  valeurs  de  x & de  j', 
qui  font  dilparoitre  C,  n’anéantiflent  pas  en  même  tems 
le  coefficient  D du  4e.  terme.  Car  alors  le  premier  terme  de 
la  Série,  qui  exprime  la  valeur  de  mO,  feroit  Ez4,  où  z a 
un  expolànt  pair.  La  variation  du  figne  de  z ne  fait  donc 
point  varier  le  figne  deEz4.  La  Courbe,  de  part  & d’au- 
tre de  l’ordonnée  , tombe  donc  d’un  même  côté  de  la 
Tangente.  Le  Point  M n’cft  donc  pas  alors  un  Point 
" d’inflexion  , mais  un  Point  de  Serpentement. 

A moins  que  ces  memes  valeurs  d’x  & d'y  qni  anéan- 
tiflènt  C St  D,  11e  fartent  aufli  dilparoitre  E : en  quel  cas 
le  premier  terme  de  la  Série  qui  exprime  mO,  clt  F zs , 
où  z a un  expolànt  impair.  Donc  alors  M ert  un  Point 
de  triple  Inflexion , qui  cft  une  Inflexion  vifible. 

On  voit  en  général  , que  fi,  dans  le  terme  qui  fuit 
Bz,  z a un  expolànt  pair,  le  Point  xM  ert  un  Point  Am- 
ple, ou  d’inflexion  invifible  , c’ert-à-dire  , de  Serpente- 
ment. Mais  fi , dans  ce  terme , z a un  expolànt  impair  ,, 
le  Point  M cft  un  Point  d’inflexion  vifible. 

Vuu  ? 505. Tout 
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planche  205.  Tout  cela  eft  également  vrai,  lors  que  le  terme  c«. xi. 
xxm‘  Bl  manque , y étant  zéro  &.  0 n’étant  pas  zéro.  Ce  Cas  §•  10î* 
eft  celui  des  Maxima  & Minima  des  ordonnées  [ §. 

203  ] ; à moins  que  ce  ne  foit  le  Cas  d’un  Point  multi-  J 
pie  ou  d’un  Point  d’inflexion.  C’eft  une  Inflexion  , lors- 
que dans  le  terme  fuivant , qui  eft  le  prémier  terme  où  2 
a un  expolànt  plus  grand  que  l’unité  , cet  expolànt  eft 
un  nombre  impair,  ou  une  fraction  dont  le  numérateur 
& le  dénominateur  font  impairs , parce  que  le  figne  de  ce 
' terme  change  avec  celui  de  z.  C’eft  un  Point  multiple, 
quand  l’expolànt  de  z eft  une  fra&ion  de  numérateur  im- 
pair & de  dénominateur  pair , parce  qu’alors  ce  terme  eft 
demi-imaginaire,  c’eft- à -dire,  imaginaire  d’un  côté  , & 
double  de  l’autre  [ §.  95  ].  Mais  quand  l’éxpofant  de  z 
dans  ce  terme  eft  un  nombre  pair  , ou  une  fraétion  de 
numérateur  pair  & de  dénominateur  impair , le  Point  M 
eft  un  vrai  Maximum  ou  Minimum  d’ordonnées. 

On  connoitra  fl  c’eft  un  Maximum  , ou  un  Mini- 
mum , par  le  figne  du  coefficient  de  ce  terme  qui  eft  le 
prémier  où  z a un  expolànt  plus  grand  que  l’unité.  Car 
fl  l'on  figne  eft  le  même  que  celui  d 'A  , la  Courbe  paiTe 
au-delà  de  la  Tangente  ; l’ordonnée  P M eft  plus  petite 
que  les  deux  ordonnées  voifines  , M eft  un  Minimum. 

Mais  fi  le  figne  de  ce  terme  eft  contraire  à celui  d'A,  la 
Courbe  tombe  entre  l’Axe  & la  Tangente  ; PM  furpafle 
les  ordonnées  voifines  , M eft  un  Maximum. 


206.  Que  fi  le  terme  Br,  eft  infini , ce  qui  arrive  lorfi 
que  la  Tangente,  parallèle  aux  ordonnées,  rend  M»  [0], 


c’eft-à-dire  , 


le  dénominateur  de  la  fra&ion  v | = B ] 

0 L J 


égal  à zéro  : c’eft  une  marque  [ §.  202  ] , que  , pour  ce 
Cas  particulier , la  Série  n’a  pas  la  même  forme  A + Bz 

+ Cz‘ 
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Ch.  xi.  Czl  &c.  que  dans  le  Cas  général  : mais  qu’avant  le  pcakch* 
f,ic6.  terme  b z il  doit  y en  avoir  un,  ou  plufieurs,  qui  ont  XXIa 
été  omis.  On  fubftituera  donc  à x & y leurs  valeurs  par- 
ticulières ; on  cherchera  le  prémier  de  ces  termes  par  la 
' Méthode  des  §§.  102  , 108,  & on  jugera,  par  Ton  expo- 
Tant,  de  la  pofition  de  la  Courbe  par  raport  à (a  Tangen- 
te, qui  eft  l’ordonnce. 

Car  ce  terme  , qui , à fuppolèr  z infiniment  petite  ; 
vaut  lui  fcul  plus  que  tous  ceux  qui  le  fuivent  , exprime 
la  différence  de  la  prémiére  ordonnée  PM  [A]  & de  for- 
donnée  infiniment  proche  pm,  dont  la  valeur  eft  exprimée 
par  toute  la  Série. 

Si  , dans  ce  terme,  l’cxpolànt  de  z eft  une  fraction 
de  numérateur  & de  dénominateur  impair  ; fon  figne 
change  en  changeant  +21  tn  — z.  La  différence  de 
PM  & des  deux  ordonnées  qui  l’avoifinent , eft  donc  po- 
fitive  d’un  côté,  négative  de  l’autre:  PM,  ordonnée  & 
Tangente  de  la  Courbe  au  Point  M,  eft  donc  plus  gran- 
de qu’une  de  lès  ordonnées  voifînes , plus  petite  que  l’au- 
tre ; M eft  donc  un  Point  d’inflexion. 

Si , dans  ce  terme , z a pour  expolànt  une  fraélion  de 
numérateur  pair  & de  dénominateur  impair,  le  terme  con- 
ferve  la  valeur,  foit  qu’on  donne  à z le  ligne  +,  ou  le 
ligne  — . La  différence  de  PM  & des  ordonnées  voifi- 
nes  eft  donc  la  même  de  part  & d’autre  : P M eft  ou 
plus  grande , ou  plus  petite  , que  les  ordonnées  qui  la 
touchent.  Le  Point  M eft  donc  un  Maximum  , ou  un 
« Minimum  d’ordonnées,  quoique  l’ordonnce  (bit  Tangen- 

te. Donc  , en  ce  Point  M , la  Courbe  change  de  cours,  Fig.  iScn 
& rebroufle,  pour  ainfi  dire,  en  arriére.  Audi  les  Géo- 
mètres nomment -ils  ces  Points,  Points  de  Rebroujftment . 

On  en  parlera  plus  en  détail  dans  la  fuite  , & on  verra 
quelles  exceptions  lbuffrc  cette  Remarque,  par  les  irrégu- 
larités des  termes  qui  luivcnt  dans  la  Série.  Mais  quand 

M eft 

■ • i» 
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S** 

Planche  M eft  un  Point  de  rebrouflemcnt  , on  voit  s’il  eft  un  Cn.xt 
XXIII.  Maximum  , ou  un  Minimum  d’ordonnées,  par  la  difpa- 
rité  ou  la  parité'  des  fignes  du  premier  & du  fécond  ter- 
me de  la  Série.  . 

Enfin , fi  dans  le  (êcond  terme  , [ A,  lors  même  qu’il 
(croit  zéro  , étant  compte'  pour  le  prémier  ] l’expofànt  de 
Z eft  une  fra&ion  de  nume'rateur  impair  & de  dénomina- 
teur pair  ; ce  terme  cft  demi-imaginaire.  Ainfi  , d’un  cô- 
té de  l’ordonnée  Tangente , la  Courbe  n’a  que  des  ordon- 
nées imaginaires  ; de  l’autre  elle  en  a deux , une  plus 
grande  & une  plus  petite  que  PM,  à caufe  du  figne  am- 
bigu ±=.  de  ce  lecond  terme.  M eft  donc  une  limite , où 
les  ordonnées  d’imaginaires  deviennent  réelles  : c’eft  un 
vrai  Maximum  ou  Minimum  d’abfciftês.  Et  on  décide- 
ra s’il  cft  l’un  ou  l’autre  , en  examinant  de  quel  côté  de 
PM  les  ordonnées  font  réelles , de  quel  côté  elles  (ont  ima- 
ginaires. 


Exemple  I.  On  propofè  l’e'q  : syy  x*  + bxx 
,8l>=:o.  Elle  repre'fcnte  deux.  Courbes  différentes  , fçavoir 
la  Courbe  »8.  i , quand  b cft  pofitive , & la  Courbe 
2 , quand  b eft  négative.  On  luppofe  a toujours  po- 
fitive. 

En  fubftituant  u pour  y & x-f-z  pour  x , l’équation 
fera  transformée  en  auu  4*  (x1  4*  bxx  ) 4-  ( jxx  4*  2 bx  ) z 
4-(  ? x 4*  b")z7,  + z'  = o , où  mettant  A+Bz+Czl 
Hh  Dzl  &c  pour  « , on  aura 

auu  aAA  -f4  2aABz  ►b*  zaACzz  ►b  2aADz>  &c. 

*b  aBB  -\-2aBC 

4-  x'  ? x’ 

4<  bx*  ) -f-  bxl  . . 


+ 3*-x  ? 
4-  2 bx  3 


Z 


4-  3* 
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+ b S 


T29 


zz 


<4*  i z' 


& pour  chercher  les  valeurs  d 'A,  B,  C,  D , dv.  on  aura 
ces  équations 

• 

a AA  + x’  + bxx  = o 
■ 2a AB  4 jxx  + 2bx  = o 
2aAC+ aBB +!*>{•  b ==  o ç; 

2 a AD  4 2*BC4  x = o 

La  première , qui  détermine  la  valeur  d 'A  , eft  preci- 
fément  la  même  chofè  que  l’équation  propofée  ay y 4 x’ 
+ £xx  = o,  en  écrivant  A pour  y . Elle  donne  donc 
^=j[§.  201]. 

La  valeur  d’ A , prife  dans  cette  équation , eft  dt 

s/ , qui  cft  zéro,  i°.  quand  x=:o,  2°.  quand 

x = — b . Donc  la  Courbe  rencontre  l’Axe  des  abfcif- 
fes , & à l’Origine  A , & à l’extrémité  B de  Pablciflc  A B 

Cette  même  valeur  d 'A  ne  devient  infinie  que  quand 
x crt  infinie..  Car  on  ne  peut  la  rendre  infinie  en  égalant 
Ton  dénominateur  à zéro  , puifquc  ce  dénominateur  elt 
une  quantité  finie  a.  La  Courbe  n’a  donc  aucune  or- 
donnée alvmptote,  & (es  ordonnées  ne  font  infinies  que 
quand  les  ablcifles  deviennent  infinies. 

La  valeur  de  B fe  détermine  par  la  2e.  équation 

2 a AB  >i*  i xx -l-  2 b k.=  o,  qui  donne  B 2=  — 

3 -■*  n 2 a A 

= — > puifquc  A-=.y.  Cette  valeur  déter- 
mine en  général  la  Tangente.  Car  fi  on  prend , fur  l’ab- 
lntrod.  à ['Analyfc  des  Lignes  Courbes.  X x x feifle 


Plakchs 
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fcilTe  menée  par  un  Point  quelconque  de  la  Courbe,  une  Ck.xi. 
portion  égalé  à 2 ajr,  8t  fur  le  prolongement  de  l’ordon-  5* lo5- 
née,  une  portion  égale  à — ( jjoc-J- 2&x) , c’cft-à-dire , 
fi  on  prend  fur  l’ordonnée  dès  (on  Commet  une  portion 
égale  à 3XX  + 2 bx  t St  qu’on  joigne  les  extre'mitez  de  ces 
deux  parties  par  une  ligne  droite  , elle  fera  parallèle  à la 
Tangente  [§.  201  ] . 

On  aura  les  Maxima  St  les  Mnùma  des  ordonnées , 
en  égalant  à zéro  le  numérateur  de  B.  Cette  eq : jxx- 
►u  2 bx  = qy»  deux  racines,  x = o 8t  x — — \b.  La 
première  (e  raporte  à un  Point  double  , car  cette  valeur 
d’x , fubftituce  dans  lequation  de  la  Courbe , donne .)=o, 
ce  qui  anéantit  le  dénominateur  de  B [ §.  203  ] . Nous 
reviendrons  bientôt  à ce  Point  double.  L’autre  racine  x 
_ — ifc , rnife  dans  l’équation  de  la  Courbe  , la  trans- 
forme en  ayy  4*ïf^’=o,  d’où  l’on  tire  y=z^\b\/ — 

£ 

— - racine  imaginaire,  quand  b cft  pofitive  , mais  réelle 

quand  b eft  négative.  Ainfi  la  Courbe  n°.  1 n’a  ni  Ma- 
ximum ni  Minimum  d’ordonnées.  Mais  la  Courbe  n°.  2, 
a deux  Points  M , m , dont  l’abfoifle  commune  eft  A P = 

— \b,  pofitive  puilque  b eft  négative,  8t  dont  les  or- 


données font  PM  + ’ bj- 


— , St  Pm  — — \bsj i 

l * V Sa 

Icfquels  Points  (ont  des  Maxima. 

Car  1°.  ce  ne  font  pas  des  Points  multiples.  Les  va- 


leurs  de  x[ — J é]  8t  de  y [ rt  \ byi ],  qui  anéan- 

? ^ 

tifient  le  numérateur,  ^xx+g&e,  de  B , n anéantirent  pas 
fon  dénominateur  iay, 

2°.  Ce  ne  font  pas  des  Points  d’inflexion.  Car  ces  me- 
mes valeurs  d'x  , d[y,  St  de  5,  n’anéantiflent  point  C.  Ce 
coefficient  cil  donné  par  la  3 e.  équation  2 aAC+a  B B 

+ 3 * 
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Ch. xf . 4*  ? * 4 6 = 0,  où,  mettant  — pour  x & o pour  B, 

§.  *«<?•  , & 

011  a 2aAC — 5 = o,  foit  C= \. 

b 

Mais  3°.  ce  font  des  A faxima.  Car  C= don- 

5 2a  A 

y 

nant  le  produit  AC  égal  à , grandeur  négative  , puif- 

que  b eft  ici  négative  & a pofitive , le  ligne  de  C eft  diffe- 
rent du  figne  d 'A.  Donc  [ §.  205]  les  ordonnées  PM, 
P m furpaüènt  celles  qui  en  font  les  plus  voifincs  de  part 
& d’autre  , les  Points  M & m font  des  Maxima  d’or- 
données. 

On  déterminera  les  Maxima  & les  Minima  d’ablcilïes, 
en  égalant  à zéro  le  dénominateur  2^  de  fi.  La  va- 
leur o , qui  en  réfulte  pour  y , mile  dans  l’équation  de  la 
Courbe  donne  x‘  4 bxx=zo  , dont  les  racines  font  x 

— o Sc  x = — b.  La  prémiere  porte,  comme  on  l’a 
vu , à un  Point  double  dont  nous  parlerons  tout  à l’heu- 
re. L'autre , donnant  B infinie  , & délignant  le  Point  B 
où  la  Courbe  rencontre  l’Axe  des  ablcilTcs , peut  y don- 
ner un  Maximum  ou  un  Maximum  d’ablciflès. 

Pour  en  juger , on  mettra  [ §.  206  ] , dans  la  Trans- 
formée atut  «r1  x*  4*  bxx  4-  ( jxx  4-  2bx  ) Z 4*  ( ? * + b ) zz 
. 4-z*  = 0,  au  lieu  d’x  là  valeur  — b , qui  apartient  au 
Point  B,  & cette  Transformée  fe  réduira  à auu>\<  bbz 

— zbzz  + z'  = 0 i d’où  tirant  [ §.  102]  la  Série  afccn- 

dante  qui  donne  » en  z , on  aura  u=±b\/ — 

z y/ &c.  Cette  Série  , ou  plutôt  ces  deux  Séries , 

a 

font  imaginaires  quand  z eft  pofitive  , elles  font  réelles 
quand  z eft  négative.  Donç  [§.206],  la  Courbe  n’a  ni 
ordonnées  , ni  Branches,  du  côté  pofitif  de  B;  mais  du 

Xxx  2 côté 
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côte  négatif  elle  a deux  Branches  qui  touchent  l’ordonnée  Ch.xi. 
au  Point  B.  Donc , dans  la  Courbe  w°.  i , où  B eft  du  côté  5- 
négatif  de  l’Origine  , ce  point  B cft  un  A {minium  d'ab- 
fei (Tes.  C’eft  au  contraire  un  Maximum  dans  la  Courbe 
n.  2 , où  B tombe  du  côté  pofitif  de  l’Origine. 

On  déterminera  les  Points  multiples  de  la  Courbe,  en 
égalant  à zéro  le  numérateur  & le  dénominateur  de  B. 

Le  dénominateur  zay  égalé  à zéro,  donne  y = o,  ce  qui 
transforme  l’équation  de  la  Courbe  en  sc'  4*  bxxz=.  o. 

Le  numérateur,  égalé' à zéro,  donne  3x.v  •+•  zbx  = o.  Et 
comme  ces  deux  équations  n’ont  point  d’autres  racines 
communes  que  xz=zo  , on  conclud  que  la  Courbe  n’a 
qu’un  (cul  Point  multiple,  qui  eft  à l’Origine,  où  x = o, 

& y = o. 

Ces  valeurs  d’x  & d’y  fubftituées  dans  la  2e.  équation 
des  coefficients,  2aAB+  jxx  + 2Ùx  = o , la  reduifent  à 
o B 4*  o = o qui  ne  détermine  rien.  Mais  , fubftit uées 
dans  la  3C.  éq  : 2/tAC  + a BB  4-  jx  4<  b — o , elles  la  ré- 

£ 

duifent  à aBB  4*£=o,  d’où  l’on  tire  B=±z<J . 

V & 

Où  l’on  voit  que  B a deux  valeurs , parce  que  l’Origine 
cft  un  Point  double.  Ces  valeurs  font  imaginaires  dans 
la  Courbe  n*.  1 , où  a & b font  pofitives.  Donc  l’Origi- 
ne de  cette  Courbe  , quoiqu’un  Point  de  la  Courbe , & 
même  un  Point  double  , n’a  point  de  Tangentes.  Ce 
Paradoxe  s’explique  en  confidérant  que  par  ce  Point  il  ne 
pafle  aucune  Branche  de  la  Courbe,  mais  que  c’eft  un  de 
ces  Points  ifolés , dont  nous  avons  déjà  donné  un  Exem- 
ple en  parlant  de  la  Conchoïdc  [ §.  174,  Ex.  IV J,  & 
dont  nous  parlerons  plus  au  long  dans  la  fuite. 

Mais  le  Point,  qui  eft  à l’Origine  de.  la  Courbe  w°.  2 , a 
deux  Tangentes  déterminées  par  l’éq  : £ ==  4=  ~ 3 & 

étant 
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c«.  xl  étant  négative  & a pofitive.  Il  en  reTulte  cette  Conftruc- 
5#  Mtf'  tion.  Qu’on  prenne  l’abfciflc  AE  = — 1 , & les  ordon- 
nées A D=  4 y/  — — » Ad  = — y' — , ou  , ce 

qui  cft  la  même  chofe,  AE=  — a,  ADrs^-v' — ab. 
Ad=  — yj—ab,  & les  Droites  ED,  Ed  feront  paral- 
lèles aux  Tangentes.  Ou  bien , qu’on  prenne  l’abfciire 
Ac=i,  & qu’on  lui  donne  les  ordonnées  eF — 4. 
y y 

V — ef=  — \J  — — ; ou  qu’on  prenne  Ac=«, 

c P — + V — ab  y c(  =. — \/ — ab,  & AF,  Af  feront 
les  Tangentes. 

Veut -on  (avoir  de  quel  côte  de  ces  Tangentes  tom- 
bent les  Branches  de  la  Courbe  qui  paflent  par  le  Point 
A;  il  faut  chercher  la  valeur  de  C,  qui  convient  à ce 
Point.  On  la  trouvera  dans  la  4e.  équation  des  coeffi- 
cients 2 a AD  ►p  2aBC*b  1 =0  , que  A = o & R — - 

réduifent  à C=r+r-— ! — Le  ligne  — , 

devenu  fupérieur,  fait  voir  que  la  Branche  touchée  par 
G AF  tombe  deflous  fa  Tangente  ; & le  figne  4 , infé- 
rieur , montre  que  la  Branche  touchée  par  g A f tombe 
au-defliis  de  la  Tangente.  Ainfi  les  Branches  de  la  Cour- 
be embrafient  les  jambes  de  l’angle  G A g,  & font  embrafi- 
fée  par  les  jambes  de  l’angle  FAf. 

On  aura  les  Points  d’inflexion  de  ces  Courbes , en  fai- 
(ant  C=o  [§.  204].  Alors  la  3e.  équation  des  coefficients 
fe  réduit  à *£54  3x46  = 0 , ou  , [ mettant  pour  B (à 

valeur  générale,  prilè  dans  la  2e.  équation,  — 3 

o JOC  I ^ 

à a (' Y 4 3 x 4"  b— o y (oit  9* x4  412*6 x' 4 

2 a y 

4 abbxx  4.  1 2aaxyy  4 4 aabyy  = o.  Que  dans  cette  équa- 

Xxx  î lion, 


Tl  ANCHE 
XX  UL 
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ftANCHE  tion , on  mette,  pour  ayy , fa  valeur  — x’  — bxx,  prilè 
xxm.  dans  l’équation  de  la  Courbe  , on  aura  9 ax*  + 1 2 a b x’ 

\abbxx 1 2<*x+  — 1 2abx' 4 abx'  — yabbxx  — o = 

. — %ax* — 4 abx' , dont  les  racines  (ont  x=o,  & x = 
— \b . La  racine  x = o donne,  comme  on  a.  vû,  les 
Points  A & B , qui  n’ont  point  d’inflexion.  Mais  la  raci- 
ne x = — \b  donne,  par  l’équation  de  la  Courbe, y=z 


■±2  \b  y/  —,  qui  eft  imaginaire  , b étant  négative  , mais 

?"  # 
réelle  & double , b étant  pofitive.  Ainu  la  Courbe  »°.  2 

n’a  aucun  Point  d’inflexion.  Mais  la  Courbe  »°.  1 en  a 

deux  N,  n,  dont  l’abfcifle  commune  eff  AC  = — \b  , & 


les  ordonnées  CN  : 


Fig.  i8x.  Exemple  IT.  Soit  propofée  la  Courbe  , dont  l’é- 
quation eff  y'  + j xyy  — 3 ayy  — \zaxy  — \ax:<  + a,aax 

En  fubftituant  u pour^,  & x+z  pour  x,  dans  cette 
équation  , elle  le  transforme  en  «'  -1-  $//«x+  \huz  — iaua 

1 2 aux 1 2 a riz q/ïxx  — Saxz ^azz  4"  4 aax  + 

^aaz  = o.  Et  mettant,  dans  cette  Transformée,  la  Série 
A+Bz  <^Czl  +Dz'  &c.  pour//,  on  aura»  pour  déter- 
miner les  coefficients,  ces  équations  , 

A'  + 3*  AA  — iaAA  — 1 zaxA  — 4 axx  + 4 aax  — o. 

(%AÀ+6xA  — 6a  A — \2ax')B  +$AA — 12a  A 
— 8 ax  -j-  Aaa  = o. 

($AA+6xA — 6a A 1 sax)  C 4- (3 A + jx 

$*)  BB  4-  (6 A — 1 2 a')  B — 4 A = 0/ 

( îAA*\*  6xA  — 6a A — i2ax)D  + (6A>{‘6x — 6a)  BC 
4-(  6 A — 12a  )C*{*  B'  + iBB  =0. 

La  conformité  de  la  prémiére  avec  la  Propolee  mon- 
tre que  A~y.  Comme  la  valeur  d 'A  tirée  de  cette 

équa- 


Ch.  xt. 
§•  1 -6. 
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ç..».  cette  équation  n’eft  pas  une  fraffion  , puifque  le  prénvtr 

*'  ’ terme  de  I équation  cubique  A + j (* a)AA>b 

i2*xA  — (4axx  taax'j—a  n’eft  point  aftêâé , on 

ne  iauro.t  rendre  A,  ou  yt  infinie  en  égalant  fon  dénomi- 
nateur  a zéro.  Ainfi  la  Courbe  n’a  point  d’Ordonnées - 
alymptotes , & fes  ordonnées  ne  deviennent  infinies  rue 
quand  les  abfcilTes  font  infinies.  Mais , en  faifant  A==o 
on  a 4-  ^aax  — o , dont  les  racines  font  *•— o & 

? = ?•  P0"c  Courbe  rencontre  l’Axe  des  abfciflès  à 
I origine  A , & a l’extrémité  B de  l’abfciflè  AB  = a 

En  mettant  y au  lieu  d 'A , la  fécondé  équation  des 

coefficients  donne  2?= ^ T 2ay  %ax  HH  4aa 

. , J , ,,  JM  + &9 — 6ay i2ax:CC 

qui  donne  en  général  les  Tangentes  de  la  Courbe  Si  on 
veut,  par  ex.  la  Tangente  du  Point  B,  on  mettra,  dans 
cette  valeur  de  B,  a pour  x & o pour  y , & Qn  aura 


B=. 


■ 4 a a 


1 2 aa 


j.  On  prendra  donc,  fur  l’or- 

genteeBTBC=="~ iAB>  & AC  ^ para"èfe  à ,a  Tan" 
Les  Max! ma  & Minima  d’ordonnées  (c  trouveront  en 
égalant  à zéro  le  numérateur  de  B.  De  là  on  tire  x = 
W— ijay  + ^aa 

^ a > & cette  fraâion , fobftituée  à x dans 


l'tAMKI 

XXIII. 


la  Propofée,  la  change  en  9/—  5ay’  — tscaayy  — Ç6a‘y 
+ i6a  = 0,  qui  le  peut  divifer  par  y — 2 a , & donne 
au  quotient  9/  J Uyy  + 44^  __  g * ».  Ainfi  |Vqua_ 
tion , qui  donne  les  limites  des  ordonnées , a cette  racine 

y — 2a  = o , & les  trois  que  renferme  l’éq  : 9 y’ 

“b-  44aay  8a  ~ot  dont  deux  font  imaginaires 

1 y-  59-  III.  1 J & la  troifiéme  réelle,  & à peu  près  y 

ils  a = 0. 


La  racine  y 2 a — o le  raportc  à un  Point  multiple* 

Cac 


- Digitized  by  Google 


Plan  che 
XXIII. 


\ 


DES  TANGENTES  &e. 


j i,  - y y—  \zay^\aa 

Car  mettant  2 a pour  y dans  I eq  : x=  ^ , 

elle  le  réduit  à x = — a.  Et  ces  valeurs  d’y  & de  x 
fubftituécs  dans  la  valeur  de  B , qui  eft 

IM  1 2a'  ^‘lX la  réduifènt  à £ : ce  qui  mar- 
îyy  •+>  6xy 6ay  — 1 2ax 

que  un  Point  multiple  [§.203  ].  Nous  en  parlerons 
tout  à l’heure. 

I 7” 

La  racine  y — \ha  à peu  près,  donne  x = a à 

peu  près , & indique  un  vrai  Maximum  d’ordonnées.  Car 
li  on  cherche  la  valeur  de  C dans  la  3 e.  équation  des 
coefficients  , laquelle  [ B étant  zéro  ] eit  ( \yy  «T>  6xy  — 

6ay  — i2^x)C  — 44  = 0,  on  aura  , [ en  mettant 

— a pour  x & ïVô«  pour  y 1 , C== — a peu  près  ; 

100  r s j g/J 

qui  eli  une  valeur  négative  , tandis  que  À [y  ] eft  poft- 


Ch.  xr. 

f,  lotf. 


I 7- 

tive.  Donc  le  Point  M , qui  a pour  abfcilTc  AP  = — a , 

100 

à peu  près  , & pour  ordonnée  PM=r^  à peu  près, 
elt  un  Maximum  d’ordonnées. 


Si  on  égale  à zéro  le  dénominateur  ?yy  + 6xy  — 6ay 
— 12  ax  de  B , 011  aura  , pour  déterminer  les  Points  de 
la  Courbe  où  la  Tangente  crt  parallèle  aux  ordonnées  , 
une  équation  qui  a deux  racines , y = 2 * , & y + 2 x 
= 0.  La  première  racine  donne  le  Point  multiple  indi- 
qué cy-deflùs  , & dont  nous  parlerons  plus  amplement. 
La  féconde  réduit  l’équation  de  la  Courbe  à 4*’  4*  &<*xx 
>T>  4 aax  — o dont  les  racines  font  x~o  , & x= — ./ . 
Celle-ci  (è  raporte  5m  Point  multiple  , & l’autre  donnant 
y [ = — 2 x ] = o , marque  qu’à  l’Origine  l’Axe  des  or- 
données eff  Tangente.  Pour  avoir  la  polïtion  de  la  Cour- 
be par  raport  à cette  Tangente  , on  mettra  , dans  la 

Trans- 
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Ca.  xi.  Transformée  en  u 8c  z , o pour  x , ce  qui  la  changera  en  Piamchb 

f.106.  t{i — ^uuz î*uu i iauz — 44ZZ-P  444Z  = o.  Si  XK1IL 

on  cherche  , par  cette  équation  , les  Séries  amendantes 
qui  donnent  « en  z [§.  102  ] , on  aura  \J\  ai , &c. 

Ainfi  u a deux  valeurs  réelles , 2 étant  pofitive  , qui  de- 
viennent imaginaires,  quand  on  prend  2 négative.  L’Ori- 
gine eft  donc  Une  limite  où  viennent  s’unir  deux  Branches 
qui  s’étendent  du  côté  des  abfcifles  pofitives. 

La  racine  x = 4,  qui  donne  y — 2 a , marque  ,. 

comme  nous  l’avons  dit  , un  Point  multiple.  Pour  en 
connoitre  la  nature  , on  fubilituera  — a pour  x dans  la 
Transformée  en  « & z,  ce  qui  la  change  en  •+•  juuz 
— 6auu  — 1 2 4»  2 ■ — 4<tzz  -pi 2 a au  -p 1 iaaz  — 8 a'  = o. 

Si  on  cherche  [ §.  102  ] les  Séries  afeendantes  que  fournit 
cette  équation  & qui  donnent  a en  z,  on  troi/t’era  u = 

2 a + (4  a)'  z'  &c.  L’Ordonnée  DE,  de  l’ablcilïb  AD 
= — 4,  eft  donc  égale  à 2 a.  Et  les  ordonnées  voifi- 

nés  la  furpaflent  de  la  quantité  (4 z*  ou  y/  4 azz  , qui 
eft  toûjours  pofitive , quelque  figne  qu’on  donne  à z.  Le 
Point  E eft  donc  uh  Minimum  d’ordonnées , quoiqu’en 
ce  Point  la  Tangente  touche  la  Courbe.  En  un  mot , ce 
Point  E eft  un  Rebrouflemenx  [ §.  206  ] ; qui  eft  un  Point 
double , puilque  deux  Branches  de  la  Coutbe  viennent 
s’y  toucher.  . • • ' ^ 

Il  ne  nous  refte  qu’à  voir  fi  la;  Courbe  a quelque 
Point  d’inflexion.  On  les  détermine  en  faifant  C=o. 

Cette  fuppofition  réduit  la  ge.  équation  des  coëfliciens  à 
? (.y  + x — * ) BB  + <5  ( y J*~rr  ïa)  B — 44  = 0.  Qu’on 

r.  r 1 iyy 1 2Ay 8aX>^>4AA 

y mette  pour  B la  valeur  — -, — ^ > 

1 r iyy^~^xy — &*y — • iax 

& on  aura  une  équation  qui  le  réduit  à — 8i  xy*  — 27 y* 

►P  5044*7’  -p  I5j4y4  + 1924’x’y — 1080 Alxyl  — 288 a*yl 

-p  192 a'x1  «p  12484**7  + 21 6a' y1 j$644x- p 4%A*y 

Inirod.  à PAnalyfe  des  Lignes  Courbes . Y y y 484* 
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Pl4„c.,b  484’=  o.  De  cette  équation  on  peut  ôter  le  produit  Ch.xi. 
xXiu  ^ |a  propofée  y'  + ^xyy — Ï24*J — +axx  + 5-  *«• 
4445e  = 0 par  — 27 yy — ?64»— * 724^  — 7244  , lequel 
produit  ei\  zéro,  & le  relie  divitë  par  48 44,  eft  x'  + x>y 

4*4*’ +2  axy aux 4’=o,  ou  (x-+-4)»  x(x  + 

y. — .4)  = 0.  La  racine  44*4=2^0  défigne  , comme 
on  l’a  vû,  le  Point  double  E.  Et  la  racine  x=^a — yy 
fubftituée  dans  l’équation  de  la  Courbe  , la  réduit  à zy* 

'4.  8 Myy  — 84^  — o , ou  zy  (y — - zay  =2  o . La  racine 
fe  raporte  encore  au  Point  double  E.  Mais  la 
racine  y — 0 donne  x[r«4 — /]=;«  Le  Point  B,  que 
ces  coordonnées  indiquent , eft  véritablement  tm  Point 
d’inflexion.  Car  fr,  dans  la  ?e.  équation  dés  coefficients, 

* on  met  o pour  y ou  A,  a pour  x,  & — f pour  B,  elle 
fe  réduira  là  — i244C=o  , c’eft-à-dire  C^=a  o.  Mais 
ces  mêmes  valeurs  , fubûituées  dans  la  4'.  équation  , la 

réduifent  à — 1 2 aaD  + h sas ° ™ • Donc, 

au  Point  B,  Ceft  zéro  & D n’eft  pas  zéro  : ce  qui  eft 
le  caractère  d’un  Point  d’inflexion.  [S.  204  ]. 
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CHAPITRE  XII. 


De  la  Courbure  des  Limes  courbes  en  leurs 

■ c • ° 

différents  Points. 

20 7.  T A determination  des  Tangentes  d’une 
J j Courbe  indique  quelle  eft  (à  direction  en  cha- 
cun de  fes  Points.  Mais , pour  en  connoitre  parfaitement 
la  Nature  , il  faut  (avoir  de  plus  combien  la  Courbe  s’é- 
carte de  c^te  dire&ion  ; il  faut  (avoir  mefurer  (à  courbu- 
re. Car  une  même  Courbe  n’cft  pas  egalement  courbe 
par  tout  ; elle  ne  s’écarte  pas  toûjours  egalement  de  (a 
Tangente;  elle  ne  fait  pas  avec  cette  Droite  des  angles  de 
contaêl  égaux  en  tous  (es  Points.  C’eft  le  Cercle  feul  qui 
a par  tout  la  meme  courbure,  & qui  eft  par-là  très-pro- 
pre à mefurer  la  courbure  des  autres  Coutbes.  D’autant 
mieux  que , quoiqu’un  même  Cercle  (oit  également  cour- 
be en  tous  (es  points , les  différents  Cercles  ont  des  cour-  * 
bures  différentes  , & réciproquement  proportionnes  à 
leurs  raïons , ou  à leurs  diamètres.  Si  on  courbe  circu- 
laircment  deux  Droites  égales  , mais  qu’on  faffe  de  l’une 
une  circonférence  entière,  & de  l’autre  une  demi -cir- 
conférence ; celle-  ci  fera  deux  fois  moins  courbe  que 
celle-là , mais  aulfi  le  Cercle  dont  elle  fait  la  demi-circon- 
férence a un  raïon  double  du  Cercle  dont  l’autre  Ligne  Planch1 
fait  toute  la  circonférence.  En  général  , foient'  ABD  , xxiv. 
a bd  deux  Cercles  inégaux  , dont  les  raïons  AC,  ac  »8j. 

foient  entr’eux  en  raifon  de  m à » ; & qu’on  prenne  (tir 
fur  ces  Cercles  des  arcs  égaux  A B , a b ; je  dis  que  l’arc 
AB  eft  moins  courbe  que  l’arc  a b dans  la  même  raifon 
. . Y y y 2 que 
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Planche  que  le  raïon  AC  eft  plus  grand  que  le  raïon  ac;  deforte  Ch.xji. 

xxiv.  qUe  f,  ]’arc  a b a une  couibure  de  m degrés,  minutes  » § *°7* 

ou  parties , l’arc  A B a une  courbure  de  « dégrés , minu- 
tes , ou  parties  proportionelles.  Car  , fi  on  prend  l’arc 
A /3  femblablc  à l’arc  a b , cet  arc  A /3  eft  à l’arc  a b , com- 
me la  circonf.  A BD  à la  circonfi  abd  , ou  comme  le 
raïon  AC  au  raïon  ac»  c’eft-â-dire,  comme  m à n. 

Donc  a b e'tant  égal  à A B , A (3  eft  auiïi  à A B comme  m 
à n . Ainfi  A /3  , femblable  à a b , étant  un  arc  de  m dé- 
gre's  ou  parties , A B eft  un  arc  de  n degrés  ou  parties* 

Donc  la  courbure  de  a b eft  à celle  de  AB  comme  m à 

n.  On  voit  donc,  que  dans  une  même  étendue  ab,  AB, 
les  Cercles  abd,  ABD  ont  des  courbures  qui  font  en- 
tr’elles  comme  m à n , ou  comme  AC  à a c*  c’eft-à-dire 
en  raifon  réciproque  de  leurs  raïons  ou  diame'tres. 

Ainfi  il  eft  aifé  de  comparer  la  courbure  de  différents 
Cercles  , en  comparant  leurs  raïons  ou  diamètres.  Et  par 
conféquent  pour  comparer  la  courbure  des  differentes 
Courbes , ou  celle  d’une  mCme  Courbe  en  lès  différents 
Points , il  ne  s’agit  que  de  trouver  le  Cercle  , qui  a la 
* même  courbure  qu’une  Courbe  donnée  en  un  Point  don- 
ne' c’eft-à-dire,  le  Cercle,  qui,  touchant  la  Courbe  au 
Point  donné , s’applique  fi  bien  à cette  Courbe , qu’entre 
elle  & lé  Cercle  on  ne  puifte  faire  paflèr  aucun  autre  Cer- 
cle. Car  comme  , en  augmentant  ou  diminuant  le  raïon 
d’un  Cercle  , on  diminué  ou  augmente  fâ  courbure  par 
tous  les  dégrés  poflïblcs  ; s’il  n’y  a aucun  Cercle  qui  a- 
proche  plus  de  la  Courbe  que  le  Cercle  trouvé , on  peut 
conclure  que  le  Cercle  a la  même  courbure  que  la  Cour- 
be en  ce  Point-là.  j’excepte  le  cas , où  la  courbure  d’une- 
Courbe  eft  plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  d’aucun. 

Cercle*  On  en  parlera  dans  la  fuite* 

208.  Repre- 
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CH.xn.  208.  Reprenons  la  Figure  du  §.  200,  où  PM  [y]  eft  Punch» 
5.  zo8.  l’ordonnée  d’un  Point  aflîgné  M de  la  Courbe  Mfzm,  Pp 

[z]  une  ablciftè  quelconque  comptée  dès  l’Origine  P,  & '5‘  ‘ 
dont  l’ordonnée  pm  eft  exprimée  par  la  Série  A^Bz  + 

Czz  + Dz'  &c.  On  a vû  que  le  i*.  terme  A de  cette  Sé- 
rié reprclente  l’ordonnee  PM  ou  la  partie  p n de  l’ordon- 
née pm  , que  le  2d.  terme  Bz  exprime  la  partie  nO  , 
comprilè  entre  l’ablciflè  QjVln  & la  Tangente  MO  , & 

& que  le  refte  de  la  Se'rie  Ci1  +Dz'  &c.  défigne  la  partie 
Oin  comprilè  entre  la  Tangente  &•  la  Courbe  [§.  20 1 ]. 

Qu’on  imagine  un  Cercle  Mmih  , qui  touche  au 
Point  M la  Courbe  M^m  [c’eft-à-dire  là  Tangente  MOI, 

& qui  pafle  par  le  point  m.  Si  le  Cercle  patlè  entre  la 
Tangente  & la  Courbe  , il  lè  détourne  de  la  Tangente 
moins  que  la  Courbe,  il  eft  moins  courbe  qu’elle  au  Point 
M.  Si,  au  contraire,  la  Courbe  pallè  entre  le  Cercle  St 
la  Tangente  , le  Cercle  lè  détourne  de  la  Tangente  plus 
que  la  Courbe  , il  eft  plus  courbe  qu’elle  au  Point  M. 

Mais  dans  l’un  & l’autre  cas , plus  le  Point  m , où  le  Cer- 
cle coupe  la  Courbe , eft  proche  du  Point  M où  il  la  tou- 
che , plus  le  Cercle  aproche  d’avoir  la  meme  courbure 
que  la  Courbe.  Il  en  aproche  infiniment  , il  fe  confond 
avec  elle , & a précifément  la  même  courbure  , lorfque  le 
point  m vient  à tomber  fur  le  Point  M. 

On  aura  donc  le  Cercle  M I H de  même  courbure  que 
b Courbe  au  Point  M , fi  l’on  détermine  la  grandeur  du 
Diamètre  MH  d’un  Cercle  , qui  touchant  la  Courbe 
en  M la  coupe  en  un  point  m infiniment  proche 
de  M , ou  coïncidant  avec  M . Le  Diamètre  MH,  8t  le 
raïon  MK  de  ce  Cercle  font  aulïî  apcllés  le  Diamètre  & 
le  Kaïon  de  la  Courbure  au  Point  M , 8t  le  centre  K le 
nomme  le  Centre  de  la  Courbure.  L’on  compare  la  cour- 
bure des  différents  Points  d’une  même  Courbe  , ou  de 

Y y y ? divcrlc* 
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Planche  diverlès  Courbes,  par  la  raifon  inverlc  des  raïons  de  cour-  Ch.xi{. 
bure  en  ces  différents  Points.  S-  la>- 


20Ç.  Pour  calculer  le  raïon  de  courbure  , on  fuppofe- 
ra  d’abord  le  Point  m à une  diftance  finie  de  M.  En 
prolongeant  pm  jufqu’à-ce  quelle  rencontre  en  i la  cir- 
conférence Mmh , on  aura  [Eu cl.  III.  ?6]  le  rectangle 
fous  mO  & Oi  égal  au  quarré  de  MO.  Donc  Oi  = 

MIL.  Mais  MOl  = MnI +nO‘ =zz-f  BBzz,  & mO 
mO 

„ ^ . zz  + BBz  5 

= CzI  +Dz]  &c.  Donc  Oi  = Ciz^Dù\&C  = 


i +BB 

c+dTT&c  ' 

Maintenant , fi  on  fuppofe  que  le  Point  m vient  coïn- 
cider avec  M,  l’abfcifle  z [Pp]  deviendra  zéro,  & l’ex- 

preffion  de  Oi  [ qui  dans  ce  cas  eft  Ml  ] 

deviendra  - Ainfi,  M1H  le  Cercle  de  mê- 

me coût  bure  que  la  Courbe  M/um  au  Point  M,  la  chor- 

i _i_  BB 

de  M 1 eft  égale  à - — ç — ; ce  qui  fuffit  pour  déterminer 


le  diamètre  MH,  & par  conféquent  auffi  le  centre  K de 
courbure;  (çavoir , en  menant  par  1 la  Droite  IH  paral- 
lèle aux  ablçiftès  , & qui  coupe  en  H la  Droite  M H per- 
pendiculaire à la  Courbe. 

L’an  peut  auflï , fi  l’on  veut , calculer  le  diamètre  MH, 
en  confidérant  que  les  triangles  MnO , M 1 H font  fèmbla- 
bles  , tous  les  côtés  de  l’un  e'tant  perpendiculaires  à tous 
les  côtés  de  l’autre.  On  aura  donc  Mn  [z]:MO[zv/0 

+ mh  [ü±">/ü±"  ] , 


diamètre 


Digitized  by  Google 


DES  LIGNES  COURBES. 


J43 


5.  i69.  ( 1 +BB)vT  1 + B5) 

eft  lC- 


Ch. xîî.  diamètre  de  coufbure.  Donc  le  raïon  de  courbure  MK 

& le  centre  de  courbure  K 

eft  déterminé , puifqu’il  eft  fur  la  droite  M H perpendicu- 
laire à la  Coürbc  , & à la  diftanec  donnée  M K du 
Point  M . 

1 EüftéHiplc  I.  On  propofe  l’éq  : yy  — a x — x x 

c 

— 0 , qui  repréfente  l’Hyperbole , fi  b eft  pofitive  , ou 
l’Ellipfe,  G b eft  négative  [ §.  154].  Qu’on  fubftkuë  , 
dans  cette  équation,  # à ; & z à x , on  aura  la 

b b b 

Transformée  uu — ax — az xx — 2 — xz ~ zz 

t c c 

= 0.  Si  on  cherche  la  valeur  d 'a  en  z par  une  Série 
de  cette  forme  a = A^Bz  + Czz  , &c.  on  trouvera 
^ ir  r>  . ae  4*  a bx  _ __  aaçc-\r^abix-trj±bbxx—jtb:yy 

y'  ~ 2‘J  * ÏTïÿ 

&c.  Donc  la  Droite  MI , dont  I’cxprelïïon  eft  t 

en  ici  égale  à - a 1f“  + 4^x+4Uxx  + Miff 

aacc  t^abex -f- /^bbxx -L—  çbcyy*  * ^ 

réduit  [en  mettant  y y pour  /jx^A**',  c’eft- à- dire, 

C 

4 beyy  pour  4 abex  4*4&foex ] à — - 2 ~cc ^ cc ^yj y 


aac  c 


Le  figne  négatif  montre  que  cette 


— 2 y—  8 A±fy# 
aac  y 

Droite  MI  doit  être  prifè  fur  l’ordonnée  MP,  au  lieu  que 
dans  la  Propofition  générale  on  la  fuppofoit  prife  fur  fot> 
prolongement. 

Le  raion  de  courbure  MK , qui  eft-  zzf  1 ^ 

2 C 

fera 


rt.ANan 
XXIV.  i 


Fig.  ISJ. 
Fig.  18  tf, 
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J'iakche  (aacc  + x(bc-\~cc) yy)  \J(aacc  -f-  albc  + cc)yy  ) 

xxi  y.  fera  — 2 a a? » 8ran“ 

deur  négative , parce  que  la  Courbe , qu’on  avoit  fuppo- 
fé  y dans  la  Propoficion  générale , tourner  fa  convexité'  vers 
l’Axe  des  abfcifles , tourne  dans  cct  Exemple  (à  concavité 
vers  cet  Axe. 

On  peut  donc  comparer  la  courbure  de  ces  Courbes 

dans  leurs  différents  Points.  Ainfi  à l’Origine,  011^  = 0, 

. . 1 n aacc  V aacc  . .. 

le  Raïon  de  courbure  eft — = — ia:  a lex- 

2 a ac 

<ràni,c  de  l’ordonnde 

2 aac 

( 2f  + \/(,2C  + &)  1 . r . . 

= — i — ---r » grandeur,  qui  fera  imagi- 

2 C \ c 

naire  dans  l’Ellipfe,  où  b eft  négative,  fi  b>  2 c.  Aulfi 
voit- on,  par  le  calcul  , que  l’ordonnee  ia  n’a  que  des 
abicifics  imaginaires  quand  b > t , & , à plus  forte  raifon , 
• quand  b>  2c.  Mais  pofons  que  b <c.  Alors  la  cour- 
bure à l’Origine  eft  à la  courbure  du  Point  qui  eft  à l’ex- 

( 2 C b}  \/(  2C  >+>  & ) 

trémité  de  l’ordonnée  ia , comme  — — ^ * 

eft  à ia  y ou  comme  ( 2c  + b')  \/(  2c+b  ) à 0/  c. 


Exemple  II.  L’éq  : y = <***>  qui  exprime  en  gé- 
néral toutes  les  Paraboles  & les  Hyperboles  [§.  128]  , (è 
transforme,  par  la  fubftitution  de  »,  ou  A^  Bz  •+•  Czl 
+ &c y pour  y & de  x + z pour  x , en  A'k  Bz  ►£< 

Czz^Dz'  &c  = a J1  box3  *z +’— * -axb  2z* 

1 • 2 


+ 


h.  h — I . h — 2 l 


I.  2.  } 


ajJ3  Szl  y&c;  ce  qui  donne,  (ans  calcul, 


A=axh=y  , B = b*J—ly  C=  — 

1 1 


b.  b — t . fc_a 


&c. 


c«.xn. 

i ■ iOÿ. 


Digitized  by  Google 


DES  LIGNES  COURBES. 


Î4Î 


Cb.  XII. 

5-  *°9-  &c.  Donc  = Ml  [1±  *L§  = J 

^ h.  h — i 


i 4"  hhaax 


2 h — a 


xx  4*  bhaax 


2h 


i.  a 


ax 


hh  — h 


a 


x* 


& le  raïon  de  courbure  MK 


a* 

r (t  '{'B  B)  y/(  l -i(  i •\-hbaax  2')\/(\*\*hbaax'^  2) 

sC  _ (bb  — b)axh 2 

Supposons  qu’on  ne  cherche  la  courbure  qù’à  l’Origi- 
ne, où  x=o;  il  y a pluficurs  Cas  à diftinguer  *.  L’ex- 
pofant  h peut  être  pofitif , ou  négatif.  S’il  eft  négatif, 
% la  Courbe  eft  une  Hyperbole  : s’il  eft  pofitif,  c’eft  une 
Parabole.  Et  dans  ce  dernier  Cas,  b eft  plus  grand,  égal, 
ou  plus  petit  que  l’unité'. 

i.  Quand  b > t , l’expolànt  2 h — 2 eft  pofitif.  Donc 

la  fuppofition  de  x infiniment  petite  rend  bhaax~h  2 in- 
finiment petite  ou  zéro  ; le  numérateur  de  la  fra&ion 


( t 4- •bbaax  'J  2 ) y/(  1 + bhaax  2) 

( bb b')  ax 

8c  la  fraftion  elle-même  revient  à 


le  réduit  à ty^t  =1  , 


2 — h 


x 


(Job — h)ax  2 ^ 

qui  eft  toujours  pofitive.  Aufli  la  Parabole  tourne-t-elle 
là  convexité'  vers  l’Axe  des  ablcifles  [§.127]. 

Mais , x étant  toujours  infiniment  petite , x2  eft 
infiniment  petite,  finie,  ou  infinie,  lèlon  que  2 — b eft 
pofitif,  nul , ou  négatif,  [ §•  79  ] * c’eft-à-dire  , félon  que 
h eft  plus  petit,  égal  , ou  plus  grand  que  2.  Donc  le 
raïon  de  courbure , à l’Origine  de  la  Parabqlc  , lequel  eft 
Introd.  a l' Asalyfe  des  Lignes  Courbes,  Z z z 

* Anal,  des  bifin.  petits.  J.  87.  88. 


Pl»nc«* 
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x 

( hh 


-h)a 


Cb.XÏI. 

, eft  infiniment  petit  , §•  l08* 


fi  h < 2 ; fini , fi  2 ; infini , fi  b > 2 : & la  courbure 
étant  en  raifon  inverfe  de  fon  raïon  [§.  207]  , eft  infinie, 
finie , ou  infiniment  petite , (uivant  que  h < 2 , ou  = 2 , 
ou  > 2 . 

2.  Quand  £=  1 , l’éq : y=ax  ne  repréfente  qu’u- 
ne Droite  , dont  la  courbure  eft  infiniment  petite  , ou 
plutôt  nulle.  Auifi  trouve-t-on  le  raïon  de  courbure  in- 
fini ; le  de'nominateur  de  ta  fraftion  qui  exprime  fa  valeur, 
étant  un  multiple  de  [hh — h=  1 — 1 =]o. 

Quand  h < i , mais  pourtant  pofitif,  l’expolânt 
2 h — 2 cil  négatif.  On  peut  réduire  l’exprelfion 

(,  ~ 2 ) ✓ÇH -hba*x2h-^  du  ra..on  dc  CQUr_. 


bure  à 


( hh — h')  ax 

( x2  + hhaa  ) y'f  x2  2b  + hhaa  ) 


( hh h ) ax1 


-ah 


en  multi- 


h ha , 


hhaax 


ih 1 


pliant  les  deux  termes  dc  la  fraction  par  x2  2b  x ^ 

ss^x^  lh.  Donc  le  raïon  de  courbure  à l’Origine  y 
_ _ hhaa  y/  hhaa 

qui  le  trouve  en  fuppolant  x=o,  fera  

( hh — h ) ax 

, — 2i=  — r- » grandeur  négative  , 

( h — i)x  h — 1 

puifque  h < 1 . Et  cela  doit  être  ainfi , puifque  ces  Para- 
boles font  concaves  vers  l’Axe  des  ablcifles  [ §.  127]. 

Ce  raïon  eft  infini  „ fini , ou  infiniment  petit  , feloQ 

que  x2h  1 eft. infinie  , finie,  ou  infiniment  petite,  c’eft- 

à-dire,  félon  que  h eft  < j,  =i,  ou  > j.  Ce  qui  s’ac- 
corde; 
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Ch. xii.  corde  avec  ce  qu’on  a vu  au  §.  127  , que  les  Paraboles  Planche 
f.ioy.  concaves  vers  l’Axe  des  abfoifiès  font  les  mêmes  que  celles  xxl/* 

3ui  font  convexes  vers  cet  Axe  , qu’elles  font  feulement 
ans  une  fituation  renverfée  ; ou  , ce  qui  eft  la  meme 

chofè  , que  les  Paraboles  dont  l’équation  eft  y = ax  font 

I 

les  memes  que  celles  dont  l’équation  eft  y = axh,  en 
prenant  pour  les  ablciflès  des  unes  les  ordonnées  des  au- 
tres, & réciproquement. 

4.  Enfin  fi  h eft  négatif,  Péq  : y = ax  * repréfente 
les  Hyperboles , dont  le  raïon  de  courbure  s’exprime  par 

1 c.  cl-  ( x2~*~2*’  4-  hbaa  ) 1/  ( hhaa  ) 

la  fraêhon  v v --  ~ r2h toujours 

{hh  + h')  ax 

pofitive  , parce  que  toutes  les  Hyperboles  tournent  leur 
convexité  vers  l’Axe  des  abfcifïcs. 


2 1 o.  Ces  deux  Exemples  fuffifent  pour  faire  voir 
la  manière  cfe  mefurer  en  un  Point  donné  la  courbure 
d’une  Courbe  donnée.  Mais  nous  ne  devons  pas  quitter 
ce  fujet  , fans  dire  un  mot  de  diverfès  Qucftions  qu’on 
peut  propolèr  fur  cette  matière. 

I.  On  peut  demander  , par  ex.  En  quel  Point  une 
Courbe  donnée  a une  courbure  donnée  ? Cette  courbu- 
re ne  peut  être  donnée  que  par  le  moyen  du  Cercle  qui 
a précifément  ce  dégré  de  courbure.  Et  ce  Cercle  eft 
donné  par  fon  raïon.  On  égalera  donc  au  raïon  [donné 
l’expreffion  générale  du  raïon  de  courbure  de  la  Courbe 
propoféc  ; & cette  équation , combinée , s’il  le  faut , avec 
celle  de  la  Courbe , déterminera  le  Point  cherché. 

Ainfi , fi  l’on  demandoit  le  Point  de  l’Hyperbole  ou 
de  l’Ellipfe,  repréfentée  par  l’éq  : yy — ax — __xx  — o [§. 

Z 1 z 2 préc. 
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Planche  préc.  Ex.  J],  dont  la  courbure  eft  la  même  que  celle  du 
xxlv'  Cercle  décrit  avec  un  raïon  r : On  égalera  à r l’exprefi- 
fion  géne'rale  du  Raïon  de  courbure  de  ces  Courbes  , ■qui 

( aacc  + + rr  )^  ) y/  (aacc  + ^(bc  + « ) yy  ) 

clt  — \ — , oc 

2 a ar  1 

on  aura  — 2aac'r=i(aac  c + jy(bc  + cc  ~)yy  } y/ (aacc  4* 
4(ic 4**O.W)  = (*^  + 4(fc  + ")jKjOl:1  • ce  qui, 
en  quarrant  & extraiant  la  racine  cubique , donne  accy/^arr 

aacc  + 4 (J>c  + cc)yy . Donc  _y  = — j V~ — 

V -p  C • 


Cette  grandeur  devient  imaginaire,  i°.  quand  — a^y/^arr 
eft  négative,  [ c’eft-à-dire , quand  r < {a]  & b-\-c  poû- 
tive  , [ c’eft-à-dirc , quand  b eft  pofitrve  , ou  meme  néga- 
tive , mais  <c].  Ainfi  & l’Hyperbole,  & l’EHiple  dans 
l’équation  de  laquelle  b <c  , n’ont  nulle  part  une  cour- 
bure moindre  que  celle  du  Cercle  dont  le  raïon  eft  | a . 
* 

2°.  quand  — a-\-y/ 4 arr  eft  pofitive , & b^c  négative, 
c’eft-à-dire,  quand  b négative  eft  > c , & quand  r>  {a. 
Ainfi  l’Ellipfe  , dans  l’équation  de  laquelle  b > c , n’a  nulle 
part  une  courbure  plus  grande  que  celle  du  Cercle  qui  a 
pour  raïon  {a. 


2 ii.  II.  On  peut  demander  , en  quels  Points  d’une 
Courbe  fa  courbure  eft  infinie  ? Ce  fera  aux  Points  où 
le  raïon  de  courbure  eft  infiniment  petit  ou  nul.  On  éga- 
lera donc  à zéro  l’expreffion  générale  du  raïon  de  cour- 
bure de  la  Courbe  propofée , & par  cette  équation , com- 
binée, s’il  le  faut,  avec  celle  de  la  Courbe  , on  détermi- 
nera les  Points  où  la  courbure  eft  infinie,  c’cft-à-dire  , 
plus  grande  que  celle  d’aucun  Cercle  donné.  Telle  eft  à 
POrigine  la  courbure  de  toutes  les  Paraboles  exprimées 

par 


Ch.  XIT. 
§.110. 
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Ch.  xn  par  l’eq  :*  )=axhi  lorrque  h tombe  entre  2 & r [ §. 

5.  in-  209.  Ex.  11.  1 & }]. 

312.  111.  On  peut  aufli  demander  en  quels  Points  une 
, Courbe  a une  courbure  nulle,  ou  infiniment  petite?  Tel- 
le eft  à l’Origine  la  courbure  des  Paraboles  reprëlcntées 
par  l’éq? ÿzçzax\ , lorlque  h eft  t>  2 , ou  <£.  [§.209. 
Ex.  U].  Mais  en  général,  fi  une  Courbe  a quelques 
Points  où  fa  courbure  loit  infiniment  petite,  fon  raïon  de 
courbure  y doit  être  infini  Amfi  (on  expreffion  generale 
doit  être  une  fiaûion  , dent  le  dénominateur  puiflè  être 
égalé  à ze'ro  , (ans  contradiction.  Il  faut  donc  que  l’une 
des  variables  x , y entre  dans  ce  dénominateur.  Ht  il  faut 
de  plus  que  la  iuppofition  qui  le  rend  égal  à zéro  n’a- 
néantilTe  pas  le  numérateur. 

La  formule  générale J du  raion 

de  courbure  fait  voir  qu’il  ne  peut  être  infini  , que  dans 
les  Points  où  C eft  ze'ro  , c’eft-à-dire  , dans  les  Points 
d’inflexion  ou  de  Serpentement  [§.  204].  Mais  cela  n’eft 
pas  réciproque  , & il  y a des  Points  d’inflexion  , où  la 
courbure,  loin  d’être  infiniment  petite,  eft  infiniment  gran- 
de. Telle  eft  l’Origine  des  Paraboles,  dans  J’éq  ; jy  =axk 
defquelles  h eft  une  fraétion  de  numérateur  & de  dénomina- 
teur impair,  laquelle  tombe  entre  2 & i[§.  209.  Ex.  II]. 

219.  IV.  On  peut  demander  quel  eft  le  Point  d’une 
Courbe , où  là  courbure  eft  la  plus  grande  , ou  la  plus 
petite  ? Pour  le  trouver , on  cherchera  par  la  Méthode 
de  Maximis  & Minimïs , en  quel  Point  le  raïon  de  cour- 
bure eft  le  plus  petit  ou  le  plus  grand  [ §.  197  J. 

Prenons  pour  exemple  les  Paraboles  , dont  l’équation 
générale  eft  y = <***  \_h  étant  pofitif  ].  Le  raïon  de 

Z z z 1 cour- 


55° 


Planche  0 4*  bhaax 

xxiv.  courbure  eft  — 


LE  LA  COURBURE 
2 h 2 


) V ( * + bhaax 2 ) 


( i 4"  bhaax 


2b 2)»:* 


h(h i)ax3 

. Soit  ce  raïon  apellé  r.  On  de- 

h{h i)ax" 

mande  quelle  eft  la  valeur  d’x  qui  rend  r un  Minimum  : 
car  il  eft  bien  clair  , par  la  nature  des  Paraboles , qu’il 
n’y  a point  de  Maximum  , puilque  leur  courbure  va  en 
diminuant  à l’infini , dès  qu’une  fois  x a pafte  certain  ter- 
me. On  a donc  l’e'q  : ( i + bhaax'1’  2 ) 1 : * = h {h 
— -i  )ax  r,  ou  quarrant  , i^^bbaax  + 

îh*a*v^b  * 4*  bfa6xb  ^ z=.bb  ( h — i )*  aax2*3  * rrt 

qui  repreïente  une  Courbe  , dont  x eft  l’ablciflc  , & r 
Pordonnée.  U s’agit  de  trouver  Pablcifle  qui  a la  plus  pe- 
tite ordonnée.  Pour  cela , on  cherchera  le  premier  Rang 
de  la  Transformée  qui  réfulte  de  la  fubftitution  de  x + z 
à x t & de  r 4*  « à r.  Ce  Rang  eft  4*  ( — 2 b b ( h — 

1 y aax'*’  — 6 ) hhaax’b  J4-(i  2b  — 

1 2 yb'a'x^~~5  + ( 6b— 6 yb(a*x6h~~7  — (2h— 4 )bb  (, b 

— 1) 1 aax1*3  *rr)z.  On  égalera  à zéro  le  coefficient 

, 6 (fih — 6ybhaax2b~^  (1+ hbaax2b~2y 

(2b 4 ybb{h — i y aax23  * 

C — ? )**  ( 1 Hh  bhaax2*3  2 )x 

= (A-0(TCrrj» L‘  ^"^recoté, 

Téq  : ( 1 4- bhaax2*3  2 ),:  1 = h{h  — i)a x 2 r , mon- 

( 1 4- hbaax’*3  2 )! 

ire  que  rr  = ^ — : valeur  qui , comparée 

bb(b — t y aax  * 

. j avec 


Ch.  xil 
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avec  la  précédente  , donne 


Ç i +bhaaxh—2  y 


hh(h — , yaax2b  4 


— ;)xx(  i +hhaax2,,~2 ) * 
C b — 2)(*  — i )* 

C \b — ? ) ** 


Flanchk 

XXIV. 


OU 


i + hhaax 


2 h ; 


hhaax 

d’où  l’on  tire  xai — 2 — 


2 h — ^ 
h 2 


C ,2b — i ~)hhaay 


b 2 

ce  qui  détermine  la  valeur  d’x. 

Lexpofant  ih  2 d’x  , dans  cette  équation,  étant 
un  nombre  pair,  il  en  réfulte  pour  x deux  valeurs  ora- 
les , mais  l’une  pofitive  , l’autre  négative  ; ce  qui  convient 
à la  forme  des  Paraboles , qui  ont  des  Branches  lemblables 
de  part  & d’autre  de  l’Axe  des  ordonnées.  Ces  valeurs 
d’x  font  imaginaires,  quand  h tombe  entre  2 & i parce 
qu’alors  le  numérateur  b — 2 eft  négatif,  & |e  dénomi- 
nateur 26—1  pofitif,  ce' qui  rend  la  fradion  h 2 

négative,  & fa  racine  du  degré  pair  zh — 2 , qui  eft  la 
valeur  d’x , imaginaire.  Mais  ces  valeurs  d’x  font  réelles 
quand  h > 2 , ou  h < 4 , parce  qu’alors  la  fraftion  eft 
pofitive , les  deux  termes  étant,  ou  tous  deux  pofitifc,  ou 
tous  deux  négatifs.  Et  cela  s’accorde  très  bien  avec  ce 
qu  on  a vu  [ §.  2 oj.  Ex.  II,  & §.  2 1 2 ] , que  dans  ce  der- 
nier Cas , le  raïon  de  courbure  eft  infini  à l’Origine  Car 
comme  il  l’eft  aufli  à l’extrémité  de  la  Courbe  qui  eft  infi- 
niment éloignée  , il  faut  qu’il  y ait  entre  deux  un  Point 
de  la  Courbe  où  le  raïon  de  courbure  eft  un  Minimum. 

. Si  on  fuppolc  b négatif,  ce  qui  détermine  l’e'q  : y — 
ax~  à repréfenter  toutes  les  Hyperboles  ; l’expreflîon  du 

C x2~^~2^  hhaa')  r 

T77TT  T+lf  » l §•  209.  Ex. 

I/.»0.4]- 
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II.  we.  4],  lequel  eft  un  Minimum  , quand  x2~*~  2t>  = 
ï + 2 é _ La  racine  de  cette  équation  efl  toujours 


2 + ^ 


I | 

réelle , parce  que  la  fraction  — — eft  toujours  po- 

fitive.  La  Figure  des  Hyperboles  fait  voir  aulfi  que  leur 
courbure  diminue  de  part  & d’autre , à meliire  qu’elles 
s’aprochent  de  leurs  Afymptotes.  Elles  ont  donc  un  Point 
où  leur  courbure  eft  la  plus  grande  & le  raion  de  cour- 
bure un  Minimum. 


214.  Ce  q,u’il  importe  le  plus  de  remarquer  ici , où 
il  s’agit  des  Points  finguliers  d’une  Courbe  , c’eft  que  la 
courbure  des  Points  ordinaires  étant  finie  , il  y a des 
Points  qui  ont  une  courbure  infinie , & d’autres  une  cour- 
bure infiniment  petite.  Le  raion  de  courbure  des  pré- 
miers  eft  infiniment  petit  , celui  des  derniers  infini  ; car 
il  eft  toujours  en  raifon  inverlè  de  la  courbure.  On  en  a 
vu  [ §.  209.  Ex.  II  ] des  Exemples  dans  les  Paraboles  de 
differents  ordres  reprélèntées  par  l’éq  : y-=axh.  Celles 
qu’exprime  cette  équation  quand  £ = 2 ou  { [ car  c’eft 
la  même , mais  dans  une  pofition  renverfe'e , ] ont  partout 
une  courbure  finie  , & à l’Origine  cette  courbure  eft  la 

meme  que  celle  d’un  Cercle  dont  le  diamètre  eft  — . 

a 

Mais  fi  b tombe  entre  2 & | [ pourvu  qu’il  ne  foit  pas 
égal  à l’unité,  en  quel  cas  l’éq  : y = ax  ne  défigne  plus 
une  Parabole,  mais  une  Droite  ] la  couibure  à l'Origine 
eft  infinie.  Au  contraire , fi  h eft  > 2 ou  < i , la  cour- 
bure à l’Origine  eft  infiniment  petite. 

Ces  courbures  infinies  & infiniment  petites  varient  en- 
tr'elles  par  des  degrés  infinis.  Si  on  fuppolb  h fuccdfive- 
ment  égal  à 2 , 3 , 4 , 5 , on  aura  une  fuite  de  Para- 
boles , 
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Ch.xii.  boles , dont  la  première  a,  à l’Origine,  une  courbure  fi-  punch* 
§•  **■«•  nie , la  féconde  une  courbure  infiniment  petite , la  troifié-  XXIV- 
me  une  courbure  infiniment  plus  petite  que  la  fécondé  , 
la  quatrième  une  courbure  infiniment  plus  petite  que  la 
troifiéme,  & ainfi  de  fuite  à l’infini.  Car  fi  l’on  fuppofe 
que  AM  eft  la  Parabole  défignée  par  l’éq:  y=axk  , 8t  FiS-  »87- 
Am  la  Parabole  exprimée  par  l’éq  : y — bxh , deforte  que 
l’abfciflè  AP  étant  x,  les  ordonnées  PM,  Pm  foient  ax\ 
bxh\  ces  ordonnées  feront  entr’elles  comme  a k b.  Donc, 
b étant  fuppofe  plus  petit  que  a , P m eft  plus  petite  que 
PM  ; la  Parabole  Am , dont  le  Paramétre  b eft  plus  petit , 
embrafte  la  Parabole  AM,  dont  le  Paramétre  a eft  plus 
grand;  elle  eft  moins  courbe.  On  peut  donc,  en  dimi- 
nuant le  Paramétre  à l’infini  , avoir  une  fuite  de  Parabo- 
les , dont  la  courbure , à l’Origine  , ira  toujours  en  dimi- 
nuant, & cela  fans  changer  l’expofant  h.  Mais  fi  l’on 
palTe  à un  plus  grand  expolànt , on  aura  une  autre  fuite 
de  Paraboles,  dont  la  plus  courbe,  à l’Origine,  fera  moins 
courbe  que  celle  de  la  précédente  fuite  , qui  a la  plus  pe- 
tite courbure.  Car  fi  AQeft  une  Parabole  dont  i’ordon- 

née  PQ_foit  rx^1  , on  aura  Pm:  PQ  = bx  : c x^~l 

= b:cx=  f :x.  Quelque  petit  que  foit  b & quelque 

g 

grand  que  foit  c , la  fraéUon  — fera  finie  , & on  pourra 

£ 

prendre  PabfcifTe  AP  [x]  plus  petite  que  — Alors  PQ 

fera  plus  pente  que  Pm.  C’eft-à-dire , que  la  Parabole 
AQjdont  i’expofànt  eft  b+  t , embrafTe  la  Parabole  A m 
dont  l’expofànt  eft  b , quelque  petit  que  foit  le  Paramétre 
b de  cette  dernière , & quelque  grand  que  (bit  le  Paramé- 
tre c de  la  prémiére. 

, Int  réel,  à l'Analyfc  des  Liants  Courbes.  A a a a Ainfi 
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Planche  Ainfi , chaque  expofant  donne  une  fuite  infinie  de  Pa-  C«.X!l. 

XXIV*  raboles,  dont  les  courbures,  à l’Origine,  vont  en  dimi-  5-  ll+- 
nuant  à l’infini,  à induré  qu’on  en  diminue  le  Parame'tre. 

Er , en  paflànt  d‘un  expofant  à l’autre  , la  courbure  chan- 
ge infiniment.  Bien  plus  , entre  les  expolânts  conlecutifs 
par  ex.  2,  ? , on  peut  en  interpoler  une  infinité  ...  2 J, 

2i,  2 j , 2 * , 2 ÿ , 2 * , 2 y ... . qui  donneront  de  nouvel- 
les fuites  de  Paraboles  . dont  les  courbures  varient , dans 
chaque  expofant,  lèlon  la  variation  du  Paramétre,  & in- 
finiment d’un  expolànt  à l’autre.  Et  entre  ces  expolânts 
intcrpofés , par  ex.  2 j & 2 i , on  en  peut  interpolèr  de 
nouveau  une  infinité  d’autres  ; de  forte  que  toutes  ces 
courbures , infiniment  petites , ont  des  variétés  infinies. 

Il  en  eft  de  même  des  courbures  infinies  qu’on  voit  à 
l’Origine  des  Paraboles  dont  l’cxpolànt  h tombe  entre  2 
& i , ou  Simplement  2 & 1 ; car  celles  dont  l’expolànt 
tombe  entre  1 & j font  les  memes  que  celles  dont  l’expo- 
fànt  tombe  entre  2 & 1 [§•  *27]..  Si  on  fuppolè  h égal 
fuccelfivement  à 2 ou  î,  é>  ï>  ij  &c.  on  aura  des  fuites 
de  Paraboles  de  différents  expofants , dont  celles  de  la  pré- 
mie're  fuite  ont  toutes,  à l’Origine,  une  courbure  finie» 
mais  qui  augmente  à l’infini  à proportion  de  leurs  Para- 
métrés ; ce  qui  fait  que  ces  courbures  varient  lèlon  toutes 
fortes  de  raifons  données.  Celles  de  la  féconde  fuite  ont, 
à l’Origine  , des  courbures  infiniment  plus  grandes  que 
celles  de  la  prémiére  fuite  ; mais  quoiqu’infinics , on  peut, 
en  variant  le  Paramétre , les  faire  varier  lèlon  toutes  for- 
tes de  raifons  données  ; enlbrte  néantmoins  que  la  Para- 
bole de  la  féconde  fuite  qui  eft  la  moins  courbe  , l’eft 
plus  que  la  Parabole  de  la  prémicre  fuite  qui  eft  la  plus 
courbe.  Il  y a donc  ici , comme  dans  les  courbures  in- 
finiment petites , des  fuites  de  Paraboles  dont  les  courbu- 
res , dans  une  même  fuite  , varient  par  tous  les  dégres 
imaginables , cd  variant  le  Paramétre  ; & dont  la  variation 

devient 
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devient  tout  à coup  infinie,  fi  on  pa(Te  d’un  expolànt  à Pianc»* 
l'autre,  en  confervant  le  même  Paramétre.  Et  entre  ces  yMy- 
fuites  , on  peut  en  interpofer  une  infinité'  d’autres , & 
encore  d’autres  entre  celles-ci,  & ainfi  de  fuite  à l’infini. 

215.  O n s e fera  donc  une  ide'e  plus  cxa&e  & plus 
complctte  de  la  courbure  des  Courbes , en  regardant  cha- 
cun de  leurs  Points  comme  le  fommet  d’une  Parabole . 

Cette  manière  de  les  confidérer  fuit  naturellement  , de  ce 
qu’en  portant  l’Origine  fur  un  Point  quelconque  de  la 
Courbe  , ce  qui  rend  (on  abfcirtè  x & fon  ordonnée  y 
infiniment  petite,  la  Série  afeendante  y =Ax>‘  + Bx‘  4* 

Cx*<  -{-  Dx:  + &c.  qui  donner  en  x,  (è  réduit,  par  l’e'va- 
nouirtèment  de  tous  les  termes  qui  fuivent  le  prémicr  [ §. 

102  ] , à y = Axh,  qui  elt  l’équation  d’une  Parabole, 

[§.  126  J.  Car  l’expolânt  h ne  peut  être  quepofitif;  puis- 
que s’il  étoit  zéro , ou  négatif,  l'ordonnée  primitive  y ou 
Ax'1  (croit  ou  finie  ou  infinie,  x étant  infiniment  petite. 

La  Branche  de  Courbe  rcprélcntée  par  la  Série  y — Ax'1 4- 
B x,;  4«  &c.  ne  partèroit  donc  pas  par  l’Origine:  ce  qui  ett 
contraire  à la  luppofition. 

L’expolànt  h cft  pofitîf,  lorlque  la  dëterminatrice  , 
qui  donne  le  terme  Ax ^ , coupe  les  deux  Bandes  exté- 
rieures du  Triangle  analytique  [ §.  96.  20.  ].  Ainfi  après 
avoir  porté  l’Origine  [§.  29  ] fur  le  Point  de  la  Courbe 
dont  on  veut  chercher  la  courbure  & la  nature,  on  pla- 
cera l’équation  relative  à cette  Origine  (ür  le  Triangle  ana- 
lytique , & on  mènera  toutes  les  détcrminatricus  infé- 
rieures qui  coupent  les  deux  Bandes  extérieures  du  Trian- 
gle. Le  nombre  des  équations,  (cmblables  à y = Axt'  , 
que  donnent  ces  déterminatrices,  eft  le  nombre  des  Bran- 
ches , réelles  ou  imaginaires  , qui  partent  par  l’Origine. 
Conféquemmcnt , il  exprime  le  degré  de  la  multiplicité  du 
Point  fitué  à l’Origine. 

Aaaa  2 a 16.  L’éq: 


Digitized  by  Google 


DE  LA  COURBURE 


Planche 

XXIY. 


jj(5 

216.  L’éq  : ):=Ax''  de  chaque  Branche  déterminera  ch.xil 
fe  direction  , c’eft-  à-  dire , celle  de  la  Tangente  à l’O-  I,s* 
rigine. 

Si  h > t , ce  qui  arrive  quand  la  déterminatricc  retran- 
che une  plus  grande  portion  de  la  Bande  fans  y que  de 
la  Bande  fans  x,  [ §.  9 6.  20]  ; la  Branche  touche  à fOri- 
gine  l’Axe  des  abiülles.  Car  quand  1 , xh,  & A xh , 
loit  y,  cil  Infiniment  plus  petite  quex,  celle-ci  étant  infi- 
niment petite  [§.  79  J.  Donc  la  Courbe  , à l’Origine  , 
s’éloigne  infiniment  moins  de  l’Axe  des  abfcifles  que  de 
celui  des  ordonnées  : elle  eft  comme  collée  fur  l’Axe  des 
abfcifiTes , qui  eft  (à  Tangente. 

Si  b < 1 , ce  qui  a lieu  quand  la  déterminatricc  re- 
tranche une  plus  petite  portion  de  la  Bande  fans  y que  de 
la  Bande  (ans  x [§.  96.  2°  ] ; la  Branche  touche  , à l’Ori- 
gine , l’Axe  des  ordonnées.  Car  h < 1 rend  x infini- 
ment plus  petite  que  x* , ou  six*1,  foit  y [ §.  79].  La 
Courbe , à l’Origine , s’éloigne  donc  infiniment  moins  de 
l’Axe  des  ordonnées  que  de  celui  des  ablciflès  : elle  s’ap- 
plique , pour  ainfi  dire , fur  le  premier , & le  touche. 

Mais  quand  h=z  t , c’eft-à-dire,  quand  la  détermina- 
trice  couchée  fur  le  Rang  inférieur  retranche  des  portions 
égales  des  deux  Bandes  extérieures  du  Triangle  ; le  raport 
de  x infiniment  petite  à y infiniment  petite  eft  un  raport 
fini  de  t à A,  la  Courbe  partage  l’angle  des  coordonnées, 
là  Tangente  eft  oblique  aux  ordonnées  & aux  abfcifles , & 
l’équation  y = Ax  détermine  fà  pofition  [§.  1 85  J . 

217.  Si  l’cxpofant  b eft  différent  de  l’unité , le  premier 

terme  de  la  Série  Axh-\-Bx  fera  connoitre  quelle 

eft  la  courbure  de  la  Branche  à l’Origine.  Elle  eft  finie , 
quand  h=2  ou  i : Elle  eft  infinie,  quand  b tombe  entre 
2 & 5 : Elle  eft  infiniment  petite  3 quand  b eft  , ou  plus 
grande  que  2,  ou  plus  petite  que  î [§.  20p. Ex. Il j. 

Dans 
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Ch.  xil  Dans  ce  meme  cas  , le  premier  terme  Ax'  fait  aulTi  Plaschs 
S-  ll7-  connoitre  la  pofition  des  deux  parties  de  la  Branche  deçà  XX1Y- 
& delà  de  l’Origine.  Mais  pour  cela , il  vaut  encore  mieux 
prendre  l’équation  que  donne  la  detcrminatricc  , fous  la 
forme  y1  = « x’T  qu’elle  pre'lente  d’abord,  que  lôus  la  for- 
me y =Ax'',  à laquelle  elle  le  réduit,  en  faifant  A=z 
£ 

a'-i,  & hz=.  j • On  a vu  [§.  128]  que  cette  équation 

y,==ax't  repréfente  toutes  les  différentes  Paraboles,  dont 
les  deux  Branches  ont  diverlès  fituations  , r°.  lùivant  la 
nature  des  expofants  £,  /,  qui  font  pairs  ou  impairs;  2°. 
fuivant  la  nature  du  Paramétre  «,  qui  peut  être  pofitif  ou 
négatif.  La  Table  que  pre'fente  la  Fig.  188  , rapelle  ce 
qui  a été  dit  dans  ce  §.  128.  Elle  prélente  quatre  difpo- 
fitions  differentes  , tirées  de  la  parité  ou  imparité  de  £ & 

/,  lefquelles  le  fubdivifent  chacune  en  quatre  autres , félon 
que  k eft  plus  grand  ou  plus  petit  que  / , & fuivant  que 
* eft  pofitif  ou  négatif. 

La  prémiére  dilpofition  , qui  eft  celle  des  deux  expo- 
fants impairs  , donne  tous  les  Points  ^Inflexion  vifible  , 
d’un  degré  plus  ou  moins  élevé,  & en  générai  d’un  degré 
égal  à la  différence  de  k & / diminuée  d’une  unité.  Car 
l’éq  : =ttxl>  étant  mile  lur  le  Triangle  analytique,  il 

manquera  autant  de  Rangs , entre  le  Rang  où  eft  y1  & celui 
où  eft  «x*,  qu’il  y a d’unités,  moins  une  , dans  la  diffé- 
rence de  k & /.  Donc,  cette  différence  diminuée  d’u- 
ne unité  exprime  le  degré  de  l’Inflexion  du  Point  qui 
eft  à l’Origine  [§.  186  ].  Mais  , k & / étant  tous  deux 
impairs,  leurs  différence  eft  paire  , & diminuée  de  l’unité 
elle  devient  impaire.  L’Inflexion  eft  donc  vifible  [ §. 

16  6 

La  féconde  dilpofition  , qui  eft  celle  où  le  plus  grand 
expofant  eft  pair  & le  plus  petit  impair , donne  les  Points 
ordinaires  , & les  Points  de  Serpentement  ou  d’inflexion 

A a a a 3 invifi- 


Digitized  by  Google 


DELA  COUR  BU  R E 


ns 

Planch»  invifiblc  , de  tous  les  degrés.  Car  l’Inflexion  s’il  y en  a Ch.xtl 
XXIV.  une } (èra  } comme  dans  la  difpofftion  précédente,  d’un  §• 1I7* 
degré  qui  s’exprime  par  la  différence  de  k & / diminue'e 
de  l’unité.  Ainfi , k & / étant  l’un  pair  & l’autre  impair , 
leur  différence , qui  eft  impaire , diminuée  d’une  unité  fera 
un  nombre  pair.  L’Inflexion  eft  donc  inviûble  [§.  1 66]: 
c’eft  un  Serpentement. 

• La  troifiéme  dilpofition  eft  celle  où  le  plus  grand  expo- 
lànt  eft  impair,  & le  plus  petit  pair.  Elle  donne  des  Points 
de  Rebrouflement  [§.  206]  de  tous  les  degrés , félon  que  le 

Elus  petit  expolànt  eft  2 , 4 , 6 , 8 , 1 c , ou  &c.  Le  Re- 
rouflement  du  piémier  degré  eft  un  Point  double  , celui 
du  fécond  degré  un  Point  quadruple  , &c  : le  Rang  le 
plus  bas  étant  le  lècond  , ou  le  quatrième  , &c.  [ §.  171  ]. 

Les  Branches  , qui  viennent  le  terminer  à ces  Points  de 
Rebrouflement.,  y jaeuvent  (ubir  des  Inflexions,  trais  invifi- 
bles,  parce  que  leur  dégré,  [qui  eft  toujours  la  différen- 
ce de  k & / diminuée  de  l’unité  ] eft  un  nombre  pair  , 

& que  les  Inflexions  d’un  dégré  pair  font  invjfibles. 

[ $•  166]. 

La  quatrième  ‘dilpofition , qui  eft  celle  des  deux  expo- 
lànts  pairs , donne  une  équation  réductible , & qui  peut 
être  regardée  comme  la  réduplication  de  l’une  des  trois 
précédentes.  Quand  * eft  pofitif , le  Point  que  donne 
cette  dilpofition  eft  comme  le  Point  de  contad  de  deux 
Paraboles  adoflees  l’une  contre  l’autre.  Mais  quand  * 
eft  négatif,  les  Paraboles  lont  imaginaires , & le  Point 
qui  répond  à cette  fuppofition  eft  un  Point  ifolé  , invifi- 
ble , làns  courbure  ; lequel  pourtant  apartient  à la  Cour- 
be , parce  que  lès  coordonnées  ont  entr’elles  le  raport 
qu’exprime  l’équation  de  la  Courbe. 

2 1 8.  Mais , lorfque  h = t , le  prémier  ternie  A x de 
la  Série  ne  détermine  que  la  direction  de  la  Branche  à 

fon 
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C-.  xii  Ton  paflage  par  l'Origine,  ou  la  pofition  de  fa  Tangente,  PlAnch» 
5.  uî.  & proprement  parler  , l’équation  y=.Ax  eft  l’équation  xxty. 
de  la  Droite  qui  touche  la  Courbe  à l’Origine , & qui 
toucheroit  aufli  toute  autre  Courbe  rracée  par  l’Origine  , 

& ayant  en  ce  point -là  la  meme  dircéüon.  Dans  cette 
équation , x & y n’étant  que  des  infiniment  petits  du  pré- 
micr  ordre,  elle  n’exprime  que  leur  rapott  ; mais  elle  ne 
manifefte  pas  les  différences  infiniment  plus  petites  qu’il  y 
a de  Courbe  à Courbe , & qui  ne  deviennent  iènfiblcs  que 

3uand  on  defeend  à des  infiniment  petits  de  quelque  or- 
re  inférieur , comme  on  le  fait  quand  h > ou  < 1 . 

Ainfi  pour  connoitre,  en  ce  Cas -là  , la  courbure  de 
la  Courbe  ; pour  choifir  entre  toutes  les  Paraboles  , qui 
peuvent  avoir  la  même  Tangente  , celle  qui  s 'identifie , 
pour  ainfi  dire  , avec  la  Courbe  , & que  les  Géomètres 
nomment  fa  Parabole  ofculatricc , il  faut , ou  continuer  la 
« Série  y = Ax  + &c.  & en  chercher  le  fécond  terme,  ou 
prendre  les  abfcilTes  fur  la  Tangente  en  confcrvant  la  po- 
fition des  ordonnées . Ces  deux  Méthodes  reviennent 
prefque  au  même. 

On  donne  à l’Axe  des  abfciflès  une  pofition  quelcon- 
que , fans  changer  l’Origine  ni  l’Axe  des  ordonnées  , en 
mettant  dans  l’équation  de  la  Courbe  p z pour  x & qz^u 
pour  y [ §.  2 j.  1 1 1 ].  Soit  A B l’Axe  des  abfciflès  x , AD  F,g . ts 
celui  des  ordonnées  y , AC  la  Tangente  à l’Origine  A. 

Cette  Tangente  eft  donnée  par  l’éq  : y~Ax  , que  don- 
ne la  déterminatrice  qui  traverfe  le  Rang  inférieur , enfortc 
que  l’ablciflè  A B [ 1 ] de  cette  Droite  A C porte  l’ordon- 
née BC  [A].  On  veut  raporter  la  Courbe  AM  aux 
coordonnées  AQJz],  QM[»].  Les  lettres  1 : p:q  ex- 
primant le  raport  des  côtés  QA  , A P , P Q^  du  triangle 
APQ,  & QA  étant  z , AP  eft pz  & PQ_,  q z.  Mais  » 

= AP  =pz  & PM[y]  = PQj>z]  + QMO].  U 
faut  donc  fubûituer  p s i x , & qz+u  à y.  Les  trian- 
gles 
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Plahche  gles  APQj  ABC  étant  femblables  , la  raifon  p:q:  t des  Ch.xh. 
xxr/.  CQte's  AP,  PQj  QA  du  triangle  APQ^eft  la  même  que  la  §•  *'*• 
railon  des  côtés  AB[  i J:  BC[y4j-  CA[£J  du  triangle 

ABC.  Ainfi  p=z  ^ , & q=  ^ ^ . Après  la  fubf. 


* A 

& £ pour  q 


ou, 


titution  on  e'erira  donc  ^ pour  p 

Confervant  la  lettre  p pour  défigner  la  frattion  on 

A i 

écrira  Ap  au  lieu  de  7 [ = ^ = Ax  = Ap ] . 

La  valeur  de  E [AC]  dépend  de  l’angle  ABC,  ou 
APM,  des  coordonnées.  Si  G cft  le  Sinus  du  complément 
de  cet  angle,  i étant  le  Sinus  total,  E icra  = \/ (AAzrz 
2 AG  + i ) , le  figne  + ayant  lieu  , quand  l’angle  A PAI 
cft  obtus,  & le  figne  — , quand  il  eft  aigu  [ §.  14J  ]•  Si 
APM  eft  un  angle  droit  , G — o & E=y/QAA'b  i ). 

Le  §.  jo  donne  la  manière  de  faire  commodément  la 
fubftitution  de  pi  à x & de  qz  + « à y.  Et  l’on  dé- 
montre par  la  Remarque  faite  au  §.  107,  qu’autant  de  fois 

que  l’éq  : y — Ax~  o , ou  y — - x = o , foit  qy  — • 

7 

/>x=o,  divilè  un  Rang  quelconque  de  la  Propoféc,  au- 
tant manque -t- il  de  termes  au  Rang  homologue  de  la 
Transformée,  du  côté  de  la  Bande  fans  y.  Donc,  puil- 
que  y — Ax  — o cil  au  moins  une  racine  fimple  du 
Rang  inférieur,  il  manquera  au  moins  dans  la  Transfor- 
mée le  terme  que  ce  Rang  devroit  avoir  fur  la  Bande  fans 
u.  Il  partira  donc  de  ce  Rang  une  déterminatricc  obli- 
que , qui  donnera  l’équation  de  la  Parabole  ofculatrice  de 
la  Courbe  à l’Origine. 

Mais  fi  cette  racine,  y — Ax=o  cft  double,  triple, 
ou  multiple , du  Rang  inférieur  ; fi  elle  divife  aulïi  , une 

ou 
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Ch.  xll.  ou  pluficurs  fois,  quelques-uns  des  Rangs  immédiatement  Pianch» 
§.  »i8.  fupérieurs  ; il  manquera  à la  Transformée  deux  , trois,  ou  XX1V> 
plufieurs  termes  du  Rang  inférieur  , & un  ou  plufieurs 
termes  des  Rangs  fupérieurs.  Par  cet  évanouiflcment , la 
de'terminatrice  inférieure  prend  une  fituation  oblique,  & 
donne  l’équation  de  la  Parabole  ofculatrice  , d’un  degré 
plus  ou  moins  élevé. 

On  trouvera  la  même  chofè  par  la  Méthode  des  Séries. 

Car  l’ordonnée  PM  étant  exprimée  par  une  Série  qui  don- 
ne la  valeur  d’^  en  x,  le  premier  terme  Ax  exprime  la 
partie  PQ^comprifc  entre  l’Axe  AP  & la  Tangente  AC, 
dont  il  détermine  par  confequcnt  la  pofition  ; & les  termes 
fuivans  reprélcntcnt  la  partie  QjVl  interceptée  entre  la  Tan- 
gente & la  Courbe.  Mais  AP  [x]  étant  infiniment  petite, 
tous  les  termes  qui  fuivent  Ax  lé  réduilènt  au  lecotid 
terme  de  la  Série.  Donc  ce  terme  donne  l’exprelfion  de 
Qjvl  : ce  qui  fuffit  pour  déterminer  la  pofition  & la  cour- 
bure de  la  Brgnchc  A M. 

Mais  fi  l’on  veut  exprimer  la  nature  de  A M , par  une 
équation  parabolique  ; il  faudra  prendre  pour  abfcillè  , 

non  plus  AP[x],  mais  AQ>[z  = -x=£x],  On 

P 

mettra  donc , dans  le  fécond  terme  de  la  Série  qui  repré- 

fentc  QjVI , au  lieu  de  x fà  valeur  p z ou  p z , & égalant 

ce  terme  ainfi  transformé  à une  variable  n , on  aura  l’é- 
quation parabolique  qui  exprime  le  raport  des  coordon- 
nées A Q^,  QJV1 , tout  près  d’un  point  quelconque  A de 
la  Courbe. 

Exemple  I.  L’éq  : xx  -(-  y y — <*x  + by  r=  o repré*  K?-  ipo; 
-fente  la  circonférence  A D B , décrite  , fur  la  chorde  A B 
[/>]  , du  centre  C éloigné  de  cette  chorde  de  l’intervalle 

Introd.  à PAnalyfc  des  Ligne j Courbes.  B b b b CK 
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CK[^].  On  demande  la  Parabole  ofculatrice  au  point  c« 
A , où  l’on  a pris  l’Origine  ? f- 

La  Série  amendante , par  laquelle  l’équation  propofee 
, n « aa  + bb  , 

donne  la  valeur  d’jy  en  x , elt  y — x — x 


cre , dont  le  premier  terme  -ÿ  x exprime  la  partie  de  l’or- 
donnée PQ^comprilc  entre  l’Axe  A P & la  Tangente  AQ^ 
le  fécond  terme  '-—f~  xx  marque  la  partie  QM  com- 

prife  entre  la  Tangente  AQ^&  la  circonférence  AM,  dans 
la  fuppofuion  d’x  infiniment  petite.  Ce  terme  elt  négatif, 
parce  que  de  part  & d’autre  de  A , la  Courbe  m A M 
tombe  au-dciTous  de  la  Tangente  tAT.  Mais,  fans  avoir 
égard  au  figne , fi  on  égale  à « ce  terme  transformé  par 

. z i zz  bb  , 

la  fubrtitution  de  -g  a x , ou  = ^ ÿ>ZZ  a XX 

[ car  E=  y/ (AA  + i ) , parce  que  l’angle  des  coordon- 

aa  bb 

nées  eft  droit , & y/(AA*k  O = y/  C — — ) > Parcc 


que 


A = 


le  premier  terme  Ax  de  la  Série  étant 


-j-  x ] , on  aura  « == 


AA  -j-  bb 


bb 


rZZ 


ZZ 


pour 


~J  ~ 3 * 4*  ~ AA  + bbuu~  b 

l’équation  de  la  Parabole  ofculatrice  du  Cercle  au  point 
A.  Où  il  eft  à remarquer  que  le  paramétre  b de  cette 
Parabole  , ell  la  chorde  ou  ordonnée  primitive  AB. 

On  aura  précifément  la  même  choie  par  le  Triangle 
analytique.  Qu’on  y place  l’équation  propofee  xx  + yj  — 
ax  *4*  bj  = o , elle  n’aura  qu’une  détcrminatrice  inférieure, 
qui  traverlè  le  prémier  Rang,  & donne  l’équation  ** 

Et  fi  l’on  fub- 
ftituë 


►pfy=o,  ou  y—  ^ x - Donc  A= 


t.  XII. 
118. 
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O 

ftituë  pz  à x & qz  + u k y , on  aura  l’équation  ( pp 
4*  qq~)ZZ  + 2qa  z 41  «»  + ( ^q — * p")  Z 4*  & « = o>  ou, 
OP+ff)“  + ( — ap+bq^z 

O 2 O I 

4*  2q  uz  + bu 

t o 

+ NU 

mettant  Ap  ] pour  q , ( 1 + ‘jy)PPzz  + 2yP*Z 

, . ..  . /7/J  4*  fefe  2<ï 

Hh  ««  4-  (ap  — ap)  z 4-  bu  = o , foit  - ■ — />/>zz  4-  ^«3 

4-«»4-&«  — o.  Cette  Transformée  , étant  mile  lùr  le 
Triangle  anal,  la  cale  z refte  vuide  & la  déterminatrice  in- 

* * * 

* o 

o 
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férieure  paffànt  par  les  Cafés  u & zz  donne  bu+aa^^ ppzz 


■ — o , foit  »;=• 


7,  Z 


aa  4 -bb  

fe*  PPZZ  — fe';  [aa^bb) pp  * 


eft  à la  Parabole  ordinaire  [ §.  1 2 $ ] , mais  dont  le  para- 
fe1 

métré  — Çââ^bbypp  n^êat‘^ > Parce  ftue  fès  bran- 
ches AM,  Am,  tombent  du  côté  négatif  de  l’Axe  t A T 
des  abfciflès.  Ce  paramétre  , au  refte  , (è  re'duit  à — fe , 

ri  1 & b 

en  mettant  pour  pp  la  valeur  g£  = ~a  ^ 

B b b b 2 Donc 
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Donc  un  Cercle  ABD  e'tant  donne',  & l’Origine  A C«  xfr. 
étant  prife  à volonté'  fur  un  Point  de  (à  circonférence,  § *‘8, 
on  aura  la  Paiabole  ofculatrice  en  ce  Point-là,  fi  on  mène 
la  Tangente  AT,  & une  chordc  quelconque  AB.  Car  la 
Parabole  décrite  du  lommet  A , avec  le  paramétre  AB  , 
lur  les  Axes  AT  des  abfcitlès  & A B des  ordonnées , eft  la 
Parabole  demandée. 

Réciproquement , le  paramétre  d’une  Parabole  ordinai- 
re mAM  étant  donné,  on  trouvera  le  Cercle  olculateur, 
ou  le  Cercle  de  même  courbure  que  la  Parabole  à l’Ori- 
gine A , en  prenant , fur  l’Axe  des  ordonnées , A B égale 
au  paramétre,  & élevant  BD  perpendiculaire  à AB  , qui 
rencontre  en  D la  dtoite  AD  perpendiculaire  en  A à l’A- 
xe des  abfciflès  t A T.  Car  AD  eft  le  diamètre  du  Cercle 
de  meme  courbure. 

En  effet  , le  Cercle  A B D de  meme  courbure  que  la 
Parabole  mAM  au  Point  A , s’identifie , en  quelque  Ibrte , 
avec  elle  en  ce  Point  : deforte  que  l’arc  infiniment  petit 
AM  efi  commun  au  Cercle  & à la  Parabole.  Qu’on  mè- 
ne par  M l’ordonnée  Q^MN,  qui  coupe  la  circonférence 
en  M & en  N.  Et  par  la  nature  du  Cercle,  le  quarré 
de  la  Tangence  A Q_  eft  égal  au  reèhngle  fous  QM  & 

QN.  Mais,  par  Ta  nature  de  la  Parabole  [§.  22g  J , le 
quarré  de  l’ablcifife  AQ^eft  égal  au  reétangle  fous  l’ordon- 
née QM  & fous  le  paramétre.  Donc  le  paramétre  eft 
égal  à QN , ou  AB  •,  puifque  AM , étant  un  arc  infiniment 
petit,  QN  & AB  , qui  lont  infiniment  proches  l’une  de 
l’autre  , (ont  égales. 

Ainfi , lors  qu’on  aura  trouvé  la  Parabole  ofculatrice 
d’une  Courbe  en  un  Point  quelconque , on  aura  le  Cer- 
cle de  même  couibure,  (ans  recourir  aux  Séries  , par  let- 
quelles  nous  l’avons  trouvé  au  §.  208. 

Mais  ceci  fuppofè  que  la  Parabole  ofculatrice  eft  une 
Parabole  ordinaire,  dont  la  courbure,  à.  l’Origine,  eft  fi- 
nie.. 
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C». XII.  nie.  Car  fi  la  courbure  d’un  Point  de  la  Courbe,  ou  dePi*Nc«« 
«*•  fa  Parabole  otculatrice  , tft  infinie  ou  infiniment  petite  , xxlv* 
* od  ne  lâuroit  trouver  un  Cercle  de  meme  courbure  [ §! 

214J. 


Exemple  II.  Soit  propolée  Péq  : xy*  — x'y1 

‘ J y 2 ’ 

+ {xp  — a'jy/2  + a'x  = o > qui  reprélênte  une  Courbe, 
qui  a quatre  branches  hyperboliques , dont  les  Axes  font 
les  Alÿmptotcs  [ §.  1 3 8 J . La  Série  amendante , qui  don- 

X M 

ne  y en  x,  eft  y=-y  q -,  &c.  Le  premier  terme  — , 

V2  4 a y/21 

qui  détermine  la  pofuion  de  la  Tangente  , donne  d — 

& par  conféquent  £=^(1  + ~G*  , )=— 

, 3 + 2 G y/2  r r , x4  .... 

V * Le  fécond  tenue  —, , égalé  à u , après 


Fig.  lfti 


avoir  mis 


-g  pour  x , donne,  pour  la  Parabole  olculatrice 


à l’Origine  , Péq  : (9  ■+-  r 2G-/2  + 8 GG)  a'u=  z* , qui.  eft 
du  quatrième  degré , & défigne  que  le  Foint  de  l’Origine 
eft  un  Point  de  Scrpentcmtnt  [§.168,  III,  ou  §.217] 
d’une  courbure  infiniment  petite  [ §.  209.  Ex.  //]. 

Selon  l’autre  Méthode , l’opération  fe  fait  ainfi.  L’éq  : 

*7*  — «'y y/ 2 ■+  a'x=  o,  mile  fur  le 

Tt  1 anal  : a pour  unique  déterminatrice  inférieure  celle 


0***0 

0000 

000 

* * 
o 


qui 
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qui  traverfe  le  premier  Rang,  & donne  l’équation  — a%y\Jz  Ch.xil 

X , S-  **  *r 

+ a'  x = o,  ou  y = . En  fublfituant  p z à x , & qz  . 

à y , l’équation  propofée  fc  transforme  en  (pq' — 

+ \f'l  ) z+  + ( 3/f  * Î/W*  + 1/’’  ) « z*  + ( j ^ 


i-/»1  )**Z*  ytppu'z  4<  ( l'jV2  + *V)  Z a'ny/2 

\ 2 • 

= o , ou , mettant  ./4/>  [ = ] pour  q , z4  4“  pu'z 

— a' u \/ 2 = 0.  Cette  Transformée  étant  mile  fur  le 
Triang:  anal  : on  verra  que  la  déterminatrice  inférieure 


o*oo* 
o o o o 

. o o o 

* o 
o 

paflê  par  les  Cales  u & z4  ; & donne  l’éq:  —-/>4z4 — 

, , P*7*  r 

a'rt\/2  = o,  ou  «='— ^j=[en  mettant  pour  p la  va- 

leur  ~ = v/—^i—.]:=(9+i2Gv/2  4- SGC) /*’//== 
z4,  comme  par  la  Méthode  des  Séries. 

219.  Mais  lorlque  le  Point  fitué  à l’Origine  eft  un 
Point  multiple , il  peut  fort  bien  arriver  que  pour  connoi- 
tre  là  nature  il  ne  fuffira  pas  de  chercher  le  prémier  & le 
fécond  terme  de  la  Série  , qui  rapréfente  une  Branche 
partant  par  l’Origine.  Les  termes  fuivants  y peuvent  apor- 
ter  de  grandes  modifications.  Car  le  Point  de  l’Origine 

étant 
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Ch.  xii.  étant  fuppofé  multiple  , liquation  qui  donne  le  premier  Planche 

>•  ***  terme  de  la  Série,  a plufcurs  racines  [ §.  18$  ]:  elle  peut  X3ÜV* 
donc  avoir  des  racines  égales  , qui  produifent  des  termes 
irréguliers  [ §.  1C9]  , lelquels  peuvent  faire  que  la  Série, 
qui  d’abord  lembloit  unique , le  fourche  & devienne  mul- 
tiple ; ou  bien  qu’elle  devienne  imaginaire , foit  entière- 
ment, foit  à demi  L§.  104].  De  forte  qu’une  Branche, 
qui  fembloit,  à ne  conlültcr  que  le  premier  ou  les  deux 
pre'miers  termes  de  la  Se'rie,  étendre  un  Rameau  de  part 
& d’autre  de  l’Origine  , peut , à caufe  des  termes  fui- 
vants , en  jetter  deux  ou  pluficurs  de  part  & d’autres , ou 
n’en  jetter  que  d’un  côté  , ou  devenir  imaginaire.  Il  eft 
donc  nécelïaire  , pour  avoir  une  idc'e  complette  d’un 
Point  multiple  d’une  Courbe  , d’avoir  non- feulement  le 
premier  ou  fécond  terme  de  toutes  les  Se'ries  amendantes 
que  peut  donner  (on  équation,  mais  encore  de  continuer 
ces  Séries  jufqu’aux  termes  réguliers  , auxquels  quand  on 
eft  parvenu  , on  n’a  plus  à craindre  qu’une  Branche  , 
qui  paroilToit  fimple  , foit  réellement  multiple  , ou  dit 
paroillè  entièrement , ou  d’un  des  côtés  de  l’Axe  des  or- 
données. Les  Exemples  qu’on  va  donner  dans  le  Cha- 
pitre fuivant , éclairciront  allez  ce  qu’on  vient  de  dire. 


CHAPI- 
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CHAPITRE  XIII. 

Des  différentes  efpéces  de  Points  multiples 
dont  peuvent  être  fufceptibles  les  Courbes 
des  fix  premiers  Ordres. 

§.  220.  Des  Points  doubles. 

QUand  l’Origine  cft  un  Point  double , le  plus  bas 
Rang  de  l’équation  mile  fur  le  Triangle  analytique 
eft  le  fécond  Rang,  dy  y 4«  exy  +fxx . Ce  Rang 
égalé  à zéro  donne  une  équation  du  fécond  degré,  qui  a 
deux  racines. 

I.  Si  elles  font  imaginaires  , les  deux  Séries  qu’auroit 
pû  donner  la  déterminatrice  qui  pafle  par  le  fécond  Rang 
font  imaginaires.  L’Origine  cil  donc  un  Point  conjugué , 
ou  ifolé , Point  invisible,  détaché  du  contour  de  la  Cour- 
be , & qui  pourtant  lui  apartient , parce  que  les  coordon- 
nées ont  entr’elles  la  relation  exprimée  par  l’équation  de 
la  Courbe.  Tel  efi  le  Pôle  de  la  Conchoïde  , lorfqu’il 
n’y  pafTe  aucune  Branche  de  cette  Courbe.  Voyez  §.  174. 
Ex.  IV , & ci-defTous  Ex.  I.  w°.  2. 

II.  Si  les  racines  de  l’éq  : dyy  ^ exy  -\-fxx  — o font 
réelles  &:  inégales,,  qu’elles  fuient  y = Ax  8c  y-=.A'x. 
Elles  rcprélèntcnt  deux  Droites  qui  touchent  la  Courbe  à 
l’Origine  [§.  18$  ],  & les  deux  Séries  y — A x -+■  &c  , y = 
Ax+  crc.  expriment  deux  Branches  qui  partent  par  l’Origine, 
& qui  s’y  croifent  fous  un  angle  fini , mefuré  par  celui  que 
font  leurs  Tangentes.  L’intcrlèction  de  ces  Branches  fait 
le  Point  double,  qu’on  nomme  par  cette  raifon  , Point  de 

Sciïion 
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Ca-XIIL  SeBion , ou  d'InterfeBion  , Point  de  Croix  , & aufli  Nœud  Plan'mu 
5-  [§.  10].  . XXV. 

Ce  Point  varie  par  les  Inflexions  & Serpentements  de 
lès  Branches.  C’eft  un  Nœud  flmple , quand  (es  Branches 
n’ont  aucune  Inflexion  au  point  où  elles  (è  coupent. 

Telles  font  les  Branches  de  la  Cotichoïde  , quand  elles 
paflènt  par  le  Pôle  [§.  ^74.  Ex.  IV.  Voyez  aufli  ci-def.  . 
fous  , Ex.  I.  n°.  g ] . Dès  le  troifie'me  Ordre  les  Courbes 
font  fulccptibles  de  ce  Nœud,  où  la  Tangente  n’eft  cenfée 
rencontrer  la  Courbe  que  trois  fois  [ §.  1 X 1 ] . 

Si  l’une  des  deux  Branches , qui  fe  coupent , fubit  une 
Inflexion  au  Point  de  Croix  [comme  §.  186.  Ex.  VI]  , on 
• le  nomme  Nœud  avec  une  Inflexion.  Et  fi  cela  arrive  aux 
deux  Branches,  [§.  186.  Ex.  V]  c’eft  un  Noeud  avec  deux 
Inflexions.  Ce  n’eft  qu’au  quatrième  Ordre  que  les  Cour- 
bes commencent  à être  fufceptibles  de  ces  Points -là,  où 
la  Tangente  eft  cen(ëe  rencontrer  quatre  fois  la  Courbe 

[§•  '81  ]• 

Si  l’une  des  Branches  ferpente  au  Point  de  fèèlion  , on 
fapelle  Nœud  avec  un  Serpent  entent  , & fi  les  deux  Bran- 
ches y (èrpentent , Nœud  avec  deux  Serpentements  , ou  en- 
fin Nœud  avec  Inflexion  & Serpentement , fi  une  des  Bran- 
ches (èrpente  Sc  que  l’autre  lôit  infléchie  au  Point  où  el- 
les (è  croifent.  On  voit  de-là  les  noms  qu’on  peut  donner 
aux  Nœuds  , dont  les  Branches  fubillcnt  au  Point  de 
feélion  des  Inflexions  ou  des  Serpentements  de  dégrés  fu- 
périeurs.  Et  quant  à l’Ordre  des  Courbes  fufceptibles  de 
ces  Points  - là  , on  voit  qu’il  fera  , au  moins , / 4*  g , fi 
PInflexion  [ fous  laquelle  on  comprend  aufli  le  Serpente- 
ment ] de  la  Branche , qui  la  fubit  au  plus  haut  degré , eft 
du  degré  t [ §.  r 8 1 ] . 

Tout  cela  fe  difeeme  aifément,  en  examinant  combien 
de  Rangs , en  remontant  depuis  le  plus  bas , font  divifés 
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Ti  anche  fans  interruption  par  l’une  ou  l’autre  des  racines  y — Ax 
xx/*  = o , y — A'x  = o f §.  186]. 

Ou  bien  , en  cherchant  le  fécond  terme  des  Se'ries 
y = Ax+&c.  y—  A'x  + &c.  On  le  trouve,  en  fubfli- 
tuant  àj'  d’aboid  Ax-{-n,  & eniuite  A'x  + u , dans  l’é- 
quation  de  la  Courbe.  Dans  les  transformées,  le  terme 
• xx  manque  , parce  que  y = Ax , y = A'x  font  des  ra- 
cines de  l’e'q  : dyy  + fx)  fxx  ■=  o , mais  le  tetme  ux 
ne  manque  pas  , parce  que  ce  lont  des  racines  fimples 
[§.  107].  La  determinatrree,  qui  donne  le  terme  a,  par- 
tant de  la  Café  r/x,  pafléra  donc  par  la  Cale  x’ , ou,  G elle 
eft  vuide,  par  x* , ou,  fi  celle-ci  eff  encore  vuide  , par 
xs  &c.  Elle  donnera  donc  une  e'quation  telle  que  u = 


• • • • • 

• • • • 

* * o 

. ' . ■ 00  . 

O 

£x: , ou  a = Bxi , ou  a = Bx* , &c.  Si  I’expofànt  de 
x , dans  ce  fécond  terme , eff  2 ; la  Branche  que  repré- 
fente cette  Série  ne  fubit  aucune  Inflexion.  Si  cet  expo- 
iànt  eft  j , ou  un  nombre  impair;  elle  fubit  une  Inflexion 
vifble.  Si  c’eft  4,  ou  un  nombre  pair  plus  grand  que 
2 ; la  Branche  ferpente.  Et  le  figne  + ou  — du  coeffi- 
cient B , fait  connoitre  de  quel  côté  de  leurs  Tangentes 
tom!  ent  les  Branches  qui  font  le  Nœud  , de  quel  coté 
elles  tournent  leur  concavité.  Voyez  ci-dcflous  Ex.L  $. 

Ceci  fuppofe  que , dans  l’e'quation  propofée , le  terme 
àyy  ne  manque  pas.  S’il  manque , la  Café  xy  ne  féra  pas 
vuide,  puilqu’alors  le  fécond  Rang,  réduit  à fxx , don- 
neroit  l’éq:  fxx= o,  dont  les  deux  racines  x=o,a:=o, 

lcroieut 
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Ch-xtii.  léroient  égales,  & nous  les  fuppofbns  inégales.  Ainfi,  de 
5*  la  Calé  xy  il  partirait  une  déterminatrice , qui  paflant  par 
la  Calé  y* , ou  ou  / , &c.  donnerait  x = *yl  , ou 
*=*/,  ou  x=z<ty>+i  &c.  qui  marque  que  l’Axe  des 
ordonnées  touche  une  Branche,  lâns  Inflexion,  fi  l’expo- 
lànt  d’yelt  2 ; avec  une  Inflexion  invifible,  fi  c’efi  un  au- 
tre nombre  pair  ; ou  avec  une  Inflexion  vifible , fi  c’eft  un 
nombre  impair  [§.  186  ]. 

111.  Si  l’éq;  dyy  + exy  +/xx~o  a deux  racines  éga- 
les, c’eft-à-dire,  une  léule  racine  double  yy/d  4-  x^f=.  o, 
le  Point  double  ell  formé  par  deux  Branches  qui  lé  tou- 
chent, & qui  ont,  au  Point  de  contaâ,  une  Tangente 
commune,  dont  l’équation  eft  cette  racine  double.  Voilà 
pourquoi  l’équation  qui  la  détermine  efi  du  (ècond  dégrc', 
parce  qu’il  y a jjeux  Branches  , & en  quelque  Ibrte  deux 
Tangentes;  mais  cette  équation  n’a  qu’une  racine  [ dou- 
ble ] , parce  que  ces  deux  Tangentes  coïncident  & n’en 
font  qu’une. 

Les  deux  Branches , dont  le  contact  fait  le  Point  dou- 
ble, peuvent  lé  terminer  à ce  Point,  ou  palier  au-delà. 
Elle  s’y  terminent , quand  les  Séries  qui  les  rcprélèntent 
(ont  demi- imaginaires;  & alors  ce  Point  cil  un  Rtbroufe- 
ment  : clics  vont  au-delà,  quand  ces  Séries  font  réelles  ; 
& alors  ce  Point  dl  une  Üfculation. 

Il  y a pluficurs  (ôrres  d’Olculations.  Quand  les  Bran- 
ches qui  lé  touchent  tournent  l’une  contre  l'autre  leur 
convexité  , comme  deux  Cercles  qui  fe  touchent  en  dé- 
hors  ; on  dit  que  ces  Branches  fe  baïfent  , & leur  contaél 
lé  nomme  proprement  Ofr'tlaùon.  Quand  ces  deux  Bran- 
ches tournent  leurs  convexités  d’un  meme  coté  , comme 
deux  Cercles  qui  le  touchent  par  dedans  ; on  dit  qu’elles 
s'embrafent , & leur  contaél  le  nomme  Embrafemcnt.  Si 
une  des  Branches  fubit  une  Inflexion  vifible  & l’autre  non, 
elles  lé  baifent  d’un  côté  & s’embraflént  de  l’autre  ; ce  qui 
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fait  une  Ofculation  avec  Inflexion , ou  pour  abréger , Ofiu-  Ch  xnL 
Inflexion.  Si  les  deux  Branches  ont  une  Inflexion  vifible,  5-  ll°* 
qu’elles  s’embraflènt  des  deux  côtes  , c’cft  un  Embrasement 
avec  lrjlexjon , ou  une  Embrafirflex'ton. 

Ajoutez  les  Ofculations  imaginaires  , qui  font  des 
Points  ifolés  ; mais  diflërens  de  ceux  que  nous  avons  in- 
diqué au  N°.  I.  de  ce  §.  en  ce  que-  ceux  - là  manifeftent 
leur  nature  dès  le  premier  terme  de  la  Série , lequel  eft 
imaginaire;  au  lieu  que  ceux-ci  ne  le  découvrent  que  par 
les  termes  fuivants.  Enlorte  que,  quand  on  cherche  leurs 
Tangentes , comme  elles  font  données  par  le  premier  terme 
de  la  Série  , on  les  trouves  réelles , quoique  les  Branches 
de  la  Courbe  (oient  imaginaires. 

Il  y a aufTî  deux  fortes  de  Rebrouflcment.  L’un,  qui 
eft  le  Rebroufement  proprement  dit , eft  une  demi-Olcula- 
tion  forer  ée  par  deux  Branches  qui  tournant  leurs  conve- 
xités l'une  contre  l’autre , le  terminent  au  Point  de  con- 
ta£L  L’autre,  qui  eft  un  demi-Embraflemcnt , eft  formé 
par  deux  Branches  qui  tournent  leurs  concavités  d’un 
même  côté  & le  terminent  où  elles  fe  rencontrent.  On 
peut  le  nommer  Rebroufement  en  bec , ou  Amplement  Bec. 


On  dilccrncra  toutes  ces  fortes  de  Points  doubles , en 


f 

continuant  la  Série  = — Xvd  &c' 


On  fubftituera 


f f 

donc  — x \J  +«  , [ou  failànt  — ^ Ax^*u 

à y dans  la  propofée  , & on  aura  une  transformée , où  la 
Café  de  la  Pointe  & celles  du  prémier  Rang  manqueront 
comme  dans  la  propofée.  Mais  de  plus  les  Cafés  xx  & ux 
feront  vuides , y — Ax  = o étant  une  racine  double  du 
fécond  Rang  [§.  107].  La  detcrminatrice  inférieure  partira 
donc  de  la  Café  uu. 


1.  Si  la  Café  x*  eft  pleine , ce  qui  arrive  quand  y — Ax 

ne 
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ne  divife  pas  Je  troifiéme  Rang  de  la  propofée  [§.  107]; 
la  déterminatricc  paflè  par  les  Cales  au  & } & donnera 

• • • * 

* o o 
o o 
o 

une  équation  qui  a deux  racines  demi- imaginaires , u 

+ xy/Bx,  u=z — xy/Bx.  Les  Séries  y~Ax  4/*  yj  Bx 
&c,y  = Ax — xy/Bx  &c.  marquent  que  la  Tangente 
[reprélentée  par  l’équat  : y=  Ax  J eft  touchée  par  deux 
Branches  qui  tombent  de  part  & d'autre  [ ce  qui  eft  indi- 
qué par  les  tenues  +x^Bx,  —xy/Èx]  & fe  jettent  d’un 
côté  feulement  de  l’Axe  des  ordonnées  [ fç.  du  côté  pofi- 
tif,  fi  B eft  pofitif,  & du  côté  négatif,  fi  B eft  négatif  1. 
Le  Point  eft  donc  un  RcbroulJetHent  tel  que  celui  qui  eft 
à l’Otigine  de  la  Parabole  exprimée  par  l’éq  : yy=  *x» 
[§.217].  Voyez  ci-deftous  , Ex.  I.  n\  4. 

Ce  Rebrouflement  eft  le  feu!  Point  double  à fimple  Tan- 
gente , qui  puifle  convenir  aux  Courbes  du  troifiéme  Or- 
dre. Car  fi,  dans  leur  équation,  la  Café  xJ  étoit  vuide 
la  transformée  feroit  divifible  par  » , & |a  propofée  par 
V — Ax[=a  1.  Elle  ne  repréfenter oit  donc  plus  une 
fimple  Courbe  [ §.  21]. 

2.  Si  la  racine  y — Ax  = o divife  le  troifiéme  Rang, 
& non  le  quatrième,  de  la  propofée  ; il  manquera  dans  la 
transformée  la  Cafe  x > & non  pas  x*.  La  déterminatrice 

• • • • * 

• • * o 
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inferieure  pafle  alors  par  les  Cales  ««  , «x1  & x\  Ainfi  Ch.xiii. 
elle  donne  une  équation  du  lècond  degré , qui  a deux  ra-  T 
cinés  » = Bxî,  n = B'xl . On  a donc  deux  Séries,  y — 

Ax  B x1  &c.  y = Ax  B'x1  &c. 

Il  le  peut  faire  que  B & 5'  (oient  imaginaires.  Alors 
les  deux  Séries  , & les  Branches  qu’elles  repréièntent , & 
ÏOfetiUtion  de  ces  Branches,  tout  clt  imaginaire.  Voyez 
Ex.  II.  n°.  6. 

Si  B & B'  (ont  des  grandeurs  réelles  de  différents  (V- 
gnes , les  Branches  de  la  Courbe  tombent  de  part  & d’au- 
tre de  la  Tangente  commune  , elles  font  adoffées  l’une 
contre  l’autre  : elles  font  une  véritable  Ofculation.  Voyez 
Ex.  II.  n°.  i & 2. 

Si  B & B (ont  des  grandeurs  re'elles  inégales  de  même 
figne , les  deux  Branches  tombent  d’un  meme  côté  de  la 
Tangente  & font  un  Ewbrajèment.  Voyez  Ex.  II.  4. 

Mais , quand  B & B'  font  égales  , on  ne  peut  en- 
core rien  décider  fur  la  nature  du  Point  double  , parce 
que  la  Série  Ax  + Bxl  &c.  n’eft  pas  régulière.  Il  faut 
donc  fubftituer  Bx'-f-/  à « dans  la  première  transfor- 
mée , & on  en  aura  une  féconde , où  il  manquera  le  ter- 
me confiant  & les  termes  x,  x* , x'  , x+,  / , /x,  /x*.  La 
détcrminacricc  partant  de  la  Café  tt  , traverfera  donc  la 


• • • • o 

• •00 

*00 
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Café  x5  , fi  elle  n’eft  vuide  , & donnera  une  cquatiow 
qui  aura  deux  racines,  /=  + vTV  , /= — yj Cx\  ou 
/ = ±:xxy^Cx.  Dans  la  double  Série  y=iAx<^Bxl 

zfcxxy !Cx 
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Ch. xiii.  dr'jrxv'Car  &c , le  t roi  fie'me  terme  demi -imaginaire  fait 
(•**<>■  voir  qUC  |es  ordonnées  ne  font  réelles  que  d’un  côté  de 
leur  Axe.  L’Embra  (Terrien  t , de'figoé  par  les  deux  premiers 
termes,  n’elt  donc  qu’un  demi-  embraflement  , un  Bec. 
Voyez  Ex.  III , & IV , i. 

Mais  fi  la  Cale  x'  de  la  (cconde  transformée  eit  vui- 
de;  la  déterminatrice  traverfant  les  Cales  ts,  s x' , xs  don- 
nera une  équation  dont  les  deux  racines,  / = CV  , / = 
CV  , fournilTent  deux  séries  y = Ax  + B x1  -f-  Cx*  &c , 
y = A x + Bxl  +C’x'  &c. 

Si  C & C'  font  imaginaires  ; les  Branches  font  imngi- 
• naîres,  & l’Lmbiaflêm.cnt,  aulTi  imaginaire,  (è  réduit  à un 
Point  conjugué. 

Si  C & C'  font  réelles  & de  différents  f gnes  ; le  Point 
double  e(t  un  Err.brafllment.  Voyez  Ex.  II , n°.  5 , & 
Ex.  IV,  n°.  2. 

Si  C & C*  font  réelles  , de  même  fîgne  , & inégalés  ; 
le  Point  double  elt  encore  un  EmbralTcment , plus  intime. 

Mais,  fi  C = C',  la  Série  yz=Ax-\-  Bx1  4*  Cx'  &c. 
n’cft  pas  encore  régulière.  On  fubllituera  donc  Cx'  +/ 
à / dans  la  léconde  transformée , pour  en  avoir  une  troi- 
* fie'me  , dont  la  déterminatrice  inférieure  , partant  de  la 
Café  ss y paiïera  par  la  Calé  x7 , fi  elle  n’eft  vuide,  & don- 
nera / = y/Dx1  = c±r  x'  y/Dx.  il  y aura  donc  deux 
Séries  y = Ax  + Bxz  -f-Cx1  4-  x'  y/Dx&c.  yz=Ax  + Bxz 
Cx'  — x‘^Dx  &c.  qui,  à caulc  du  teime  ±xyPx 
demi-ima&inaire , défignent  un  Rcbrouflcmcnt  en  Bec. 

Ou , fi  la  Calé  x7  elt  vuide , la  déterminatrice  infé- 
rieure pa  liera  par  s s,  sx* , x’ , & donnera  une  équation  à 
deux  racines  s=Dx *,  s^zD'x*,  fur  lefquclles  on  fera 
les  mêmes  confidérations  que  ci-deflus. 

Cela  peut  aller  à l’infini  , mais  la  Méthode  ne  varie 
point.  Et  il  n’en  réfulte  jamais  que  des  Embraficmens , foit 
re'els , foit  imaginaires , ou  des  Rebrouflëmcnts  en  Bec. 

Il 
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Il  eft  le  plus  louvent  aifé  de  connoitre  , (ans  calcul , fi  Ch.xiil 
le  Point  double  cil  un  Embraffèment  ou  un  Bec.  C’eft  5*  lt0‘ 
lorfque  la  racine  double  uz=:Bx,  de  l’équation  que  don- 
ne la  déterminatrice  de  la  première  transformée  , ne  divilè 
pas  la  Comme  des  termes  du  fécond  ordre  , qui  fe  trou- 
vent fur  une  Droite  parallèle  à cette  de'terminatrice.  Alors 
[§.113],  fi  l’expoiànt  2 de  la  multiplicité'  de  la  racine 
u = B x1  divife  la  différence  des  expolànts  du  premier  & 
du  lècond  ordre,  c’eft- à- dire,  fi  cette  différence  eft  un 
nombre  pair , [ ce  qu’on  connoit , fans  calcul , lorfque  le 
nombre  des  intervalles  , qu’il  y a entre  la  de'terminatrice 
& fa  parallèle  qui  palTe  par  les  termes  du  fécond  ordre  , 
eft  un  nombre  pair  ] : alors , dis-je , les  deux  Se'ries  n’ont 
point  de  termes  demi -imaginaires  ; elles  font  toutes  réel- 
les ou  toutes  imaginaires  : elles  défignent  un  Embraffèment, 
réel  ou  imaginaire.  Mais , au  contraire  , elles  défignent 
un  Bec,  elles  ont  un  terme  demi -imaginaire  , lorfque  le 
nombre  des  intervalles  entre  la  déterminatrice  & là  pre- 
mière parallèle  eft  un  nombre  impair , lorfque  la  différen- 
ce entre  les  expolànts  du  pre'mier  & du  fécond  ordre  eft 
impaire;  c’cft-à-dire,  lorfque  cette  différence  n’eft  pas  di- 
vifible  par  l’expolànt  2 de  la  multiplicité  de  la  racine  a — 

Bxx  de  l’équation  que  fournit  la  déterminatrice.  [§.113],  ' 

Voyez  Ex.  III , & IV , 1.  * 

Tous  ces  Points  peuvent  lé  trouver  fur  des  Courbes 
du  quatrième  Ordre  : ceux  qui  fuivent  n’apartiennent  qu’à 
des  Courbes  des  Ordres  (upérieurs. 

3.  Si  la  racine  double^  — Ax=r>  du  fécond  Rang 
divilè  le  troifiéme  & le  quatrième  , mais  non  le  cinquié*- 
me;  il  manquera  à la  Transformée  les  Cafés  x’  & x+ , . 
mais  non  x’ , & il  faut  diftinguer  deux  Cas.  Ou  la  Ca- 
fé uxx  eft  pleine,  ce  qui  a lieu  quand  y — Ax  ne  divi- 
lè le  troifiéme  Rang  qu’une  fois  ; ou  elle  eft  vuide  , ce 
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qui  a lieu  quand  y — Ax  divifc  plus  d’une  fois  le  troifié- 
me  Rang  f 107  J. 
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Quand  la  Ca(è  « x1  eft  vuide , la  déterminatrice , par- 
lant para1  & xs  , donne  #=±v'5x!  ==t:xi  i/Bx. 
La  double  Série  y~Ax±xx\/Bx  &c.  marque  un  Re- 
broujfement  à double  Inflexion.  Cette  Inflexion , quoiqu’in- 
viftble , diftingue  , dans  le  Calcul , ce  RebroufTêment  du 
Ample  RehroutTement , n°.  1.  Voyez  Ex.  VI. 

Quand  la  Café  uxx  efl  pleine,  il  y a deux  détermina- 
trices  inférieures.  L’une,  qui  paflé  par  & uxl  , don- 
ne»— Bxl.  L’autre , qui  pafle  par  uxz  &xs,  donne»  — 
B'x\  On  a donc  deux  Séries,  y = Ax  <^Bxx  &e , y = 
Ax^B'x'  &c.  La  pre'miére  marque  une  Branche  qui 
tombe  toute  d’un  même  côté  de  la  Tangente.  La  fécon- 
de marque  une  Branche  qui  croilé  (à  T angente  au  Point 
de  contad , comme  la  Parabole  exprimée  par  l’éq  : y = 
ax'  [§.217].  Le  concours  de  ces  deux  Branches,  qui 
ont  une  Tangente  commune  au  Point  où  elles  (é  croifént, 
forme  une  Ofculinflexicn.  Voyez  Ex.  V. 

Ces  deux  Points  peuvent  convenir  aux  Courbes  du 
cinquième  Ordre  : ceux , dont  on  va  parler , ne  convien- 
nent qu’aux  Courbes  des  Ordres  fupérieurs. 

4.  Si  la  racine  double^  — Ax=o  du  fécond  Rang, 
divifè  le  troifléme  , le  quatrième  , & le  cinquième , mais 
non  pas  le  flxiéme;  il  faut  auifi  diftinguer  deux  Cas,  félon 

Introd.  à l' Anxlyfe  des  Lignes  Courbes.  D d d d que 
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pi  anche  que  cette  racine  divilè  le  troifiéme  Rang  une  ou  pluGeurs 

XXV.  fois. 
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Si  elle  ne  le  divilè  qu’une  fois,  il  manque  à la  Trans- 
formée la  Café  de  la  Pointe  , 8c  les  Cales  x , x1 , x' , x4 , 
x’ , »,  & «x.  Il  y a donc  deux  déterminatrices  , qui 
palTent,  l’une  par  uu  & uxr  , l’autre  par  «x*  & x*.  La 
première  donne  u = Bx 1 , la  fécondé  u = B'x*.  On  a 
donc  deux  Séries,  y=Ax^Bx1  &c , y=Ax  + B'x 4 
&c.  Les  expolànts  pairs  de  x dans  le  fécond  terme  mar- 
uent  que  chaque  Branche  tombe  toute  d’un  même  côté 
e la  Tangente  commune  [§-217].  Ainfi  le  Point  dou- 
ble eft  une  OfiuUtion , ou  un  Embrasement  , fçavoir  un 
EmbralTemcnt  quand  B 8c  B1  ont  un  même  figne  , une 
Olculation  quand  ils  ont  différents  fignes. 

Mais  fi  y — Ax  divilè  plus  d’une  fois  le  troifie'me  Rang 
de  la  propofee  ; il  manquera  encore  à la  transformée  la 
Café  « x1 , & il  n’y  a qu’une  déterminatrice  , qui  pallânt 
par  les  Cafés  »» , »x’ , & x4 , donne  une  équation  du  fé- 
cond dégré , dont  les  racines  foient  u — Bx' , u = B'x * 
En  faifant  fur  ces  racines  les  mêmes  confidérations  qu’on 
a faites  au  n°.  2 , on  verra  , 

Que  fi  B & fi'  font  imaginaires  , le  Point  double  eft 
un  Point  ifolé. 

Que  s’ils  font  réels  & de  différents  fignes , les  Séries 
y =ss  Ax  + Bx*  <*rc.  y z=zAx  4*  B'x ’ &c.  marquent  une 

Oftula- 
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Ch.xiii  OfcttUt'ton  femblablc  à celle  de  deux  Paraboles  cubiques , 
§■  »io.  qUi  à la  vue  ne  différé  prcfquc  pas  des  Ofculations  indi- 
quées ci-deffus,  à moins  que  jB  & B'  étant  fort  inégaux, 
les  deux  Paraboles  ne  différent  beaucoup  en  courbure. 
Voyez  Ex.  VII.  2. 

Que  fi  B & B'  font  réels , de  meme  ligne , mais  iné- 
gaux, les  Séries  y = Ax>{<  Bx'-  &c.  y — Ax+B'x 1 cre. 
défignent  un  Èmhrafement  avec  Irjlexïon . Voyez  Ex, 

VII.  1. 

Et  fi  5=B' , la  Série  y — Ax^Bx'  &c.  n’cft  pas 
encore  régulière , il  faut  la  continuer.  Mais , par  un  rai- 
fonnement  tout  (èmblable  à celui  qu’on  a fait  au  n°.  2 de 
ce  §.  on  s’affurera  que  le  Point  double  ne  peut  ctre  qu’un 
Bec , ou  une  Embraffinflexion , ou  un  Embraffement  ima- 
ginaire. 

Ainfi  Ton  peut  affirmer  , 

Que  les  Courbes  du  fécond  Ordre  ne  peuvent  avoir 
de  Points  doubles  [§.  174.  Ex.  VI]. 

Que  celles  du  troifiéme  Ordre  ne  font  fufceptiblcs  que 
du  Point  conjugué,  du  Nœud  Ample,  & du  Rebroufle- 
ment. 

Qu’avec  ces  trois  fortes  de  Points  doubles  , les  Cour- 
bes du  quatrième  Ordre  peuvent  avoir  le  Nœud  avec  une 
ou  avec  deux  Inflexions,  l’Ofculation  réelle  & imaginaire, 
l’Embraffemcnt , & le  Rebrouffement  en  Bec. 

Ajoutez  , pour  les  Courbes  du  cinquième  Ordre  , le 
Nœud  avec  un  ou  deux  Serpentements  , le  Nœud  avec 
•Inflexion  & Serpentement,  & l'Ofculinflexion. 

Et  , pour  les  Courbes  du  fixiéme  Ordre  , le  Nœud 
avec  une  ou  deux  triples  Inflexions , le  Nœud  avec  une 
triple  Inflexion  & un  Serpentement  , le  Nœud  avec  une 
triple  & une  fimple  Inflexion , & l’Embraffinflexiorr. 

Il  feroit  aifé,  mais  fuperflu  , de  pouffer  ce  détail  plus 
loin.  La  méthode  eft  générale , & l’on  peut  fuivre  cette 
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planche  énumération  autant  qu’on  le  voudra  , ou  autant  que  des  ch.xiil 
xx/.  vues  particulières  le  demanderont.  Il  ne  relie  donc  qu’à  S 
éclaircir  tout  ceci  par  des  Exemples. 

L Exemple  /.  eft  propre  à faire  mieux  connoitre 
tous  les  Points  doubles  dont  les  Courbes  du  troifiéme 
Ordre  font  fufccptibles- 

tfg.  199.  *•  L’éq  : ayy — *'  + (£ — c~)xx  bcx=o  repré- 

oum.  1.  fente  une  Courbe  compofee  d’une  Ovale  , placée  du  côté 
des  ablciffes  négatives,  dont  le  diamètre  AC  eft  égal  à c, 

& de  deux  Branches  qui  vont  à l’infini  du  côté  des  abfcifi- 
fes  pofitives , partant  du  Point  B éloigné  de  l’Origine  A 
d’une  diftancc  AB  = £.  On  le  voit  clairement  en  don- 
nant à l’équation  cette  forme  y = ==v' (x* — (£ — r)xl 

— bcx):  y/ a=±v/(xx  (x  — b)  x (x  q«  c)  : a ).  Car 
on  y voit  qu’^  a deux  valeurs  égales,  mais  dont  l’une. eft 
pofitive  & l’autre  négative  ; lelquellcs  , x étant  pofitive , 
font  imaginaires  tant  que  x — b eft  négative  , c’cll- à-dire, 
tant  que  x < £ [ A B ] , & qui  deviennent  réelles  dès  que 
x>  £[A  B J.  Mais  x étant  négative,  x — b eft  auffi  né- 
gative; ainfi  le  produit  xx(x — b')  eft  pofitif,  & x ( x 

— b)  x ( x + c a eft  une  grandeur  du  meme  figne  que 
x + r,  c’eft-à-dire , pofitive  fi  x [négative]  <c  [ AC], 
négative  fix>r[AC].  Mais  (elon  que  Je  produit  x x 
(x  — &Jx(x  + <):ij  eft  pofitif  ou  négatif,^  qui  en  eft 
la  racine  quarrée  , eft  réelle  ou  imaginaire.  Donc  , du 
côté  des  ai. (cilles  négatives,  la  Courbe  ne  s’érend  pas  au- 
delà  de  J’ablciflè  AC,  & fa  forme  eft  celle  d’une  Ovale  , • 
qui  , non  plus  que  le  relie  de  la  Courbe  , n’a  aucun 
Point  double  [ r 7;  ]. 

• 2.  Si , dans  cette  équation , on  (ait  e z=.  o ; elle  fe  ré- 

duit à «yy  — x*  4-  bxx  = o.  Le  diamètre  de  l’Ovale  de- 
venant acro , C tombe  fur.  A , & i’Ovale  eft  réduite  à un 
(impie  Point  conjugué;  lequel,  quoiqu’invifible,  & détaché 

du 
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Ch.xiii.  du  refte  de  la  Courbe , ne  laiflè  pas  de  lui  apartenir.  Car  Punch* 
>.  *i°.  p,  on  fajt  y==o  ; on  réduit  l’équation  à — x‘  4*  bxx  xxv* 
= 0,  quia  trois  racines,  x = o,x=o,  x-=.b.  Donc 
[§.  15  ] la  Courbe  rencontre  trois  fois  l’Axe  des  abfciflès, 
une  fois  en  B & deux  fois  en  A , où  eil  le  Point  conju- 
gue'. Ainfi , quand  on  met  l’cquation  fur  le  Triangle  ana- 
lytique , le  vuidc  de  la  Café  de  ia  Pointe  & du  pre'mier 
Rang  montre  qu’il  y a un  Point  double  à l’Origine.  Mais 
fi  on  veut  en  chercher  la  nature  par  la  pofition  de  fes  Tan- 
gentes , on  trouvera , en  égalant  le  fécond  Rang  à ze'ro , 

000* 

« 

o o 

O 

l’éq:  ayy  4 £xx=o  , dont  les  racines,  étant  imaginaires,  Fig.  19* 
marquent  un  Point  fans  Tangente  , fans  direction  , un  num‘  la 
vrai  Point  ifolé.  [ci-deflus  , n°.  1 ]. 

3.  Qu’au  lieu  der,  on  falTè  &==  o,  l’éq  .•  ayy  x‘ 

4(/> — c')xx>^bcx  = o le  re'duit  à ayy — x1 exx 

= 0;  AB[£]  devenant  nulle,  B vient  tomber  lur  A ; 
les  deux  Branches  de  la  Courbe  viennent  s’attacher  à l’O- 
vale, qui  ne  fait  plus  qu’une  Feuille,  liée  aux  Branches,  non 
par  une  Olculation , comme  on  pouroit  d’abord  le  croire, 
mais  par  un  fimple  Nœud.  Car  en  cherchant  les  Tangen-  ««»•'  !«' 
tes  de  ce  Point , on  en  trouvera  deux , déterminées  par 
l’éq  : ayy  — rxx=o,  qui  a pour  racines  yy'a  — xy/c 
= 0,  & y\Ja  4 x\Jt  = o.  On  les  conliruira,  en  pre- 
nant AF  — — AEr^-f-y/ c & Ac= — y'r,  & me- 
nant AD  , Ad  parallèles  à EF , e F. 

Quoique  la  fimple  vue  de  la  Figure  falTe  aflTez  connoi- 
tre  de  quel  côté  les  Branches  de  la  Courbe  tournent  leur 
concavité  ; on  peut  s’en  aflurer  démonllrativcmcnt  par  le 
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Pxx/.E  fécond  terme  de  la  double  Série  On  fubfti- 

. tuera  donc  ±x\/~  + u à y dans  l’e'q  : ayy — — exx 

= o,  & on  aura  la  transformée  auu^z  2 u xsjac  -r—  x' 
= 0.  Celle-ci  mile  fur  le  Triang  : anal:  a une  détermi- 

000* 

* * o 

o o 
o 

natrice  inférieure  qui  donne  ±2uxyjac — x'  = 0,  ou 

X X 

h = -àz  • Les  Séries,  qui  expriment  les  Branches 

C XX 

qui  fe  croifent  en  A,  font  donc  y=  + xy/  — j — &c. 

* 1 1 2\ OC 

C XX 

y — — — ‘ 2y/ac  ’ ^af  0la  ^°n  V0‘C  ^UC  ^ran" 

chc  touchée  par  A D tourne  en  haut  (à  concavité , & que 
la  Branche  touchée  par  Ad  la  tourne  en  bas. 

Le  fécond  terme  de  l’une  & de  l’autre  de  ces  Séries , 
renfermant  la  lèconde  puillàncc  de  x , on  en  conclurra 
[ci-deiïus  , »°.  Il  ] que  le  Nœud  eft  fimple  : ce  qu’on  peut 
conclure  auflî  de  ce  que  les  racines  yy/a  — xy/c  = o >y>Ja 
+ x\/r=o  du  (ècond  Rang  , ne  divilènt  point  le  troi- 
fiéme,  qui  n’a  que  le  (cul  terme  x’  [ §.  186  ]. 

4.  Dans  cette  même  Courbe , il  cil  clair  que  a reliant 
toujours  le  meme,  plus  c diminué,  & plus  diminuent auffi 
le  diamètre  AC  de  la  Feuille  & l’angle  DAd  des  Tangentes 
rig.  199.  au  Point  double.  Si  donc  c diminué  à l’infini  & devient 
num.  4.  Z(iro  } : ayy  — x' — exx  = o , réduite  à ayy — x’rro, 

ne  reprélènte  plus  que  la  Parabole  femïcubïque  , où  la 
Feuille  difparoit , & les  deux  Branches  venant  à fe  toucher, 

forment 
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Ch.xiii.  forment  un  Point  de  Rebrouflement.  Auflî  !c  Rang  infé-  Piancm 
/.  *10.  ^ qUi  n’a  ^ue  |e  terme  ayy  , donne  , étant  égalé  à xx*- 

zéro , une  équation  qui  a deux  racines  égales  y = o , 
y=. o*,  ce  qui  marque  la  coïncidence  des  deux  Tangentes. 

Et  la  valeur,  nr  xi/  ~ , demi-imaginaire  de  y>  indique  le 

Rebrouflement  [ ci  - deflfus , 1 1 1.  i ] . 

Exemple  IL  On  a vu  au  §.  i8<s.  Ex.  VIt  un 
Nœud  avec  Inflexion  , & Ex.  V , un  Nœud  avec  deux 
Inflexions.  Des  Exemples  de  Nœud  avec  Serpcntement  & 
triple  Inflexion  n’auroient  rien  de  plus  inftru&ifi 

Mais  on  aura  des  Exemples  d’Embraflêment  & d’Ofcu- 
lation  , tant  réelle  qu’imaginaire  , dans  la  Courbe  , ou  * 
plutôt  dans  les  Courbes,  que  défigne  l’éq  : x * — ax*y  — 

+ ( (ta  — bb~)yy~ o,  fuivant  les  différons  raports  de 
a h b.  En  mettant  cette  équation  fur  le  Triangle  analyt. 
o o o o * 

*o*o 
* o o 
o o 
o 

le  Rang  le  plus  bas , qui  eft  le  fécond,  n’a  que  le  fèul  ter- 
me ( aa  — bb~)yy  , qui  égalé  à zéro  a deux  racines  égales 
y = o , y = o , lefquelles  marquent  que  l’Origine  eft 
un  Point  double  [ §.  170],  dont  la  Tangente  unique  eft 
l’Axe  des  abfciflès  [§.  184].  Mais  la  déterminatrice  infé- 
rieure donne  l’éq  : x 4 — axxy*i*(aa — btyyy  = o,  qui 

a ces  deux  racines  —y  jr==s 

- — ; — r.  Elles  font  l’une  politîve  & l’autre 

jrf  — y(bb r 

négative,  fi  \ & <^{bb — *40),  c’eft-à-dire  , fi  a <5; 

elles 
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elles  font  toutes  deux  pofitives  , mais  inégalés  , fi  aa  > bb 
& bb  > {aa  ; pofitives  & égales,  fi  bb-=z{aai  imaginai- 
res, fi  bb  <{aa.  Donc  [ci-dcfiüs,  III,  2],  l’Origi- 
ne de  la  Courbe  eft  une  Olculation  réclie  , quand  b>  a , 
& une  Olculation  imaginaire,  quand  b<.{a^i.  C’eft 
un  EmbralTement , quand  b tombe  entre  a 8c  \a\J  1.  Mais 
quand  b — {a^i  , il  faut,  pour  déterminer  la  nature  de 
ce  Point  double  , chercher  le  fécond  terme  de  la  Série 


y 


X X 

— &(.  On  trouve  que  ce  lècond  terme  eft 
{a  ^ 


:±:^- ŸJ  . Et  la  Série  y 
* aa  y 


défigne 


un  Embraftemcnt. 

Tout  cela  fe  voit  lènfiblement  en  examinant  les  divers 
contours  que  prend  la  Courbe  défignée  par  l’éq  : x*  — 
axly  — ayi  >+<  (aa — bb ) yy  — o , à mclüre  qu’on  change 
le  raport  d’d  à b . 

1.  D’abord,  fi  on  fuppolè  4=0,  ou  infiniment  petit 
par  raport  à b , les  termes  multipliez  par  a s’évanouiront, 
& l’équation  le  réduira  à x+ — -bbyy  — o , qui  défigne 
deux  Paraboles  égales,  adoflecs  l’une  contre  l’autre  , leurs 
équations  étant  xx  — by  = o , & xx  + by  = o . Elles  lé 
baifent  à l’Origine  A , qu’on  peut  regarder  comme  un 
Point  d’Olculation. 


2.  Si  a>  o,  & <b  y l’éq  : x+ — ax'y — • ay'  + (aa 

bb)yy=.  o a quatre  racines,  x=z±\/(  {ay  ±y  V(ay 

-f -bb  — { aa)),  dont  il  y en  a toujours  deux  imaginai- 
res , Iç.  y V } +bb  — {aa)')  quand  on 

prend  y pofitîvc  , & ( {ay+yy/(ay  4*  b b — \ a a ) ) 

quand  on  prend  y négative.  Car , v étant  pofitive  & 
b > a , a y -f-  b b eft  > aa  : donc  a y -f  bb  — { aa  > {aa  , 

8c  *J(ay>\*bb — {aa)  > {a  : ainfi  yV(.ay  + bb 

{aa  ) > { ay , & { ay  — y \J(ay  + bb  — { aa  ) eft  une  gran- 
deur 
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deur  négative , dont  la  racine  quarrée  eft  imaginaire.  Et,  Planchb 

y étant  négative,  ou  \J{ay-\-bb ^aa)  eft  imaginaire,  xxy' 

ou  elle  eft  réelle.  Si  elle  eft  imaginaire  » dr  y/  ( { a y 4-< 
y^(ay*{*bb — aa ))  eft  aulïl  imaginaire.  Si  ^(ay  + bb — 

\aa}  eft  réelle  ; comme  on  la  prend  pofitivement  , on 
aura  , en  la  multipliant  par  y négative , le  produit  y \/(  *y 
+ bb — négatif,  lequel  ajouté  au  produit  aufli  né- 
gatif ±ay  fait  une  fomme  négative,  dont  la  racine  quarrée 
eft  imaginaire.  Ainfi  la  Courbe  n’a  que  deux  Branches 
du  côté  des  ordonnées  pofitives  & deux  autres  Branches 
du  coté  des  négatives.  Les  premières  vont  à l’infini  ; les 
autres,  qui  s’écartent  d’abord  l’une  de  l’autre,  le  repro- 
chent enfuite  , & fie  réunifient  au  Point  B extrémité  de 
b b 

l’ordonnée  A B = a.  La  Courbe  -eft  donc  compo- 

fee  d’une  Ovale  AB,  & de  deux  Branches  paraboliques 
dont  l’Alymptote  eft  la  Parabole  DAd  délignée  par  l’é- 
quation x4  — ay' ==o  [§.  142].  Cc£  deux  parties  de 
la  Courbe  le  joignent  à l’Origine  A par  une  Olculation. 

La  Parabole  olculatrice  de  l’Ovale  eft  celle  dont  l’équation 
eft  xx=(î4i — v/(£& — Celle  des  Branches 

CAc  a pour  équation  xx  ===  ( { a 4*  \/( bb  — \aa))y  [§. 

218].  Le  Paramétre  de  la  première  eft  pofitif , celui  de 
la  dernière  négatif.  Ainfi  , les  deux  Paraboles  le  bailcnt 
au  Point  A ; & il  en  eft  de  meme  des  portions  de  la  Cour- 
be , qui  ont  pn  A la  même  courbure  que  les  Paraboles 
olculatrices. 

g.  Plus  a augmente  , plus  diminue  le  diamètre  AB 
b b 

£ — /*]  de  l’Ovale.  Il  s’anéantit  quand  *=6.  Alors  num.  i; 

l’Ovale  le  réduit  à un  fèul  Point,  mais  non  pas  ifolé,  puis- 
qu'il eft  traverlè  par  les  Branches  CAc  , fur  le  contour 
delquelles  il  le  trouve  en  A . Il  eft  invifible , parce  qu’un 
bttrod.  à P Analyfe  des  Lignes  Courbes.  E e c e Point 
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Point  eft  (ans  étendue  ; mais  il  y eft  réellement , & le  cal- 
cul fait  voir  que  le  Point  A , qui  ne  femble  à la  vue  qu’un 
Point  fimple  , cft  véritablement  un  Point  triple.  Car  la 
fuppofition  de  a=zb  réduit  l’éq  : — ax'y — a y'  4- 

(aa  — bb')yy  = o à ** — axly — ay'  — o,  qui,  mife 
fur  le  Tr  : anal  : n’a  point  de  plus  bas  Rang  que  le  troi- 

0000* 

*0*0 
000 
o o 
o 

. s 

fieme  : donc  l’Origine  eft  un  Point  triple.  Quand  on  en 
cherche  les  Tangentes  , on  trouve , pour  les  déterminer , 
l’éq:  a y1  + 4x^  = 0,  qui  a une  racine  réelle  jy  = o & 
deux  imaginaires  jy  = z±:xV' — 1.  La  prémiére  donne 
pour  Tangente  l’Axe  des  ablcifles  : & les  deux  autres  in- 
diquent que  le  Point  A,  quoique  triple,  n’a  qu’une  Tan- 
gente ; parce  qu’en  effet  il  ne  paflé  par  A qu’une  feule 
Branche  qui  traverfe  un  Point  fans  Tangente.  Mais  ce 
n’cft  pas  ici  le  lieu  de  parler  des  Points  triples. 

4.  Soit  a > b & <2b^\y  c’eft-à-dire,  loit  bb  moyen- 
ne entre  an  & \aa  , l’Ovale  recommence  à paroitre,  mais 
du  côté  des  ordonnées  pofitives  , & renfermé  entre  les 
Branches  CAc.  On  le  voit  par  l’analylè  de  l’éq  : x+  — 

ax'y ay*  4*0*  — bb')yy  = o , & par  l’examen  de  fes 

quatre  racines  x = — vX iay—)  vX'O  + &b  — \aa)  ). 
Elles  font  toutes  quatre  imaginaires  , lorlque  y eft  négati- 
ve. Cela  cft  évident,  lorlque  y/(ay*t*bb — £ a a)  eft 
imaginaire,  c’eft-à-dire,  quand  y négative  furpafle  \a  — 

Mais  cela  eft  vrai  encore,  quand  y eft  plus  petite. 

a 1 

Alors  ^{ay^bb  — \an ) étafit  réelle , + 

— \aa') 
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Ch  xîii.  — ' aa  ) fait  une  fommc  pofitive  , dont  le  produit  par  y 
§.  1*0.  négative  eft  négatif!  Ainfi  fès  racines  quarrées  =fcv/'(î-«jy 
yV(*y  — iaa))  font  imaginaires.  Les  deux  au- 
tres racines  =tv /Qay — yV(ay  + bb — la»)')  le  font 
aufli,  puifquc  aa  étant  > b b , aa  fera  auffi  > a y + b b : 
car  ay  négative  diminue  b b.  Donc  ± aa>  ay  + bb — 
\aa  &ia>^(ay  + bb  — \aa~).  Ainfi  { a — ^(ay  + 
bb  — iaa')  eft  une  grandeur  pofitive,  qui  multipliée  par 
y négative  fait  un  produit  négatif,  dont  les  racines  quar- 
rées -±:y/(\ay yV(.  *y  4-  bb-~  \aa ))  font  imaginaires. 

On  voit  donc  que  les  ordonnées  négatives  n’ont  que  des 
abfciftcs  imaginaires. 

Mais  du  côté  des  ordonnées  pofitives  , les  racines 
^VCifjf^yy/Çay  + bb  — a a ) ) font  toujours  réelles. 
Car  bb  > ±aa  fait  que  ay  bb — \aa  eft  toujours  pofiti- 

vc,  & (à  racine  pofitive,  qui  eft  réelle,  ajoutée  à {a 
fait  une  fotnme  pofitive  , dont  le  produit  par  y pofitive  , 
eft  pofitif,  & a les  racines  quarrées  zïz^({ay  +y^(a  y 
4 «b b — \aa')')  toujours  réelles.  Elles  repréfèntent  les 
Branches  CAc.  Mais  les  racines  zferyX  iay — y \/  ( ay 

+ bb  — laa)')  ne  font  réelles  qu’autant  que  y<a  — 

- ft 

Alors  ay<,aa  — bbt  & ay  4*  bb — \aa  <*\aa.  Donc 
V(ay+bb  — y aa  & {a  — y '{ay  +bb  — \ aa ) eft  po- 

fitif, auffi  bien  que  Ton  produit  par  y pofitive.  Les  raci- 
nes quarrées  =fcV(i«y— yy/(  *y  *ïbb  — i aa))  font  donc 
réelles  : comme  au  contraire  , elles  font  imaginaires  , fi 

^ y>  * — — . Ainfi  les  Branches  repréfèntées  par  ces  deux 
racines  font  une  Ovale , dont  le  diamètre  AB  — a — 

a 

eft  pris  du  côté  des  ordonnées  pofitives.  Cet  Ovale  fait 
avec  les  Branches  CAc  un  EmbrafTemcnt  à l’Origine  A. 

Eeee  2 La 


pLiNCB* 

XX/. 
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La  Parabole  ofoulatrice  de  l’Ovale  a pour  équation  cmcm. 
xx  =(  ; a — y/(bb  — {aa')')y  , & celle  des  Branches  §.»»»• 
CAc,  xx  = ( 5 a + V(.bb  — ^ aa  ))y  [§.218  ].  Les  deux 
Paramétres  lotit  pofitifs , mais  celui  de  la  Parabole  olcula- 
tricc  des  Branches  infinies  ell  plus  grand  que  celui  de  la 
Parabole  olculatrice  de  l’Ovale.  Donc  cette  Parabole  em- 
bralTe  l’autre  [ §.  214]  , & confe'quemment  les  Branches 
embrafient  l’Ovale. 

5.  Si  l’on  fait  b={a^i  , ou  bb-=\aai  la  figure  de 
la  Courbe  relie  à peu  près  la  meme.  Seulement  le  con- 
tact des  Branches  infinies  & de  l’Ovale  eft  plus  intime  , 
parce  que  les  Paramétres  ±a±^(bb — deviennent 
égaux  entr’eux  & à i a. 

6.  Mais  ce  contaél  eft  Jiir  le  point  de  cefter.  Car 
pour  peu  qu’on  diminué  h , de  façon  qu’il  devienne 

, les  deux  parties  de  la  Courbe  qui  font  d’un 
côté  de  l’Axe  des  ordonnées,  reliant  unies  l’une  à l’autre, 
fe  détachent  de  celles  qui  font  de  l’autre  côté  , & qui 
relient  aufïi  unies  cntr’elles  ; elles  s’en  détachent,  dis- je, 
vers  l’Origine  en  confervant  leur  continuité  vers  l’autre 
bout  de  l’Ovale , laquelle  difparoit  & fe  trouve  rompue  , 

■ quoique  la  Courbe  conferve  un  cours  continu. 

On  le  voit  par  l’examen  des  racines  xz=^=\/({ay 
±y/(ay  + b b — l aa))  , qui  font  toutes  quatre  imagi- 
naires quand  y ell  négative,  & meme  quand  elle  cil  po- 

fitive,  mais  — — ; qui  deviennent  toutes  quatre 

4 

b h _ b b «i  1 

réelles  quand  y>  \a — — & <a — --  ; & dont  les 

deux  ±v/(i*y  — i/(ay  + bb  — » aa ))  redeviennent  ima- 

g’naires  quand  y > a — On  le  voit  encore  plus  fen- 

fiblement  en  cherchant  les  Max/ma  Sc  Minima  de  x & 

de 


♦ 
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Cm  xiii.  de  y.  Ceux  de  y font  donnez  [§.  196]  par  Péq  : 4x’  pLAKcHf. 
— 2axy  = o,  qui  a deux  racines  x — o & xx  = {ay.  XXY. 

La  première  x = o donne  y~o  & y =4 — — ■ ; ce 

qui  défigne  le  Point  double  de  l’Origine , dont  nous  par- 
lerons tout-à-l’heure  , & fextrémitc  B de  l’ordonne'e  pri- 
b b 

mitiveAB  = < . La  leconde  xxz={ay  donne  1°.  - 

a y 

y — o Si  xro,  qui  fe  raporte  auffi  au  Point  de  l’Origi- 
b b 

ne , & 20.  ) — \a  — — = EF ef , & x = ±z { £ aa 

■ — bb  ) = A E =r  A e . Il  y a donc  trois  A iaxima  dey, 
qui  lont  les  Points  B , F , f.  Ceux  de  x font  déterminés 
par  Péq-  axx  = 2(aa  — b b')  y j4jyy  , d’où  l’on  tire 

y^l“—  M ~ > = CI  = gi , pour  les 

Poinls  1,  i,  des  A fnxtrua , & y — î^f) 

5)4 

= H L = h I , pour  les  Points  L , I , des  Minima. 

Quand  bb  = \aa , les  valeurs  de  G1 , HL,  & gi,  hl 
deviennent  égales  entr’clles  & à *4.  Alors  , les  deux 
Points  1 & L , i & 1 de  Maximum  Si  de  Minimum  fe 
réunifient  en  un  feul  point  d’inflexion  K , k , [ n°.  6 ] le-  R g.  *o<* 
quel  difparoit  avec  les  Maxima  & Minima  de  x , lorf» 
que  b b <5  ’ 4 4 rend  imaginaires  les  valeurs  d’y 

«44 6 bb-±iay/(-)bb — 244)  . , , . , , 

- qui  déterminent  ces  Ma- 

9 4 

xi  ma  Si  Minima  [ n°.  7 J. 

Dans  toutes  ces  Courbes  le  Point  de  l’Origine  eft  un 
Point  de  la  Courbe.  Car  dans  l’e'q  : x4 — axxy  — ay 1 
+ (44  — b b ) y y = o , il  n’y  a point  de  terme  tout 
confiant  [ §.  14  J.  Mais  dès  que  bb  <\aa,  le  Point  ne 

Eeee  3 fe 
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Pianchb  fe  trouve  plus  fur  le  contour  de  la  Courbe  [»°.  5,6,7].  Ch.xiïI. 
fJVoo.  C’cft  donc  un  Point  ifolé.  Cependant , fi  on  en  cherche 
. ' les  Tangentes  , on  trouvera  , pour  les  déterminer  , l’éq  : 

( aa  — b b')  yy  = o , dont  les  racines  y=  o,  y — o , ne 
font  pas  imaginaires , mais  égales  ; ce  qui  femble  indiquer 
une  double  Tangente  qui  feroit  l’Axe  des  ablcilTes.  Mais 
quand  on  cherche  ou  la  Parabole  ofculatrice , ou  le  fécond 
terme  de  la  Série  [§.218],  on  trouve  {a±\/(bb‘ — £<*<*) 
grandeur  imaginaire  quand  bb>  \ aa.  Ce  Point  eft  donc 
une  Ofculation  imaginaire  [cy-defliis,  NI,  2 ]. 

Exempté  ///.  On  a vu  dans  l’Ex.  préc.  n°.  5 , que 

quand  bb-=.\aa , l’e'quation,  qui  fe  réduit  à x* ax'y 

°>  défigne  une  Courbe  compofée  de 
deux  Branches  infinies  AC,  Ac,  & d’une  Ovale  AB  em- 
brafice  auffi  étroitement  qu’il  eft  poffible  par  ces  Branches, 
puifque  la  Parabole  ofculatrice  de  l’Ovale  au  point  A eft 
la  même  que  la  Parabole  ofculatrice  des  Branches.  Mais 
fi,  dans  cette  e'quation , on  change  le  terme  ay'  en  axyx  y 
on  aura  une  toute  autre  Courbe  , & dont  l’Origine  eft 
un  Rcbrouflément  en  Bec.  Dont  la  raifon  eft  , que  dans 

la  Sérié  amendante  y = — xfc  — &c.  que 

• fournit  l’e'q  : x*  — ax''y — a y'  + y*ayy  = 0 » il  nV  a 
aucun  terme  imaginaire  , ou  demi-imaginaire  ; ainfi  les 
Branches  qui  s’embraflent  d’un  côte'  de  l’Axe  des  ordon- 
nées s’embraflènt  auffi  de  l’autre  côté  , & font  un  Embral- 

* 2 X X 

fement  complet.  Au  lieu  que  la  Série  y=  -j-  =*= 

4jv.%yrf\  frC'  qUe  donne  l’éq  : x*  — ax'y — axy1 

a a a 

4 £ aayy  — o , a fes  termes  alternatifs  demi- imaginaires  : 
ce  qui  montre  que  les  Branches  qui  s’cmbralTent  d’un 

côté 
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Ch.xiii.  côté  de  l’Axe  des  ordonnées  manquent  de  l’autre  côté , & Planchk 
j.  »»o.  ne  font  qU’un  demi  - Embrasement , c’eft-à-dirc  un  Bec.  XXVI* 
On  remarque  cette  différence  dçs  le  fécond  terme  de  la 
Série  ; & on  pouvoit  l'apercevoir  fans  calcul  , en  mettant 
Amplement  ces  équations  fur  le  Triang.  anal.  Car  elles 


• * • 
o * 


ont  une  même  déterminatrice , qui  donne , pour  l’une  & 
l’autre , l’éq  : %aayy  — a x*y  + x+  = o , dont  la  racine 


[ double  ] i y — — = 


o,  ne  divife  point  le  terme  unique 


du  fécond  Ordre  — ay'  ou  — ax'y.  Mais  dans  la  pré- 
miére  équation  il  y a deux  intervalles,  entre  la  détermina- 
trice & la  première  parallèle , au  lieu  qu’il  n’y  en  a qu’un 
dans  la  féconde  équation.  Donc  [§.  i , ou  ci-devant 
111 , 2 ] la  Série  que  fournit  cette  fcconde  équation  eft  de- 
mi-imaginaire, au  lieu  que  celle  que  fournit  la  prémiére 
eft  ou  réelle  ou  imaginaire.  Ainfi  la  féconde  indique  un 
Bec,  & la  prémiére  un  Embraffement,  ou  réel  ou  imagi- 
naire. Et  l’on  a vu  [ Ex.  prie.  »\  5 ] qu’il  étoit  réel. 

On  s’afTurera  parfaitement  que  la  féconde  Courbe  a 
un  Bec  à fon  Origine,  en  refolvant  l’éq  : x* — ax'y  — 


X X 

axy1  + i aayy  = o.  Car  on  trouvera  y = , — - — -, — : ce 

J 4 J ax 

qui  défigne  deux  Branches  repréféntées  par  les  racines 


XX 


ia  y/  ax 


& yz=- 


XX 


i a — y 'a  x ’ 


On  voit , en  les 


exaroi- 
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Planche  examinant  , qu’à  l’Origine  ces  Branches  ont  l’Axe  des  Ch.xtil 
xzv1'  abfciflès  pour  leur  Tangente  commune  , [ parce  que  x S *1®- 

e'tant  infiniment  petite , y qui  eft  - , eft  encore 

infiniment  plus  petite  ] ; que  là  elles  s’embraflent  dans 
l’angle  des  coordonnées  pofitives,  [parce  que  x e'tant  fort 

DCX  X X 

petite  & pofitive , - — 7—*  & 7— — (ont  toutes 


{a-^-^ax  r {a-rr—^ax 
deux  pofitives,  la  fécondé  furpaflant  un  peu  la  prémiére]; 
mais  que  du  côté  des  ablciflês  négatives  elles  manquent 
entièrement,  [parce  que  x étant  négative , >i/àx , & con- 


féquemment 


XX 


\-±ZyJaX 


, eft  imaginaire  ].  Ainfi  ces  Bran- 


ches forment  à l’Origine  un  RebroulTemcnt  en  Bec. 

En  continuant  cet  examen  , on  voit  que  la  Branche 


Fig.  101.  ACc,  defignée  par  la  racine  ^=7- 


XX 


' i a 4-«  \/ax  * 

l’infini  des  deux  Axes,  comme  fait  la  Parabole  y 


s’éloigne  à 


XX 

- , ou  ayy  — x',  qui  eft  fon  Afymptote. 


Mais  la 


xx 


Branche  AED  , que  repréfente  b racine  y = Ta_^a  x » 

s’éloigne  infiniment  de  l’Axe  des  ablciftés , & non  pas  de 
celui  des  ordonnées  , puifqu’elle  le  glifte  le  long  de  l’A- 
lymptote  droite  BD  , ordonnée  de  l’ablciflê  AB=ia. 

Car  x — \a  rend  y [ = - r-  = r =l J 

4 J L \a — sjax  ± a — {a  o J 

infinie.  T’abfcilTe  étant  plus  grande  que  j<  = AB,  l’or- 
donnée eft  négative  parce  que  le  divilcur  | a — y/ax 
eft  négatif.  D’abord  l’ordonnée  eft  infinie  Bd  , mais  elle 
décroit  fort  rapidement  jufqu’au  point  f [ qui  a l’ablcilTc 
AF  = ï<*  & l’ordonnée  Ff= — , après  quoi  elle 

rccorur 
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Cn.xm.  recommence  à croître  en  s’aprochant  de  Ton  Afÿmptote  Pianch* 
courbe  j qui  eft  l’autre  Branche  Ae  de  la  Parabole  a)y  XXVJU 
= x‘.  En  forte  qu’on  peut  dire  que  la  Branche  hyper- 
bolique AED  fe  continue  au  delà  de  l’infini,  c’eft-à-diie , 
du  coté  négatif,  par  la  Branche  aufîi  hypeibolique  df,  & 
enfuite  par  la  Branche  parabolique  fe. 

Exemple  IV.  On  propofe  la  Courbe  dont  la 
nature  s’exprime  par  l’éq  : x*  + *'y  — » e'jr* — 2ax'y  + 
sxy'  ►f*  aayy=  ° , & l’on  demande  la  nature  du  Point 
qui  eft  à l’Origine  ? L’équation  e'tant  mife  fur  le  Triang  : 
anaL  a,  comme  la  précédente,  une  dcterminatrice  inté- 


rieure  qui  donne  l’éq  : aayy  — 2axry  4?  x*  = o , qui  n’a 
qu’une  racine,  mais  double,  ay — xx  — o.  Il  y a donc 
à 1 Origine  un  Embraflement , réel  ou  imaginaire,  ou  un 
RebroulTement  en  Bcc.  L’on  s’affùrc  que  c’eft  ce  dernier, 
parce  que  la  fomme  des  termes  axy'  + x'y  du. fécond  Or- 
dre n’eft  pas  divifible  par  la'  racine  a y — xx  & que  Ta 
détcrminatrice  n’eft  éloigne'e  que  d’un  intervalle  de  fà  pa- 
rallèle qui  pafie  par  ces  termes  [§.  1 13,  ou  ci-deftus  111, 
*]•  Ou,  fi  l’on  aime  mieux,  on  cherchera  le  fécond 

terme  de  la  Se'rie,  en  fubftituant  ~+*à  y;  ce  qui  don- 
ne la  T ransformee  aauu  + axuu xxuu  + } x’w  — - — t- 

Introd.  à l' Aïialyfc  des  Lignes  Courbes.  Ffff  -F  2X 
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j 6 

+ — — = o,  qui  placée  , à fon  tour  , fur  le  Tr. 

and  a une  déterminatrice  inférieure , qui  donne  l’équat  : 


O O O O O O * 

O O O O * * 

0 0**0 
0*00 
* O O 

O O 
O 


, 2Xf  .XX y/ 2X  ' . 

aauu  + — = o,  ou  « = , terme  demi 

a /t  y a 


. ' çy  Cv  ^ • XX 

imaginaire,  qui  dénote  un  Bec.  La ‘Série  y - 


*—  ■ a àyc.  fait  voir  que  lés  x pofitives  n’ont  que 

des  ^ imaginaires,  à caufè  de  la  radicale  y/  — 2jt  : mais 
les  x négatives  ont  deux  y réelles  , qui  donnent , à l’Origi- 
ne, deux  Branches,  lefquelles  s’embraflânt  forment  un  Bec, 
dont  l’Axe  des  abfciflês  eft  la  Tangente. 

Remarquez  que  ce  qu’on  dit  ici,  que  les  abfciflês  po- 
fitives  ont  des  ordonnées  imaginaires,  ne  doit  s’entendre 
que  des  aBfciflès  plus  petites  que  a.  La  Série,  donnée 
par  une  déterminatrice  inférieure , ne  fert  que  pour  ces 
abfciflês  : elle  feroit  divergente  & fautive  , H on  vouloit 
l’appliquer  à des  abfcifles  plus  grandes. 

2.  Si  dans  l’équation  précédente  on  change  feulement 
le  figne  du  terme  axyy  ; alors  on  trouve  bien  la  même 
déterminatrice,  qui  donne  la  même  équation  & la  même 
racine  ay — x\-  = o.  Mais  préfèntement  la  fomme  — axyy 
4*  x* y des  termes  du  fécond  Ordre  eft  divifible  par  cette 
racine,  le  quotient  étant  — xy . On  ne  peut  donc  pas 

employer 
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Cb.xïil  employer  ici  fans  embarras  la  Réglé  du  §.  1 1 $ , & il  vaut  pl*kch« 
$.  *10.  mieux  chercher  le  fécond  terme  de  la  Série,  en  fubftituant  xxv1, 

OCX 

~ + « à y dans  la  Propofée  : d’où  reTulte  la  Transfor- 

4 

, , . , S X4U  XS 

mee  an  uu  -\-axuu xxuu  ►£<  ==0 

a aa  * 

qui  étant  mile  fur  le  Triang.  analyt.  a une  déterminâmes 

o o o o o o * 

0 0 0 0 *0 
0 0**0 
0*00 
* o o 
o o 


qui  donne  aautt  -f-  x u = o,  nn  u — f — ; -4- 

- aa  * v * 

x* 

sV^S)  ~ • La  double  Série  cft  donc  j>~ -frf— —j-t- 

un  £ 

o£ 

Ws  )~Æ  » & comme  des  le  troifiéme  terme  elle  eft 

régulière , on  voit  qu’elle  n’a  aucun  terme  ni  imaginaire , 
m demi-imaginaire.  Ainfi  les  deux  Branches  qui  lé  tou- 
chent à l’Origine,  y font  un  Embraflèment  complet  T ci- 
deflùs  111.  2 J . 

Exemple  On  trouvera  un  Exemple  d 'Ofculin- 

fifxion  dans  la  Courbe  défignée  par  l’éq  : a' y y — 2 abxxy  I0** 

— x’=o.  Elle  le  peut  réduire  à cette  forme  y— (b 

rty/  (b  b ax')') qui  fait  voir  que  chaque  abfcifle 

pofitive  a deux  ordonnées,  l’une  pofitive  (b  + y/  (bb 

Ffff  2 *x)) 
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Planche  XX  „ , . , . SNXX 

xxvi.  4xJ)  — , lautre  négative  (e  — v/C^  + ^x))  — , toutes 
44  <14 

deux  re'elles  à l’infini , & qui  donnent  les  deux  Branches 

infinies  AC , A c , dont  l’Afymptote  courbe  eft  la  Parabole 

indiquée  par  l’éq  : a,' y y = je* . Ces  deux  Branches  fe 

baifent  à l’Origine , & y font  une  demi-olculation  touchée 

par  l’Axe  des  abfciflês.  Quand  on  prend  x négative  ; les 

deux  valeurs  (_b±y/(bb-{-ax)')  — de  ^ , font  pofitives 

tant  qu’elles  font  réelles,  parce  que  %/Çbb  + 4x)  < 
\Jbb  y ou  b , lorfque  x eft  négative  : mais  ces  racines  de- 
viennent imaginaires,  quand  y/(bb+  ax  ) eft  imaginaire, 

b b 

quand  x négative  (iirpafle  — . Ainfi  Pordonne'e  B D de 

4 

b b 

l’abfoifle  négative  AB=: — — , eft  une  limite  qui  féparc 

les  ordonnées  réelles  des  imaginaires.  On  l’auroit  trou- 
vée également  par  la  Méthode  de  Maxtmis  [§.196], 
qui  donne  pour  le  Maximum  d’x  le  point  D,  dont  l’abf. 

b b b% 

cillé  A B = , & l’ordonnée  B D =^=  — , & pour 

4 '4 

le  Maximum  d 'y  le  point  d , dont  Pablciflè  db=:  — 

, & l’ordonnée  A b = — . Cette  partie  de  la 

25  a ’ i 125 or 

Courbe,  qui  tombe  dans  l’angle  des  abfciflês  négatives  & 

des  ordonnées  pofitives , confifte  donc  en  une  feuille  ou 

ou  fleuron  ADdA,  dont  les  Branches  font  à l’Origine 

un  demi  - Embraflêment , qui  avec  la  demi-Olculation  des 

Branches  infinies  CAc  forme  une  Ofculinflexion.  C’cft 

aulfi  ce  qu’on  trouvera  par  nos  Méthodes.  L’éq:  a' y y 

— 2abxly  — xs  = o mifo  fur  le  Tr:  anal:  a deux  dé- 

terminatrices  inferieures,  dont  l’une  donne  a'yy — 2abx'y 


Ch.XIU. 

§.  Aie. 
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Ch.XIIL  2 bxl  on  , . , 

f.tio.  = o , ou  jr— & l’autre  — 2abxy — x'  = o , 

o o o o o * 

O o O O O 
0 0*0 
* o o 
o o 

o o 


X 

ou  ) = — Tâb^  **  Y a donc  deux  Séries;  l’une,  dont 
2 y 

le  premier  terme  eft  — x1 , exprime  les  Branches  C A d ; 

a a 


l’autre,  dont  le  premier  terme  eft  — j^x’  » défigne  les 

Branches  c A D : & ces  quatre  Branches  forment  t’Olcu- 
linflexion , qu’on  voit  à l’Origine  [ci-deflus  111.  g ]. 

Exemple  I.  La  Courbe  repréfcntce  par  l’éq  : 
xs  -4-  bx * — a'yy  = o , confifte  en  deux  Branches  infinies 
AD , A d , qui  le  baifent  à l’Origine  A où  elles  ont  l’Axe 
des  ablciftcs  pour  Tangente  commune , & de  là  s’e'ten- 
dent  à l’infini  du  côté  pofitif,  ayant  pour  Afymptotc  la 
Parabole  défignée  par  l’éq  : a'yy  = x’ . Mais  ces  Bran- 
ches continuées  du  côte'  négatif  , y forment  une  Ovale 
ou  Poire  AFBfA.  Car  en  donnant  à l’e'quation  cette 
x*  x >~f~*  1} 

forme  y = et  — yj , on  voit  i °.  que  l’Axe  des  abf- 

cifles  eft  un  Diamètre , chaque  abfciflè  ayant  deux  ordon- 
nées égales,  une  pofitive  & une  nc'gative  ; 2°.  que  prenant 
l’abfcifle  x pofitive , l’ordonnée  y va  en  augmentant  à l’in- 
fini ; mais  g°.  que  prenant  x négative,  y devient  imagi- 
naire dès  que  x négative  furpaflè  b , parce  qu’alors  x + b 
■ ■ ' . Ffff  s eft 


Plakchi 

xxvl4 


Fig.  *oJ. 
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Planche  eft  une  grandeur  négative.  Ainfi  la  Courbe , de  ce  côté , Ch.xhl 
xx /i.  ne  s’étend  pas  au-delà  de  A B = 6.  Si  on  cherche  la 
nature  du  Point  qui  eft  à l’Origine  , on  trouvera  , en 
, mettant  l’éq  : x*  + bx* — a'yy=o  fur  le  Triang  : analyt  : 

o o o o o * 
o o o o * 
o o o o 
* o o 
o o 
o 

que  la  décerminatrice  inférieure  donne  bx* — a'yy=o , 
qui  le  décompofè  en  ces  deux  xx  — ayy/  — = o,  xx  4* 

a y ^ ~ = o , qui  indiquent  , pour  les  Paraboles  ofcula- 

trices , deux  P.'rabofes  ordinaires  , égales , adolTées  l’une 
contre  l’autre  de  part  & d’autre  de  l’Axe  des  abltifles  , 
qui  eft  leur  Tangente  commune.  En  examinant  cette 
Courbe  , on  trouvera  [ §.  175]  qu’elle  n’a  d’autre  Point 
multiple  que  celui  de  l’Origme,  mais  qu’elle  a [ §.  199  ] 
deux  inflexions  F , f , dont  i’ablcillè  commune  eft  A E = 

C -Î+ÎV'Î)*. 

Il  eft  clair  que  b diminuant,  la  Poire  AFBfA  diminue 
auffi,  & quelle  dilparoit  quand  b devient  icro.  Alors  les 
deux  Branches  D A , d A viennent  fe  terminer  en  A , qui 
de  Point  d’Ofculation  devient  Point  de  Rebrouflement. 

Mais  dans  ce  Point , l’Ovale , quoiqu’évanouïe  , conlèrve 
quelque  velTge  de  lès  deux  inflexions,  puilque  dans  l’éq: 
x*  — a'y'  — o i qu*  eft  celle  de  la  Courbe  , la  double 
racine  |^  = o]  du  fécond  Rang  eft  cenfëe  divifèr  le  troi- 
fiime  & quatrième  Rang,  qui  manquent.  C’cft-là  le  Point 
que  nous  avons  nommé  [ci-dclTus  111,  $ ] Point  de  Re- 
bioulTemcnt  à double  inflexion. 

- Exem  - 
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Exemple  II  On  trouve  dans  les  Courbes  re-  ^xvr* 
préfentées  par  l’éq  : c*yy  — {a  + b')  c'x'y  4*  abx*  — c'x'y ' flg.  10*. 
= o des  Points  d’Olculation , de  Rcbrouflcment  en  Bec  , *• 

& d’EmbralTement , formés  par  le  contaéï  de  deux  Para-  i'3'4' 
boles  cubiques  [ci-dellus  111,  4].  Ces  Courbes  ont  [§§. 

139. 142]  deux  Afyœptotcs,  l’une  Droite,  qui  eft  l’ordonnée 
CBc  de  i’abicifte  AB==r  , défignée  par  l’e'q  : c6yy — 
c'x'y' = o,  ou  c'  =x’ , foit  x=f  ; l’autre  curviligne, 
qui  eft  la  Parabole  femicubiquc  f A g , indiquée  par  l’éq  : 

1.  fljy 

abx6 — c'x'y'  = o J ou  yy  = -,  x*.  Si  on  cherche  les 

Max'tma  [§.  196],  on  trouvera,  pour  ceux  de  x,  l’éq:  . 

x*  =zc'  [ qui  ne  de'ligne  que  l’Afvmptote  Ce  ] & l’e'q  : ** 

c^a  — b)' 


4-ab 

l’abfciftè  Ah  rz — ctJ 


- .'/(* — bX 


qui  marque  que  le  Point  H dont 

,,{  , , i 

& l’ordonnée  Hh  = — 


4 * 


b 


f • £ y 

—  tt*  eft  un  Maximum  de  x.  Pour  ceux  de  y, 

2 (<*  + b)  _ ' 

on  trouve  les  Points  E,  I,  qui  ont  pour  ablcifles  x = 
* a -4-  h * a *+•  b 

“/<2  + -^)  = Ae>  & J'='v'(  = -^76)  = Ai. 

& pour  ordonnées  y z=  — a — b — 2y/ab  = eE  , y = 

— a — b + 2y/ab—  il.  Enfin,  on  trouve  pour  le  Point 
qui  eft  à l’Origine  , l’éq:  c6  y1 — (a  -P  b ) c*x’y  -f-  a bx6 
= 0,  qui  le  décompolè  en  ces  deux  équations  c'y  — 
ax'  = 0 , c'y  — 6x'  = o,  qui  font  l’une  & l’autre  à la 
Parabole  cubique. 

Donc , fi  a Si  b font  de  même  ligne  , la  forme  de  I3 
Courbe  eft  à peu  près  telle  qu’on  la  voit  au  1 , corn- 
pofée  de  deux  parties  détachées , dont  l’une  d E G a deux 
Branches  infinies,  une  hyperbolique  Ed  & une  paraboli- 
que 
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Plaiic»!  que  E G ; & dont  l’autre  D A I H A F a aufli  deux  Bran-  Ch.xiit. 
xxvi.  ches  infinies , une  hyperbolique  AD  & une  parabolique  AF,  *»«• 
& de  plus  un  Fleuron  A H 1 A , auquel  elles  lè  joignent  en. 

A par  un  F.mbraflment  avec  h flexion. 

Ce  Fleuron , dont  la  plus  grande  ablcilïè  eft  Ah  = 


à,ab 


, & la  plus  grande  ordonnée  il=:  — a 


— b + 2y/ab,  diminue  d’autant  plus  que  a & b apro- 
chent  plus  de  l'égalité  ; il  difparoit  quand  ces  deux  gran- 
deurs font  égales , & alors  la  Courbe  [n°.  2]  a un  Bec  à 
l’Origine. 

Mais,  quand  les  lignes  de  a & de  b font  différents,  la 
forme  de  la  Courbe  change  entièrement  [ w°.  3 ].  Elle  con- 
fcrve  l’Alymptote  droite  Cbc,  ordonnée  de  l’ablciflê  AB 
= f ; mais  la  Parabole  (cmi-cubique  fAg,  qui  eft  l’Alÿm- 
ptote  courbe , pafle  du  côte  des  ablcidês  négatives , fon 

paramétre  —y  étant  devenu  négatif!  Alors  la  Courbe  n’a 

plus  de  Fleuron , mais  elle  conlèrve  fes  quatre  Branches 
infinies,  deux  hyperboliques  AHD,  Ad,  & deux  parabo- 
liques AF,  AG.  Les  Minima  des  ordonnées  difparoif. 

j ^ _i~  y 

fent , parce  que  leurs  abfciffes  x—y/(^2^-r—L  ) font 

y a b 

imaginaires,  >Jab  étant  imaginaire  quand  a & b ont  difi. 
férents  figues.  Le  Maximum  des  abiciffes  fubfifte  au  point 

H,  dont  l’ordonnée  hH  = — — — 


Ah  = 


*(  a 

-<v 


■ by 


4<ï  b 


— — — j-t-  , & l’ablcifiè 
Mais  cette  ordonnée  devient  in- 


finie, & l’abfciffe  fe  réduit  à c , quand  a — — b.  Alors 
aufli  la  Branche  AHD,  qui  coupoit  l’Alymptote  C B & 
paffoit  au  - delà , l’accompagne  (ans  la  couper , comme  la 
Branche  Ad  [»°.4]. 

§.221. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


t 


Ca.XIII. 

§.  I1L 


DES  POINT  S TRIPLES.  601 


§.  221.  Des  Points  triples. 


PtANCHK 

XXVII. 


La  divifion  des  Points  triples  eft  fondée  for  les  mêmes 
Principes  que  celle  des  Points  doubles.  En  foppofânt  un 
Point  triple  à l’Origine»  la  Cale  de  la  Pointe  & celles  des 
deux  premiers  Rangs  font  vuides , en  forte  que  le  plus  bas 
Rang  de  l’e'quation  eft  le  troifiéme  g y'  4*  hxy1  + 4* 

lx'  [§.170],  qui , égalé  à zéro , fait  une  équation  du 
troifiéme  dégré , par  laquelle  on  déterminera  les  Tangentes 
du  Point  triple. 

I.  Si  lès  trois  racines  font  réelles  & inégales , c’eft  un 
Point  à trois  Tangentes.  Trois  Branches  s’y  croifent , & 
y font  des  Angles  finis,  mefurés  par  ceux  des  Tangentes. 
Ce  Point  lè  nomme  Point  triple  ef 'mterfeSion , ou  Double- 
Nœud  11  (è  divifo,  comme  le  fimple  Nœud  , par  les  Infle- 
xions & Serpentements  de  fos  Branches.  Il  peut  n’avoir 
point  d’inflexions;  il  peut  en  avoir  une,  deux,  ou  trois; 
& de  même  un , deux , ou  trois  Serpentements  ; ou  il  peut 
avoir  une  Inflexion , & un  ou  deux  Serpentements , ou 
deux  Inflexions  & un  Serpcntemcnt  : variétés  qui  le  mul- 
tiplient , quand  on  foppofe  une  triple  Inflexion , Scc. 

Le  Double -Nœud  (ans  Inflexion  peut  fe  trouver  dans 
les  Courbes  du  quatrième  Ordre  ; parce  que  la  Tangente  d’u- 
ne de  (es  Branches  n’eft  cenfoe  la  rencontrer  que  deux 
fois,  & chaque  autre  Branche  une  fois  : ce  qui  fait  et? 
tout  quatre  fois.  Mais  fi  une  Branche  eft  infléchie  au 
Point  de  foétion  , fa  Tangente  eft  cenfée  rencontrer  la 
Courbe  cinq  fois  : ce  Cas  ne  peut  donc  commencer  à 

avoir  lieu  que  dans  les  Courbes  du  cinquième  Ordre. 
Et  fi  l’une  des  Branches  ferpente,  fa  Tangente  eft  cenfée 
rencontrer  la  Courbe  fix  fois  : ce  qui  fuppofe  une  Cour- 
be au  moins  du  fixiéme  Ordre.  En  général , quand  une 
Branche  fubit  une  Inflexion  du  dégré  / , fa  Tangente  eft 

Introd.  à t Analyfe  des  Lignes  Courbes.  G g g g cen- 
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Flanche  cenfée  la  rencontrer  t ^ 2 fois , & les  deux  autres  Bran- 
XXYJL  ches  2 fois  -,  deforte  que  la  Courbe  qui  a un  Point  triple 
de  cette  forme  eft  au  moins  de  l'Ordre  /-f-  4. 

Ces  Formes  le  difeernent  en  examinant  combien  de 
Rangs  confecutifs , fupéricurs  au  rroifiéme , font  divifibles 
par  chaque  racine  de  l'eq  : gy'  HH  hxy1  + ixly  /x5  =0 
[ §.  1 86  J 

Ou , ce  qui  eft  encore  mieux , en  cherchant  le  fécond 
terme  des  Séries  que  donnent  ces  racines.  Si  l'expofant 
d’x  dans  ce  fécond  terme  eft  2 , la  Branche  n’a  aucune 
Inflexion  : fi  c'eft  j , ou  un  nombre  impair , elle  a une 
Inflexion  vifible  : fi  c’eft  4 , ou  un  nombre  pair  plus 
grand  que  2 , elle  (érpente.  De  plus  , le  ligne  de  ce  fé- 
cond terme  aprend  de  quel  côte  de  la  Tangente  tombe 
chaque  Brandie  [§.  204].  Voyez  ci-deflous  Ex.  I.  1. 

II.  Si  des  trois  racines  de  l’équation  tangentielle  deux 
font  imaginaires  ; il  ne  refie  qu’une  Tangente  au  Point 
triple.  Il  eft  formé  par  l’adhérence  d’un  Point  conjugué 
à une  Branche  de  la  Courbe  ce  qui  le  rend , à la  vue , 
fémblablç  à un  Point  fimplc.  On  en  a vu  un  Exemple 
cy-deflus  [§.220.  Ex.  II.  $ ].  On  peut  fe  lé  repréfenter 
comme  une  Ovale  infiniment  petite , touchée  ou  traverféc 
par  une  Branche  ; qui , dans  ce  Point  , peut  être  fans  In- 
flexion , ou  avec  Inflexion , ou  avec  Serpentement , &c. 
Et  ici , comme  dans  le  n\  préc.  fi  l’Inflexion  eft  du  dégré 
t. , la  Courbe  eft  au  moins  de  l’ordre  /►P4.  Voyez  d- 
deflous  Ex.  III. 

III.  Si  l’équation  tangentielle  a deux  racines  égales; 
le  Point  triple  n’a  que  deux  Tangentes , une  fimple  & une 
double  formée  par  la  coïncidence  de  deux  Tangentes.  Il 
y a donc , en  ce  Point , deux  Branches  de  meme  direc- 
tion traverfées  par  une  troifiéme  Branche  de  dire&ion  dif- 
férente, laquelle  Branche  peut  être  fans  Inflexion,  ou  avec 
loflcxion,  Serpentement  &c.  On  examinera  donc,  com- 
me 
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Ch.XIU.  me  au  §.  préc.  quelle  eft  la  nature  du  Point  double  que 
S- ttlm  forment  les  Branches  d’une  meme  direèfion  , & on  con- 
noitra  par-là  la  nature  du  Point  triple. 

1.  Si,  par  ex.  la  racine  double  du  troifiéme  Rang  ne 
divife  pas  le  quatrième  [ & ce  Cas  efi  le  feul  de  ceux  que 
nous  examinons  ici , qui  puiffe  avoir  lieu  dans  le  quatriè- 
me Ordre  des  Courbes  : autrement  l'équation  , divifible 
en  entier  par  cette  racine  , fcroit  réductible  ] ; alors  le 
Point  triple  [§.  220. 111.  1 ] efl  un  Rebrouffement  traverfé 
par  une  Branche  de  direction  différente,  laquelle  Branche 
ne  peut , dans  le  quatrième  Ordre  , avoir  d’inflexion , ni 
dans  le  cinquième  de  Serpentement  ou  d’inflexion  d’un 
degré  fupérieur  &c.  Voyez  ci-deflous  Ex.  7.3.4.  Ex.  IL 

2.  Si  la  racine  double  du  troifiéme  Rang  divife*  le  qua- 
triéme  & non  le  cinquième  ; 'le  Point  triple  confïfte  [ §. 

,220.  III.  2 ] en  une  Ofculation , réelle  ou  imaginaire,  un 
Embraflement , réel  ou  imaginaire  , ou  un  Bec  , traverfés  par 
une  Branche  de  direétion  différente,  laquelle  peut  être  (ans 
Inflexion  , ou  avec  Inflexion  , ou  avec  Serpentement , &c. 
Et  c’elt  dès  le  cinquième  Ordre  que  les  Courbes  font  fuf- 
ceptibles  de  ces  fortes  de  Points  triples , dont  on  décerne- 
ra la  nature  en  continuant  les  Séries  que  fourniffent  les 
deux  racines  de  l’équation  tangenticile  : calcul , dont  la 
Remarque  du  §.113  peut  fbuvent  dilpenfer  en  bonne 
partie.  Voyez  ci-deffous  Ex.  IV. 

3.  Mais  ce  n’eft  que  dans  le  fixiéme  Ordre,  qu  dans 
les  Ordres  fupérieurs , qu’un  Rebrouflement  à double  In- 
flexion, ou  une  Olculinflexion  [§.  220.  111. '3  J peut  être 
traverfee  par  une  Branche  de  dirc&ion  différente.  Voyez 
ci-deflous  Ex.  V. 

IV.  Enfin  fi  l’équation  g y'  4*  bxyy  -\-ixxy  +/x'  = o 

1 r 

11’a  qu’une  feule  racine  triple  y + x\J  1-=  o , foit  j,= 

Gggg  2 Ax 
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Aie  [ci  faifant,  pour  abréger,  A=. — y'  — ] > le  Point 

triple  efk  forme'  par  trois  Branches  qui  fe  touchent , & qui 
n’ont  qu’une  Tangente,  niais  triple,  c’dï-à-dire,  formée 
par  la  coïncidence  de  trois  Tangentes , & dont  l’cquation 
elt  y = Ax. 

On  connoitra  la  nature  de  ce  Point,  en  cherchant  le 
fécond  terme  de  la  Série  y=.Ax  4-  &c  ce  qui  fè  fait 
en  fubftituant  Ax  -p  u à y dans  l’équation  propofée.  On 
aura  une  transformée , dont  la  Pointe  reliera  vuide  , aulïi 
bien  que  les  deux  prémîers  Rangs , & trois  Cafés  du  troi- 
fiéme,  qui  n’aura  de  pleines  que  la  feule  Cale 

1 . Si , dans  le  quatrième  Rang  , la  Cale  x * eft  remplie, 
la  détertninatricc  traverfera  les  Cafés  «’ , x* , & donnera 

*000 
000 
o o 

O 

une  équation  cubique , dont  deux  racines  font  imaginaires; 

) J t 

la  troifie'me  étant  «==y'Bx4=r=xv/Æx.  La  triplicité  de 
ce  Point  eft  donc  invifible , on  ne  voit  qu’une  feule  Bran- 
che fans  Inflexion.  Mais  on  peut  fuppolèr  qu’il  réfulte  de 
l’évanouiflèment  d’une  double  Feuille,  devenue  infiniment 
petite.  Voyez  ci-deflous  Ex.  I.  2. 

Ce  premier  Point  triple  à Tangente  triple,  peut  con- 
venir aux  Courbes  du  quatrième  Ordre.  Les  fuivants  ne 
le  trouvent  que  fur  les  Courbes  des  Ordres  fupérieurs. 

2.  Si  la  racine  y — Axz=o  du  troifiéme  Rang  divife 
le  quatrième  & non  le  cinquième  ; il  faut  voir  fi  elle  divife 
ce  quatrième  Rang  une  ou  plufieurs  fois. 

1).  Si 
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Ch-Xiii.  i )•  Si  elle  ne  le  divifè  qu’une  fois , il  manque  au  qua-  p^nch* 
triéme  Rang  de  la  transforme'e  la  Café  x*  , mais  non  la  xxvn. 
Café  axl , & alors  il  y a deux  déterminatrices  inférieures, 
qui  donnent  u=^x\/Bx  & uzzzB'x1.  Les  Séries 

• ••••* 

• • • * o 

* * o o o 

o o o 

o o 
o 

y — Ax-^zxy/Bx  &c  , y=zAx  + B'xl  érc.  marquent  un 
Rebrouflement  [§.220.  III,  1]  traverfe'  par  une  Branche 
fans  Inflexion  , & fous  la  meme  direétion  que  celles  qui 
font  le  Rebroutfement.  Voyez  ci-deflous  Ex.  VL  1. 

2).  Si  la  racine^  — Ax  = o divife  plus  d’une  fois  le 
quatrième  Rang , il  manque  à ce  Rang , dans  la  transfor- 
mée, la  Cale  «x1  , & la  déterminatrice  paflant  par  les 


• ••00 

*000 
000 
o o 
o 

Cafés  u'  & x’ , donne  une  équation  cubique,  qui  a deux 

racines  imaginaires,  & une  réelle  t/  = y/Bx'  = x\iBxl. 

* 

La  Série  y=.Ax  + x\/Bxl  &c.  marque  une  Branche  avec  * 
Inflexion  [§.217]  ; mais  la  triplicité  du  Point  eft  invifi- 
ble.  On  la  peut  fuppolër  formée  par  l’évanouïflement 
d’une  Feuille.  Voyez  ci-deflous  Ex  VI.  2. 

Gggg  i-  Ces 
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6jC  des  points  triples. 

Ces  deux  fortes  de  Points  triples  peuvent  convenir  Ck.xiii. 
aux  Courbes  du  cinquième  Ordre.  Ceux  qui  fuivent  font  5- 
refervez  aux  Ordres  fupérieurs. 

j.  Quand  la  racine  triple  du  troifiéme  Rang , divife  le 
quatrième  & cinquième,  mais  non  le  fixiéme;  il  faut  dis- 
tinguer le  Cas , où  elle  ne  divilè  le  quatrième  Rang  qu’u- 
ne fois , de  celui  où  elle  le  divife  pluficurs  fois. 

1) .  Si  elle  ne  le  divife  qu’une  fois  , la  Café  #x'  relie 
pleine  dans  la  transformée  , qui  a deux  dèterminatrices , 
d’où  l’on  tire  les  équations  « = =±;xv/Bx  & « = £V.  Les 

• •••••* 

• • • • • o 

• • • * o 

*000 
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o 

• 

Séries  y=:Axd^xy/Bx&c.  y = Ax+B'x'  &c.  mar- 
quent un  Rebrouflèment  traverfé  , fous  une  meme  direc- 
tion , par  une  Branche  infléchie  au  Point  de  contaft. 

Voyez  ci-deflous  Kx.VII.  1. 

2) .  Si  la  racine  y — Ax~  o divilè  plus  d’une  fois  le 
quatrième  Rang  de  la  propoféc , la  Cale  u x‘  eft  vuidc 
dans  la  transformée  , dont  la  déterminatrice  inférieure  , 
pairant  par  les  Cales  , «'x‘ , «x4  , & x* , donne  une 
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équation  cubique,  dont  les  trois  racines  foient  e — Bx1, 
« = £V,«  = JSV. 

t)).  Deux  de  ccs  racines  peuvent,  être  imaginaires. 
Alors  on  n’a  qu’une  Série  y-=.Ax  + Bx1  &c , & le  Point 
triple  eft  forme  par  l’adhérence  d’un  Point  conjugué  à une 
Branche  fans  Inflexion.  Tel  eft,  en  particulier,  le  Cas  où 
les  deux  Calés  «’x1  & «x*  (ont  vuides.  Voyez  ci-deiïous 
Ex.  VII.  2. 

2)).  Si  les  trois  racines  Bx1  , B'x1 , B' V font  réelles 
& inégales  ; on  a trois  Séries , qui  ayant  le  même  premier 
terme  Ax>  marquent  trois  Branches  qui  (è  touchent  en 
un  même  Point  fans  Inflexion  ; foit  qu’elles  s’embraflent 
toutes  trois,  ce  qui  a lieu,  quand  B,  B1,  B " ont  un  mê- 
me figne  ; foit  qu’une  des  trois  baife  les  deux  autres , ce 
qui  a lieu  quand  une  des  grandeurs  B , B' , B"  a un  figne 
contraire  à celui  des  deux  autres. 

$)).  Si  de  ces  trois  racines  deux  font  égales,  la  troi- 
fiéme  défigne  une  Branche  fans  Inflexion  , qui  pafle  par 
un  Point  double  , de  même  direction  , indiqué  par  la  raci- 
ne double  , lequel  peut  être  un  Embraflèmcnt  , réel , ou 
imaginaire,  ou  demi-imaginaire,  c’eft-à-dire  un  Ribrouffc- 
ment  en  bec.  Ces  Cas  fe  déterminent  t & on  prouve  qu’il 
n’y  en  a pas  d’autres , par  une  fuite  de  raifonnemens  fem- 
blable  à celle  qui  a été  employée  au  préc.  III.  2. 

4)).  Enfin  , fi  ccs  trois  racines  font  égales  , on  ne 
peut  encore  rien  décider  fur  la  nature  du  Point  triple  : 
mais  il  faut,  dans  la  transformée  en  u & x,  lubflituer  Bxx 
à « ; ce  qui  donnera  une  fécondé  transfoim.ee  en  t 
& x , dont  la  déterminatrice , partant  de  la  Café  /’ , four- 
nira une  équation  cubique  , fur  laquelle  répétant  le  raî- 
fonnement  qu’on  vient  de  faire  , on  trouvera  toujours 
que  le  Point  triple  eft  , ou  un  En  braflerrert  de  trois 
Branches  , ou  un  Embraflèmcnt  imaginaire  traverfé  par 
uAe  Branche  de  même  dirc&ioo  , ou  un  Imbraflcment 
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Planche  demi  - imaginaire  , c’eft-à-dire , un  Bec  , traverfé  aufli  par  Ch.xtii. 
xxvii.  Une  Branche  de  même  direction.  Sur  tous  ces  Cas  , 
voyez  \'Ex.  VIIL 

EdaircifTons  la  nature  de  ces  Points  par  des  Exemples. 

Exemple  I.  I.  On  a déjà  vû  des  Points  triples 
d’interJèftion  aux  §.  170,  Ex.  III  y i-ji.Ex.II",  172;  175, 
iïg.107.  Ex.  IV \ 192  ; auxquels  nous  joindrons  celui  de  la  Cour- 
be défignéc  par  l’éq  : jy+4-x4 — 2ay'  -\-2bx'y  = o.  Elle 
cft  compoféc  de  trois  Feuilles  AB,  AD,  Ad,  qui  (è  réu- 
nifient à l’Origine  par  un  Double -Nœud,  où  le  croifcnt 
les  Branches  BAD , DAd,  dAB.  En  effet,  l’cquation  de 
.la  Courbe  étant  réduite  à cette  Forme  x=±\/(  — b y 
zxz y \/( bb  + 2ay — jrjr)),  on  voit  qu’elle  a quatre  raci- 
nes, defquelles , y étant  pofitive,  les  deux  ztyX — by  — 
y y/(bb+  2ay — yy ))  font  imaginaires,  ce  qui  eff  fous  le 
iigne  radical  étant  ou  négatif,  ou  imaginaîie,  lorfque  bb 
4<  2 a y — y y eff  négatif.  Mais  les  deux  autres  racines 
y/( — by  4*  y y/(  bb  + 2ay  — yy  ))  (ont  réelles  , fi  \/(bb 
2#y  — yy)s>by  ou  bb-\-  2ay — yy  > bb  , c’eff-à-dire, 

2ay — ÿy>  o,  ou  zay  > y y , foit  2 4 > y.  Par  confe- 
qûent , du  côté  des  ordonnées  pofuives , la  Courbe  a une 
feuille,  dont  la  longueur  eff  AB  — 2a.  Mais > étant  né- 
gative, les  quatre  valeurs  d’x,  zi=\'(by^zy  y/ (bb — 2 ay 
— yy))  font  toutes  quatre  réelles,  tant  que  V(bb — 2ay 
— "yy  ) eff  réelle  ; parce  que  b % ou  s/bb , lurpaffè  néceffài- 
rement  yj(bb — 2 ay — yy).  Or  cette  grandeur  eff  réelle, 
lorfque  lb  lùrpafie  2ay  ^yy,  ou  que  bb  4*  aa  > aa-y-  2 ay 
jfc  yy  , foit  y/^bb  + aa)  > a + y , ou  y < y/ ( bb  + a a ) 

— a.  Donc,  du  côté  des  ordonnées  négatives,  jufqu’à 
l’ordonnée  AC^=  \/( bb  4-  aa) — 4,  il  y a quatre  ablcit 
fes  x qui  forment  les  deux  Feuilles  AD,  Ad. 

Ainfi  l’Origine  A eff  un  Point  triple  d’interlèélion, 
jC’eff  aulfi  ce  que  montre  l'équation  .mi Je  .fur  le  ïr. aqnl. 

S’oit 
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Ch.xiii.  Son  plus  bas  Rang  donne  — îay'^zbx'y  — o,  qui  a trois 

/•  *»«.  , b b 

racines  yz=oty=+xy/~  , jy  = — XV~  • ^ pre- 
mière indique  une  Tangente  parallèle  aux  ablciflès  : c’eû 
• celle  de  la  Branche  dAD.  Les  deux  autres  montrent  des 
Tangentes  obliques  aux  coordonnées  : ce  font  celles  des 
Branches  B A d , B A D. 

Pour  lavoir  fi  ces  Branches  ont  quelque  Inflexion  & 
de  quel  côté  de  leurs  Tangentes  elles  tombent , on  cher- 
chera le  lècond  terme  des  Séries  y = o &c.  y = ■+* 
b b 

scy'—  érc.  y=~ — xy'  — &c.  Celui  de  la  prémiére  Série 

( & c’eft  proprement  fbn  pre'mier  terme , car  on  ne  comp- 
te pas  o pour  un  terme  ) eft  donné  par  la  déterminatrice 
inférieure  , qui  traverlè  les  Cales  xly  & x’  , donnant  l’éq: 

1 x* 

se’  4«  2bxly  =0  y ou  y = — -—y.  Ce  terme  indique  que 

la  Branche  dAD  eft  làns  Inflexion  , & qu’elle  tourne  là 
concavité  vers  les  ordonnées  négatives. 

* o o o * 

*0*0 
000 
o o 
o 

Pour  avoir  le  lècond  terme  des  deux  autres  Séries , on  fub- 
y 

ftituera  zfcxy'—  +«  à_y , dans  la  propofée  x*  — 

A 

2 *y' + 2 bxly=z  o,  & la  transformée  x* 

• J a a 

b » J 

Cx'u^-j  4*  — xxuu  zfc æxwV  — 4-*’—  ±bxlu=^6xu'}/ab 
a a 4 

Introd.  à P Analyfe  des  Lignes  Courbes.  H h h h —2  au 
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Planche 2 au' —o  mile  fur  le  Tr.  anal,  n’a  qu’une  déterminatrice  Cnxiti. 

XXVU  aa  + bb 

inferieure  utile,  qui  donne  — 4 bxxa-{ ^ = 0, 


* * * * * 
* * * O 

OOO 
O O 
O 


aa  »f>  bb 

oua=~^r 

&c.  y=. — xy/ 


aa-\-bb 


xx.  Les  Se'ries  y = + x y/--  41  ** 

b aa  A*  bb  , r . . 

— -J je  x &c.  font  voir  que  les 

a 4 aab 

Branches  BAd , BAD  tombent , par  raport  à leurs  Tangen- 
tes , du  côté  des  ordonnées  pofitives , de  manière  qu’elles 
n’ont  aucune  Inflexion  [ ci-deflus , I.  ]. 

2.  Si  dans  l’e'quation  propofee  on  fait  b = o,  elle  fè 
réduit  à ^+4-x4 — 2 ay'  =0.  Alors  l’ordonnée  AC 
*°7-  [^=^(44-4- — a]  devient  zéro,  aulfi  bien  que  fes 
abfcilîes  CD,  C d [ =£  vX — sb+b{**A?bb)')  ].  Les 
deux  Feuilles  AD,  Ad,  s’évanouiflent  , & les  Tangentes 
des  Branches  BAd  , BAD  [défignées  par  les  éq  : j=  + 

jcy/-  , y=  — x y/  — , que  la  fuppofition  de  b~o  réduit 

à y — — o , y — — 9 , (è  confondent  avec  l’Axe  des  ablcif- 

fès,  Tangente  de  la  Branche  dAD.  La  Courbe  (è  réduit 
donc  à une  Ample  Ovale  AB,  qui  garde  pourtant  à fon 
Origine  A des  veftiges  de  la  double  Feuille.  Car  cette 
Origine  eft  toujours  un  Point  triple  , puifque  dans  fon 
éq  : y*  4-  sC  — = o , le  plus  bas  Rang  eft  le  troifié- 

me.  La  Tangente  de  ce  Point  eft  donnée  par  l’équat  : 
— 2a)'  =0,  qui  a trois  racines  égales  y=  o , _y  = o, 
y=sO.  Et  comme  cette  racine  triple  du  troifiéme  Rang 

ne 
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Ch.XIiI.  ne  divifè  pas  le  quatrième  /*+x+,  la  triplicîte  de  ce  Point  Piamcm 
$. tu.  invifibie  [ci-deflus  IV.  i ].  xxvn. 

g.  Mais  fi,  dans  la  même  équation  y4+x4 — iaÿ  + to7> 
2bx1y  — ot  on  fuppolè  a—  o;  alors  AB  [2  4]  lè  réduit 
à rien  , & la  Feuille  A B A difparoit . L’ordonnée  A C 
[v^( <**+&&) — <*]  devient  égale  à b , aufli  bien  que  lès 
abfcifiès  CD,  Cd  [±)/(  — a b b \J (a a bb)  ) J.  La 

Courbe  n’a  plus  que  les  deux  Feuilles  AD,  Ad,  qui  lè  **?•  W 
joignent  en  A par  un  Point  triple  forme'  d’un  Rebrouflè- 
ment  dAD . traverfé  par  la  Branche  dABD  fous  une  autre 
direélion.  La  nature  de  ce  Point  lè  lit  dans  l’éq:/  + *+ 

2bx  y=o  , mife  fur  le  Tr.  anal.  Car  elle  y a deux  . 

*000* 

00*0 

000 

00 

o 

exterminatrices  inférieures,  qui  donnent,  l’une  2bxy  + x* 
x* 

= o , foit^»  = — , l’autre  2bx‘y  ^4=o  , foit 

±y  s/ — La  première  marque  une  Branche  làns  Infle- 
xion , touchée  par  l’Axe  des  abfciflès , & tournant  là  con- 
cavité du  cote'  des  ordonnées  négatives.  La  lèconde  indi- 
que deux  Branches  qui  font  un  Rebrouflcment  touché  par 
i’Axc  des  ordonnées  [ci-deflus  III.  1 ]. 

4.  Dans  cette  dernière  équation  , le  fimple  change- 
ment du  ligne  du  terme  x4,  lui  fait  rcprélcnter  une  Cour- 
be très  differente.  La  précédente  étoit  finie  r celle-ci  a F il(h 
quatre  Branches  infinies  & hyperboliques  , dont  les  Alymp- 
totes  le  croifent  au  point  B , extrémité  de  l’ordonnée  A B 
[§.  143].  L’Origine  eft  ici,  comme  dans  la 
H h h h 2 dernière 
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Planche  dernière  Courbe , un  Point  triple  formé  par  un  Rebroufïè- 

XXVII.  ment  tiaverfé  d’une*  Branche  Ibus  une  autre  direction  : 

mais  ici  c’eft  la  convexité  de  cette  Branche  qui  cft  tournée 

vers  le  Rebroulfcment , au  lieu  que  là  c’étoit  fa  concavité'. 

La  déterminatrice , qui  défigne  cette  Branche  , donnoit  là 

1 xl 

ici  elle  donne  y = ^—^.  C’eft  toute  la 


y==~7r 

différence  d«  ces  deux  Points. 


CH.xm. 
f.  Ul. 


Exemple  II  si  l’on  veut  un  RebroufTemcnt  tra- 
verfe' , fous  une  direction  différente  , par  une  Branche  in- 
fléchie, on  en  trouvera  un  Exemple  fort  Ample  dans  la 
ifc.  i h.  Courbe  qu’exprime  Péq  : y'  + ax* — bx  xy1  z=  o.  Elle 
confifle  en  une  Branche  infinie  CA,  infléchie  à l’Origine 
A , qui  forme  dans  l’Angle  des  coordonnées  pofitives  une 
Feuille  A D E A , puis  rebrouflànt  du  Point  A donne  une 
fécondé  Branche  infinie  A F G qui  fubit  en  F une  fécondé 
Inflexion.  Les  Branches  infinies  AC , AFG , font  parabo- 
liques & ont  pour  Afymptote  courbe  la  Parabole  cAg  défi- 
gnée  par  l’éq  : y'  -f-  ax^—o  [ §.  1 42].  Les  M*xima  de  la 
Feuille , font  les  Points  D , E , qui  ont  pour  ordonnées  Ad 

= —i  E z — , & pour  abfoifles  Dd  = 

2 d 625  a 

, Ac  = ^-10--  , [§•  *S><5 1 * S»  l’on  cherche 

8 a1  * 3125  a’  ^ J 

la  nature  du  Point  A on  trouvera  que  c’eft  un  Point  tri- 
ple , puifoue  le  plus  bas  Rang  de  l’équation  mite  fur  le 
Tr.  anal,  eft  le  troifiéme , qui  confifte  dans  le  feul  terme 
— bbocyy . Ce  terme  égalé  à zéro  a deux  racines , une 
Ample  x=o  & une  double  jt  = o.  Donc  l’Axe  des  or- 
données ne  touche  qu’une  Branche  de  la  Courbe  & l’Axe 
des  abfciflès  en  touche  deux.  Mais  puifque  la  racine  * 
= o , divife  le  quatrième  Rang  4 -ax* , & non  le  cinquiè- 
me 
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% 

Ck.xhl  me  y* , la  Branche  que  touche  l’Axe  des  ordonnées  fubit  Pi*nch« 
f.ui.  une  inflexion  au  Point  A [§.186].  C’eft  auflfi  ce  que  xxVIL 
marque  la  déterminatrice  qui  traverfe  les  Cales  xyx  & , 

y*  • .•  r . 

laquelle  donne  féq  : se=^;  au  lieu  que  celle  qui  paflè 

par  les  Cafés  xy*  & x* , & qui  donne  l’éq  : y—^s=-j^axy 

indique  un  Point  de  Rcbrouffemcnt  touché  par  l’Axe  des 
abfciffes  [ci - deffus  111.  1 ]. 

*00000 
o o o o * 

0*00 

000 

. . .00 

o 

Exemple  III.  L’éq  : y'  — byy  + x xy  + ^ = o ffr-  *** 

reprélente  une  Courbe  compofée  de  deux  Branches  para- 
boliques AB , AC , étendues  dans  les  angles  des  coordon- 
nées de  différents  Agnes , & touchées  à l'Origine  par  l’O- 
vale AD  qui  forme  avec  ces  Branches  une  Ofculirflexion . 

La  longueur  de  cette  Ovale  eft  AD  = b.  Ainfi  failànt 
"b  — o,  l'Ovale  dilparoit  & ne  conferve  que  fes  Branches 
infinies.  Mais  alors  l’Origine  eft  un  Point  triple  formé  par 
l’adhérence  d’un  Point  ou  d’une  Ovale  infiniment  petite  à 
une  Branche  infléchie.  Cela  eft  marqué  par  l’équation 
tangentielle  y'  + xly  = o qu’on  trouve  en  mettant  l’équa- 
tion fur  le  Triangle  anal.  Elle  aune  racine  réelle  j = o, 
qui  donne  pour  Tangente  l’Axe  des  abfciflès  , & deux 
imaginaires  y=±x  \J — 1 , qui  marquent  le  Point  adhé- 
rent [ci -deffus,  II  J.  Et  comme  la  racine  réelle  ^=0 
eft  cenfée  divifer  le  quatrième  Rang  qui  manque,  la  Bran- 

H h h h 3 che 
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Planche  chc  de  la  Courbe  fubit  une  Inflexion  à l’Origine.  C’eft  Ch.xTIL 
XXVII‘  aufli  ce  que  défigne  la  Série  qui  repréfente  cette  Branche  l,Ii 

5C  * 

[§.217].  Elle  commence  par  le  terme  — donné  par  la 
déterminatrice  qui  traverfe  les  Cafés  xly  & x\ 


o o o 0 0 * 

o o o o o 
* o * q 

000 


o o 


o 


Exemple  I V*  L’éq  : X!  — aj*+2  bx'y  ^acxy1 

r =0  repréfente  diverfcs  Courbes,  qui  ont  toutes  deux 
num.Lii!  Branches  paraboliques  AC,  DF  [§.  142]*  Mais  e**es 
in.iv.  fgrcnt  extrêmement  , près  de  l’Origine  A,  (clon  le  raport 
des  grandeurs  a , b , c . Si  on  cherche  la  Tangente  de  la 
Courbe  en  ce  Point-là , on  égalera  à zéro  le  plus  bas  Rang, 
qui  confifte  dans  le  feul  terme  aexy1 , & comme  cette  équa- 
tion a une  racine  fimple  x^=o  & une  double  y — «,0  , on 
conclurra  que  les  deux  Axes  font  Tangentes.  Mais  pour 
déterminer  la  nature  de  ce  Point  , on  mettra  I équation 
fur  le  Tr.  anal.  Elle  a deux  déterminatriecs  » dont  l’unp 

o o o o o * 

*00*0 

0*00 

000 


donne  l’éq  : = o,  ou  *=y  relative  à fa 

Branche  que  touche  l’Axe  des  ordonnées.  Elle  fait  voir 
n - que 
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Çh.xiii.  que  cette  Branche  eft  (ans  Inflexion  à l’Origine,  & qu’elle  planch* 
$.  ni.  tourne  (a  concavité  vers  les  ablciflès  pofitives  lorfque  c eft  xxvil. 
pofitif,  & vers  les  ablciflès  négatives  quand  c cfl  négatif. 

C’eft  la  Branche  BADE  [»°.l  <HV]  ou  BADE  [»°.  II  & 

111  ].  L’autre  de'tcrminatrice , relative  aux  Branches  que 
touche  l’Axe  des  ablciflès  , donne  Téq  : aexy1  + 2 bx'y  ►{< 
xs  =0  , ou  acy 1 zbx’y- f-  x4==o,  qui  a deux  racines. 

Si  ac>  bbt  ces  racines  font  imaginaires  , & les  Bran-  -, 
ches , que  devroit  toucher  l’Axe  des  ablciflès , le  réduilcnt  » 
à un  point  adhérant  à la  Branche  BADE  [»°.  1 }. 

Si  a c = b b , les  deux  racines  font  égales , & les  Bran- 
ches qu’elles  défignent  forment  un  Bec  E E f [ »°.  1 1 J tra- 
verfé  par  la  Branche  BADE.  C’cft  un  Bec  & non  un 
Embraffement  ; parce  qu’entre  la  détcrminatrice  , qui  pafle 

f>ar  les  termes  x^1 , x'y  & x’ , & (à  parallèle  qui  pafle  par 
es  termes  , ou  plutôt  par  le  terme  y * , du  fécond  Ordre , 
il  y a trois  intervalles  [ §.  1 1 3 & ci-deflus  III , 2 ] . 

Si  ac  eft  pofitif  & < bb>  les  racines  de  Péq  : acy'Jfzbx'y 
►px4=:  o font  inégales  & négatives.  Aînfi  les  deux  Branches 
qu’elles  défignent  tournent  leur  concavité  d’un  même  côté , 

Iç.  du  côté  des  ordonnées  négatives  , & forment  un  Embraf- 
fement ELDEAIF  traverfé  par  la  Branche  BADE  [«Mil]. 

Enfin,  fi  ac  eft  négatif,  les  racines  de  Péq  : acyz  + 
zbx'y  = o font  l’une  pofitive,  l’autre  négative.  Donc 
les  Branches  qu’elles  indiquent  ont  leurs  convexités  oppo- 
fées , & forment  une  Olculation  BA1C , EDLF , toujours 
traverfée  par  la  Branche  BADE  [ »°.  1 V ] . 

Ainfi  Péq  : *’  — ay*  4<  2 bx'y  + aexy1  — o fournit  des 
Exemples  de  tous  les  Points  triples  mentionés  ci-deflus  , 

»°.  1 1 1 , a. 

Cela  deviendroit  très-lènfible  par  la  réfolution  de  Péq: 
x’ — ay*  - f-  zbx'y  + acxy'—o  , fi  l’on  pouvoit  aifément  ré- 
foudre  une  équac:  du  4e,  ou  du  5e  degré.  Mais  on  pourra 

s’en 
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XX'/U, 


rig.  XI*. 

num.  I«, 

H*  4* 


• rr  /»./*.  c uzz  /*  C«m 

s’en  convaincre  auffi,  en  faïUnt  s= — & y— — , fup-  5.111. 

a 44 

pofitions  qui  transforment  l’équation  propofée  en  — 


au*z'  , 2&«V  . 

Il  ’T*  T 


acu'z' 


==  o , (oit  uu 


- — >4”  a -4*  <*  t 

AA 


A'  ~ A' 

— o,  laquelle  défigne  une  Courbe  du  quatrième  Ordre. 

Cette  Courbe  a deux  Branches  paraboliques  bc,  ef, 
dont  l’Alymptote  courbe  eft  la  Parabole  cubique  exprimée 

par  l’éq  : uu — : o , ou  «4w=z* , & deux  Bran- 

ches  hyperboliques  ba,  ed,  dont  l’Alymptote  droite  eft 
l’Axe  des  abfcifles  & l’Alÿmptote  courbe  l’Hyperbole 

^-4*^  = 0,  ou  «z*  =44C,  d’un  paramétre  po- 

A A 


fitif  quand  c eft  pofitif  [»°.  i , 2 , g ] & d’un  paramétré 
négatif  quand  t eft  négatif  [ »°.  4 ] . Cela  luffit  pour 
donner  quelque  idée  du  cours  de  cette  Courbe  ; furtout 
fi  on  ajoûte  qu’elle  rencontre  l’Axe  des  ordonnées  dans 
les  Points  indiquez  par  l’e'q  : uu+2bu  4«  ac  r=o  , à quoi 
le  réduit  fon  équation,  quand  on  fait  z=o.  Ainfi  la 
Courbe  ne  rencontre  point  l’Axe  des  ordonnées , lorfque 
aobb,  parce  qu’alors  [ 1 ] les  racines  de  l*éq:  uu  + 

o b u 4.  a c — r>  (ont  imaginaires.  La  Courbe  touche  cet 
Axe,  quand  ac  = bb,  ce  qui  rend  égales  les  racines  de 
cette  équation  [ n\  2 ] . La  Courbe  coupe  fôn  Axe  en 
deux  Points,  lorfque  ac<bbt  parce  qu’alors  l’éq  : uu  -*• 
2 bu  ^ ai  z=o  , a deux  racines  inégales  , & ces  deux 
Points  font  d’un  même  côté  de  l’Origine  [ w°.  3 ] , lorfque 
d c eft  pofitif,  les  deux  racines  étant  alors  de  meme  figne; 
au  lieu  que  ces  deux  Points  font  de  part  & d’autre  de 
l’Origine  [»\  4]  quand  ac  eft  négatif,  les  deux  racines 
ayant  alors  differents  figues. 

Cette 
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Ch.xiii.  Cette  Courbe  du  4e.  Ordre  étant  décrite  , on  décrira  Planché 
$•  l11*  par  (on  moyen  celle  du  5e.  Ordre  reprcfentée  par  l’éq  : XXVIL 
x1  — ay*  2bx'y  Hb  ° , en  prenant , fur  la  pre- 

mière , une  ablciile  quelconque  z Si  ton  ordonnée  « , & 

U z 

donnant,  pour  la  fécondé  , à l’abfcifle  *[= — ] l’ordon- 


née y[  = '^].  U feroit  facile  d’en  donner  une  Confi- 


ai 


tru&ion  géométrique  : mais  elle  n’eft  pas  nécetTairc  ici. 

Il  fuffit  de  voir  quelles  parties  de  la  Courbe  du  5e.  Ordre 

font  produites  par  les  divertès  parties  de  la  Courbe  du  *,jl 

quatrième. 

D’abord,  1°.  fi  celle-ci  ne  rencontre  point  l'Axe  desnl  tÿ.Ié 
ordonnées , la  Branche  infinie  a b produit  la  Branche  finie 
A B.  Car  fi  l’on  prend  z infinie , puifqu’à  l’infini  la  Bran- 
che a b fe  confond  avec  fon  Afymptote  courbe  dont  l’é- 


a 1 c. 


. p tiZ'Z  uZ  •*  -| 

quation  eft  = on  aura  y [=  -==  — =—] 


A ç • o r tl**  #*  u *+  v _ 

= — infiniment  petite,  & x = [—  = —===-—  =] 
x a aZZ  UZZ 


aa  aaz 

riz  u z! 


a'  c 


— infiniment  plus  petite  encore.  Donc,  au  point  de  la 


zz 


Branche  a b qui  eft  infiniment  éloigné  de  l’Origine  , ré- 
pond le  point  A fur  l’Origine  où  la  Courbe  touche  l’Axe 
des  ordonnées  , puifque  x eft  infiniment  plus  petite  que 
y.  Mais  , fi  l’on  prend  z finie , « le  fera  auifi  , & de 


meme 


x [ — Si  y [=*^].  Par  ex.  le  point  b du- 


uzz 


aa 


quel  l’ordonncc  bg  cd  — y/a  c,  Si  l’abfciftè  Og  — \/( 2aab 
►b  2 aayjac  ) , donne  le  point  B , dont  l’abfcifTe  A /3  ; 

j * C ( 2b^m2\/ AC'Ÿ ^ UC 

*J{2auJ?  2bc^ac')  Si  l’ordonnée  <3B  = \/ . 

Jntrod.  à PAnalyfe  des  Lignes  Courbes.  1 i i i Ainfi 
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planche  Ainfi  toute  la  Branche  infinie  a b ne  donne  que  la  Bran-  Ch.xul 
xxyil  che  finie  AB.  Mais  la  Branche  infinie  bc,  dont  les  abf-  S-  **‘- 
ciffes  & les  ordonnées  croifTent  à l’infini , produit  la  Bran- 
che infinie  B C , dont  les  coordonnées  vont  auflî  à l’in- 
fini. Il  en  eft  de  meme  des  Branches  DE,  EF  produites 
par  les  Branches  de,  ef  ; avec  cette  différence  que  les 
coordonnées  z & u des  Branches  de  , ef  étant  négatives» 

les  ablcifles  x[=^]  des  Branches  DE,  EF  (Iront  po- 

fitives,  & leurs  ordonnées  y [ = — ] négatives.  Ainfi  - 

dans  ce  ir.  Cas  la  Courbe  du  5e.  Ordre  CBADEF  n’a 
que  deux  Branches  infinies  ABC , DEF  qui  partent  toutes 
deux  de  l’Origine  A.  Ce  Point  A eft  pourtant  un  Point 
triple,  mais  (à  triplicité  eft  invifible» 

•.ad- il.  2°.  Si  la  Courbe  du  4e.  Ordre  touche  en  e fon  Axe 
des  ordonnées , les  Branches  abc  produifènt  , comme 
dans  le  Cas  précéd.  la  Branche  ABC.  Mais  la  Branche 
de  produit  une  Feuille  DEE.  Car  le  point  d infiniment 
éloigné  donne,  comme  ci-deffus , le  point  D où  la  Cour- 
be touche  l’Axe  des  ordonnées.  Et  le  Point  e , où  l’abfi- 
cifle  z eft  nulle,  ou  infiniment  petite , & l’ordonnée  u [Oe] 
finie,  donne  à la  Courbe  du  5e.  Ordre  une  abfciffè  x 

[=  — ] infiniment  petite  , & une  ordonnée  y [==  — ] 

infiniment  plus  petite.  Le  point  e donne  donc  un  Point 
E , où  la  Courbe  touche  l’Axe  des  abfciffès.  Ainfi  la 
Branche  infinie  de  produit  une  Feuille  DEE.  Et  la 
Branche  infinie  e f produilànt , comme  cy  - deffùs  , une 
Branche  infinie  EF  touchée  en  E par  l’Axe  des  ablcifies , 
la  Courbe  CBADEEF  a,  à l’Origine,  un  Point  triple 
oui  confifte  en  un  Bec  EE  F traverfé  par  la  Branche  BADE 
de  direction  différente. 

3®.  Si 
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c«.xia  j*.  Si  la  Courbe  abcdef  coupe  l’Axe  des  ordonnées 
§•  »**•  en  deux  points  i,  1,  d’un  même  côté  de  l’Origine  , on 
verra , comme  dans  les  Cas  precedents , que  les  Branches 
abc  produilènt  la  Branche  ABC , que  la  Branche  d i pro- 
duit la  Feuille  DEI  , & que  la  Branche  I F produit  la 
Branche  infinie  L F.  Mais  l’arc  i e 1 produit  un  Fleuron 
IAEDL.  Car  les  points  i,l , dont  les  ablciflès  font  infini- 
ment petites  & les  ordonnées  finies,  donnent,  comme  ci- 
deflus , les  points  1 , L , dont  les  ablciflès  font  infiniment 
petites , & les  ordonnées  infiniment  plus  petites  ; c’eft-à- 
dire,  des  Points  où  la  Courbe  touche,  à l’Origine,  l’Axe 
des  ablciflès.  Et  les  autres  Points  , comme  e , dont  l’abfi- 
ciflè  z [Oh J eft  pofitive,  & l’ordonnée  a[he]  négative» 

donnent  des  Points  E,  dont  l’ablcifle  *[—  — "I  & l’or- 

l a j 

HT*!» 

donnée  = — ] font  négatives,  ce  qui  produit  le  Fleu- 
ron IAEDL.  Ainfi  l’Origine  de  la  Courbe  CBADELDEAIF 
eft  un  Point  triple , qui  confifte  en  un  Embraflfement  tra- 
verfé  par  une  Branche  de  direâion  différente. 

40.  Enfin,  fi  la  Courbe  abcdef  coupe  l’Axe  des  or- 
données de  part  & d’autre  de  l’Origine  O , la  Courbe 
CIABI  LEDLF  a,  à l’Origine  , un  Point  triple  formé  par  une 
Ofculation  traverlèe  par  une  Branche  de  dire&ion  diffé- 
rente. Car  les  mêmes  raifons  que  ci-deflus  font  voir  que 
les  Branches  infinies  i c , If,  produilènt  les  Branches  infi- 
nies IC,  LF  , & que  les  Branches  infinies  abi,  led, 
produilènt  les  Feuiftes  ABI,  LED. 

Exemple  On  trouve  une  Ofoulinflexion  tra- 
verfée  par  une  Branche  de  direction  différente  dans  la 
Courbe  que  repréfente  l’éq  : x‘  •+>  aay*  + aax'y  4*  a'xyy 
= 0.  En  la  mettant  lur  le  Tr.  anal,  elle  a trois  détermi- 
natriccs  inférieures  , qui  donnent  ces  trois  équations  , 


Plancmi 
XXVII. 
Fig.  113. 
nu m.  3. 

& III. 


num.  4, 

& IV. 


Fig.  l T4. 
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a'y*  + a'xyy=:  o , a'xyy  Hh  axx'y  ==  o , 


o,  ou  x— — ^ , y== — ~ , & y 

a a 


roc 


o o o o o o * 


000000 


*00*0 


O * o.  o 


000 


o o 


o 


première  marque  une  Branche  fans  Inflexion  BAHG , tou- 
che'e  par  l’Axe  des  ordonnées  & tournant  fa  concavité 
vers  les  abfcilîes  négatives.  La  fécondé  indique  une  Bran- 
che , aufli  fans  Inflexion  , G H F E , touchée  par  l’Axe  des 
abfcifles , & tournant  fa  concavité  vers  les  ordonnées  né- 
gatives. Et  la  troifiéme  défigne  une  Branche  infléchie 
BCDE>  touchée  aulfi  par  l’Axe  des  ablciflès.  Ces  trois 
Branches  forment  ainfi  une  Olculinflexion  traverfée  par 
une  Branche  de  dire&ion  différente.  [ ci-deflus  III.  5 ]. 

On  s’afllirera  que  ces  Branches  ont  bien  la  pofition  in- 
diquée par  les  équations  des  déterminatrices , en  analyfant 
l’équation  de  cette  Courbe  de  la  même  manière  qui  a été 

' ^2  t4%Tê 

employée  dans  l’Ex.  préc.  Si  on  fiibftituë  ~ a xf  & — — 

à y dans  la  propofée  x‘  HH  oay'+aax’y  +*ixyy==o-y  on 
la  transformera  en  «’z  + «z5  -F,<*,«+^4=o , qui  repré- 
fente une  Courbe  du  4e.  Ordre  [»°.  i~\  , laquelle  a qua- 
tre Branches  hyperboliques  [§.  138].  Deux  ba,  efgh 
ont  pour'  Afymptote  droite  l’Axe  des  abfciflès , & pour 
Alÿmptote  courbe  l’Hyperbole  dont  l’éq  : eft  uz’yfa* 

= 0,  ou  «= — —, k.  Deux  autres  bc,  ed  ont  pour 

--  a 

Afymp- 
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Cm.xiïi.  Afymptote  droite  l’Axe  des  ordonnées,  & pour  Alymptote  plakcmî 
5.  su.  courbe  l’Hyperbole  défignée  par  l’éq  : u'z>i<aiu=  o,  X3tv11, 

ou  z = — Ainfi  la  Courbe  a,  à peu  près,  la  figure 

qu’on  voit  ici  [ »°.  2].  Son  ordonnée  primitive  Of  e(l 
— a.  Et  le  Maximum  e des  abfcifies  eft  déterminé  par 
l’abfciflc  Oi,  racine  de  l’e'q:  4(z’  +a'  ),  + 284,z  = o , 

& par  l’ordonnée  ie  = 7-7-; — 7-. 

Cette  Courbe  [ n°.  2 ] 1ère  à décrire  l’autre  [ n°.  1 ] , 
en  prenant  dans  la  première  une  abfcifTe  quelconque  z & 
fon  ordonnée  u , & donnant , pour  la  fécondé , à l’abf- 

ciiTe  xf  = — 1 une  ordonnée  y [=— 7"l.  Sans  entrer 
l a j y l aa  j 

ici  dans  un  détail , qui  fèroit  iuperfiu  après  ce  qui  a été 
dit  dans  l’Ex.  préc.  il  fuffira  de  remarquer  que  la  Branche 
abc,  infinie  de  part  & d’autre,  produit  la  Feuille  ABC, 
qui  touche  , au  Point  A , les  deux  Axes  : que  la  Branche 
infinie  def  produit  le  Fleuron  DEF  , dont  les  deux 
Branches  touchent , au  Point  A , PAxe  des  abfcifies  : & 
que  la  Branche  infinie  f g h produit  la  Feuille  FGH , qui 
touche  les  deux  Axes  au  Point  A.  La  Courbe  entière 
cft  donc  compofëe  de  trois  Feuilles  ABC,  DEF,  FGH, 
ou  de  trois  Branches  B AHG  , GHDE , & EFACB , qui  for- 
ment à l’Origine  une  Ofculinflexion  traverfée  par  une 
Branche  de  direction  différente. 

Voici  maintenant  des  Exemples  de  Points  triples  dont 
les  trois  Branches  ont  au  Point  de  contaû  une  même 
direction.  Et  d’abord, 

Exemple  V^I.  t.  Un  RebrouflTement  DAE,  touché  Fig.  »ïj. 
par  une  Branche  BAC  , (ë  voit  à l’Origine  de  la  Courbe 
repréfèntée  par  l’e'q:  aaf — bx'y  = o.  Son  cours 

I i i i 3 confite 
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Planche  confiftc  en  une  Branche  BAC,  qui  étendue  à l'infini  dans  Ch.xiii. 
xxvn.  |>ang|c  des  abfcifTes  négatives  & des  ordonnées  pofitives  , *»»• 

touche  à l’Origine  A l’Axe  des  abfciflês  , forme  dans 
l’angle  des  coordonnées  pofitives  un  Fleuron  A CDA  & 
revient  toucher  l’Axe  des  abfciflês  en  A , d’où  rebroufTant 
en  AE,  elle  fe  jette  à l’infini  dans  l’angle  des  abfcifTes 
pofitives  & des  ordonnées  négatives.  L’Afymptote  des 
. Branches  infinies  eft  la  Parabole  a' y'  ►pxs===o.  Les 
Points  principaux  (ont  , le  Maximum  C des  abfcifTes , 


qui  a pour  abfciflè  A c=  ~~i  > 


& pour  ordonnée  cC 


108  b' 
J1254 


4 ; le  Maximum  D des  ordonnées , qui  a pour 


abfciflê  Dd  = . & pour  ordonnée  Ad  = -^— , ; mais 

241a*  r 27  a‘ 

fur-tout  l’Origine  A qui  eft  un  Point  triple , dont  les  trois 
Branches  font  touchées  par  l’Axe  des  abfciflês.  Car  les 
Tangentes  font  données  par  l’équation  du  plus  bas  Rang 
a'y*  =0,  qui  n’a  qu’une  racine  triple  ^ = 0.  Et  com- 
me cette  racine  divifê , mais  une  fcule  fois , le  quatrième 
Rang  ^x’j'/fàns  divilêr  le  cinquième  xs , on  conclurra 
[ci-deflus  IV,  2,  1)]  que  ce  Point  A eft  un  Rebrouflc- 
mcnt  D A E , touché , ou  traverfé  par  une  Branche  BAC 
de  même  direction. 

C’eft  aufti  ce  qu’on  voit  bien  clairement  en  mettant 
l’équation  fur  le  Tr.  anal.  Car  elle  a deux  déterminatrÎT 


00000* 

000*0 
* o o o 
000 
o o 
o 

ces 
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c«Jtm.  ces  inférieures , qui  donnent  les  éq  : a1  y'  — bx'y  — o , 

L it  1 • v V “ 

ou)  = ±-  \/&*  > & — bx'y  =:o  , ou  y ~ — , 

J A b 

dont  la  prémiére  défigne  le  RebroulTement , & la  féconde 
la  Branche  qui  le  touche. 

2.  Si  dans  cette  équation,  on  fait  b—  o,  le  Fleuron 
AC  DA  s’évanouît  & la  Courbe  eft  réduite  à une  Parabole 


Pt-AKCIW 
XXV  IL 


dont  l’éq  : eft  a1  y1  + x’  = o , qui , pour  la  Figure  , ref. 
femble  aflez  à la  Parabole  cubique  ; mais  qui  porte  à l’O- 
rigine un  Point  triple,  vertige  du  Fleuron  qui  a difparu. 
Sa  Tangente  en  ce  Point  eft  déterminée  par  l’éq  : *xy'=  o, 
dont  la  racine  triple  y = o eft  cenfe'e  divilèr  , tant  de  fois 
qu’on  voudra  , le  quatrième  Rang  qui  manque  [ ci-deflùs 
IV,  2,  2)1. 


Exemple  V JL  L’éq  : x4  + 2aax'y b* y'  = o fy.  xl4, 

repre'fente  une  Courbe  qui  a du  raport  avec  la  précéden- 
te. On  peut  commencer  fon  cours  par  la  Branche  infinie 
B A , oui  étendue  dans  l’angle  des  abfciflès  négatives  & 
des  ordonnées  pofitives  vient  à l’Origine  toucher  & cou- 
per l’Axe  des  abfciflès  : infléchie  en  ce  point , elle  parte 
dans  l’angle  oppofé  & y forme  le  Fleuron  ACDA  , qui 
la  ramène  à l’Origine,  où  touchant  de  nouveau  l’Axe  des 
abfciflès , elle  rebrouflè  , & pouflè  dans  l’angle  des  coor- 
données pofitives  une  Branche  infinie  AE.  Ce  cours  de 

la  Courbe  eft  rendu  manifefte  en  réfolvant  fon  équation 

) v 

& lui  donnant  cette  forme  x— v^( aay  y'  ( a*  *+> 

b' y )).  Car  on  voit  que , y étant  pofitive , x a deux  va- 

J 

leurs,  une  pofitive  y/( — *ày+yV(**  + b'y  ))  & une 

I 

négative  VC — aay — y V(**  4-  ^’y))  » qui  croiflènt  tou- 
tes deux  à l’infini  & donnent  les  Branches  infinies  A E , 

AB.  Mais  , y étant  négative  , les  valeurs  d’x  ne  font 

réelles. 


. v 
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réelles , qu’autant  que  a*  b' y eft  pofitive  , c’eft-à-dire  , Ch.xitt. 

jufqu’à  l’ordonnée  A d [ y ] = — ^ . Dans  cet  interval- 
le elles  font  toutes  deux  pofitives  & donnent  le  Fleuron 
A C D A , dont  les  Maxima  D , C font  déterminés  par 

leurs  ordonnées  A d sss  — -g\  , c C — > & par 


leurs  abfcilTes  dD  = ^,  Ac  = ^.  Ainfi  le  Point 

triple  de  l’Origine  eft  un  Rebrouflèment  DAE  touché  par 
une  Branche  infléchie  BAC.  m 

C’efl  aulfl  ce  qu’on  peut  conclure  de  nos  Principes. 
Car  l’équation  du  plus  bas  Rang  b'y*  = o,  na  qu  une 
racine,  mais  triple, ^=o.  Donc  à ce  Point;  il  ny  a 
qu’une  Tangente  pour  les  trois  Branches  de  la  Courbe  » 
& cette  Tangente  eft  l’Axe  des  ablciflcs.  La  racine  triple 
divifant,  une  feule  fois,  le  quatrième  Rang  zaax'y,  &C 
divifant  aulfi , ou  étant  cenfée  divifer , le  cinquième  Rang 
qui  manque , mais  non  pas  le  fixiéme  Rang  x ; le  Point 
triple  doit  être  un  Rebrouifement  traverfé  par  une  Bran- 
che infléchie  [ci  - delfus  IV,  g , 0 ]• 

Mais  on  le  voit  encore  mieux  en  mettant  I équation 
fur  le  Tr.  anal.  Elle  a deux  déterminatnccs  inférieures 
qui  donnent  les  éq  : — b'y%  4*  iaax'y  = o , ou  ^== 

±"v/p&  2 MX' y + xs  = o,  ou  y =—  dont 

la  prémiérc  marque  le  Rebrouflèment  & la  fécondé  la 
Branche  infléchie  qui  le  touche. 

O o o o o o * 

o o o o o o 
0 0 0 *0 


* o o o 
&c. 
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Exemple  VIII.  Les  Courbes  que  défigne  l’éq  ; PtANCHt 
se’)f1=  ay'  + bxlyx  *)?cx*y+  dx 4 fourniflènt  des  Exemples  ^/1I,I7L 
de  tous  les  Points  triples  dont  ii  eft  queftion , ci-deflùs  ».  1.1. j. 
IV,  3,  2).  Qu’on  fubftituë  dans  cette  équation  xxu  à^,  4 
& qu’on  divife  la  transformée  par  x6 , on  aura  xuu  = 
att'^bu'^cu  + d,  équation  qui  reprélêntc  des  Cour- 
bes du  troifiéme  Ordre.  Elles  ont  quatre  Branches  hy- 
perboliques , dont  deux  b a , g h ont  pour  Alÿmptote 
courbe  l’Hyperbole  exprimée  par  l’éq:  xuu  — d [§.  158], 
ce  qui  fait  voir  qu’elles  embradènt  l’Axe  des  ablcifiès , qui 
eft  leur  Afymptote  droite,  fe  jettant  du  côté  négatif,  fi 
d eft  négative  [ »°.  1 , s > S ] *>  du  côté  pofitif , fi  d eft  po- 
fitive  [ 2 , 4 , 6 ].  Les  deux  autres  Branches  hyperbo- 

liques de,  g f , ont  pour  Alÿmptote  droite  l’Oblique  e f 
défignée  par  l’éq:  xz^av- f- £ , & pour  Alÿmptote  cour- 
be l’Hyperbole  ordinaire  [§.  143  ] . Ces  Courbes  ren- 
contrent leur  ordonnée  primitive  en  autant  de  points  que 
l’éq  : au'  bu 1 + dzzzz  o a de  racines.  Ce  qui  fait 

fix  Cas  principaux. 

1 °.  Celui  où  les  trois  racines  lont  réelles  , inégales  & num-  *• 
de  même  figne  : alors  les  trois  points  b , c , d , où  la 
Courbe  coupe  l’Axe  des  ordonnées  , font  d’un  meme 
côté  de  l’Origine. 

2°.  Celui  où  ces  trois  racines  étant  réelles  & inégales,  Hum’  l’ 
il  y en  a une  d’un  ligne  & deux  d’un  autre  ligne  : alors , 
des  trois  points  b , d , g , il  y en  a un  d’un  coté  de  l’O- 
rigine , & deux  de  l’autre. 

$°.  Celui  où  il  y a deux  racines  réelles  & égales,  & *• 

une  troifiéme  réelle  de  même  figne  : dans  ce  cas , la  Cour- 
be touche  l’Axe  des  ordonnées  en  d , & le  coupe  du 
même  côté  de  l’Origine  en  b. 

4°.  Celui  où  la  troifiéme  racine  a un  figne  différent  num • <• 
de  celui  des  racines  égales:  alors  la  Couibe  touche  l’Axe 

Introd.  à PAnalyfe  des  Lignes  Coxrbes.  K k k k des 
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Flanche  des  ordonnées  d’un  côté  en  b , & le  coupe  d’un  autre  côté  Ch.xïii. 
xxvih.  de  l’Origine  en  g.  5‘  l*‘- 

5°.  Celui  où  les  trois  racines  font  égales  : alors  la 
Courbe  touche  & coupe  l’Axe  en  un  même  Point  bd  , 
qui  cil  un  Point  d’inflexion. 

6°.  Celui  où  il  n’y  a qu’une  racine  réelle  & deux  ima- 
ginaires ; en  ce  cas  la  Courbe  ne  coupe  qu’en  un  Point  g 
l’Axe  des  ordonnées. 


Hfim.  f. 


num.  6. 


]e  pafle  fous  filcnce  quelques  variétés  , qui  pourroient 
fubdiviier  ces  Cas,  mais  qui  ne  font  pas  eflèntielles. 

On  peut,  par  le  moyen  de  ces  Courbes  du  jc.  Or- 
dre, décrire  géométriquement  celles  du  6e.  que  définit  l’éq: 
x’y1  = ay ' +bx'y1  4-  cx*y  dx ‘ , en  prenant,  fur  les  pré- 

miéres , une  ablciflè  quelconque  x & fon  ordonnée  « , & 
donnant , pour  les  autres , à la  même  abfcifle  x une  or- 
donnée y [ = xx*  ] . 

b.i.  &l.  La  Courbe  abede  fgh  produit  la  Courbe  ABBCCDE  FGH. 
Les  Branches  hyperboliques  b a , g h donnent  des  Bran- 
ches paraboliques  BA,  GH,  afymptotes  de  la  Parabole 
femi-cubique  «B»,  dont  l’éq  : ci\yy  = dx' , ou  y = ^=- 
x^dx.  Car  l’abfcifle  * des  points  a,  h étant  fuppofée 

infinie  , leur  ordonnée  « [ = ] eft  infiniment  petite  ; 

mais  l’ordonnée^»  des  points  A,  H cft  [xxa  = xxy/  — ] 

— xy/dx.  Les  Branches  hyperboliques  de,  gf  donnent 
les  Branches  paraboliques  DE,  GF,  alÿmptotes  de  la  Pa- 

Z 

rabole  cubique  iBp,  dontl’éq:  eft  —•  Car  l’abf- 
eifle  x des  points  e , f étant  prilè  infinie , pofitive  ou  né- 
gative , leur  ordonnée  « [ = — ] eft  aufli  infinie  du  même 

figne  : 
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figne:  mais  l’ordonnée  y des  points  E,  F eft  [jexw=]  . xxvîff. 

Ainfi  les  quatre  Branches  hyperboliques  de  la  Courbe  n°.  t,g' 1,7 
1 , produilènt  les  quatre  Branches  paraboliques  de  la 
Courbe  «°.  1 . Mais  les  deux  arcs , qui  font  entre  b c , 

& cd,  produifent  les  Fleurons  BBC,  CCD,  dont  les 
Branches  touchent  l’Axe  des  ablciflès  à l’Origine  ; parce 
qu’à  l’abfciflè  x infiniment  petite  des  points  b , c , d , ré- 
pondent des  ordonnées  u finies  Ob,  Oc,  Od  : mais  à 
une  pareille  ablcifle , dans  l’autre  Courbe  , répondent  des 
ordonnées  y [ = xxu  J infiniment  plus  petites  que  l’ablcifle 
x.  La  Courbe  produite  eft  donc  compofëe  de  quatre 
Branches  paraboliques  & de  deux  Fleurons. 

La  Courbe  abede  fgh  du  »°.  2 produit  la  Courbe 
ABCDE  FGH  du  »°.  1 1.  qui , avec  un  feul  Fleuron  BCD 
produit  par  l’arc  bed  , a quatre  Branches  paraboliques  , BA, 

GH,  DE,  GF  produites  par  les  Branches  hyperboliques 
ba,gh,  de,  gf.  Les  deux  prémie'rcs  ont  pour  Afymp- 
tote  courbe  la  Parabole  (êmi-cubique  «B»:  les  deux  der- 
nières la  Parabole  cubique  «B<p. 

La  Courbe  ABCDE  FGH  du  «°.  III , produite  par  la 
Courbe  abede  fgh  du  3 , a aulfi  quatre  Branches  pa- 
raboliques BA,  GH,  DE,  GF  produites  comme  dans  les 
Cas  precedents  & ayant  les  mêmes  Afymptotes.  A ces 
Branches  (è  joint  un  Fleuron  BCD  , produit  par  l’arc 
bcd. 

La  Courbe  ABE  FGH  [ »8.  IV  ] produite  par  la  Cour- 
bc  abe  fgh  [»°.  4]  n'a  point  de  Fleuron,  mais  feule- 
ment les  quatre  Branches  paraboliques , qui  paflènt  toutes 
quatre  par  l’Origine,  & y touchent  l’Axe  des  ablciflès. 

La  Courbe  ABE  FGH  du  «°.  V,  produite  par  la  «y&V- 
Courbe  abe  fgh  du  5,  eft  auffi  fans  Fleuron,  & a 
les  quatre  Branches  paraboliques  BA,GH,  DE,  GF  : 
mais  il  n’y  a que  la  ie.  & la  $e.  qui  paffent  par  l’Origine. 

Kkkk  2 U 
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11  en  eft  de  même  de  la  Courbe  ABE  FGH  du  »°.  VI , Gh.xtii. 
produite  par  la  Courbe  abc  fgh  du  a’.  6 , fi  ce  n’eft 
que  ce  font  les  Branches  GF.  GH  qui  paiTent  par  l’O- 
rigine. 

Ainfi  la  Courbe  du  a°.  I dégéne're  en  celle  du  111, 
quand  le  Fleuron  CCD  difparoit  , & celle-ci,  par  Téva- 
nouifiement  du  Fleuron  B CD  dévient  la  Courbe  du  a\ 

V.  De  même  la  Courbe  du  a°.  Il , le  change  en  celle  du 
n.  IV,  quand  le  Fleuron  B C D fe  réduit  à rien  , & la 
Courbe  du  a°.  IV  fe  transforme  en  celle  du  a\  VI,  quand 
le  Bec  ABE  fe  retire  & s’émouflè. 

Toutes  ces  Courbes  ont  à l’Origine  un  Point  triple. 

Celui  du  a".  1 eft  un  EmbraiTement  de  trois  Branches  : 
celui  du  a*.  II  un  Embrafiement  & Olculation  ; celui  des 
»°.  111  & IV  un  Bec  touché  par  une  Branche  qui  l’embrafi. 
le  ou  le  baile  : enfin  ceux  des  n°.  V & VI  n’ont  qu’une 
Branche , mais  on  peut  fuppofer  au  a°.  V les  Fleurons  du 
a".  1 devenus  infiniment  petits , & au  a°.  V 1 un  Point 
adhérent. 

Tout  cela  fe  lit  dans  l’e'q : x'yy  = ay*  4*  bx'y1  + cx*y 
4*  dx*  mile  fur  le  Tr.  anal.  Elle  a deux  de'terminatrices 

000000* 

000**0 
00*00 
* o o o 
000 
o o 
o 

fupérieures,  qui  donnent  les  e'q  : ay'  —x'y*  & x’y1  = 
x* 

ou  y = — y y = =i=  x \Jdx  y des  Paraboles  alym- 

ptotes  des  Branches  infinies.  Elle  a aufli  une  détermina- 

tricc 
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Ca.xTlI.  trîcc  inférieure  qui  donne  Péq  : ay'  4 bxxyy  4.  cx*y  4 dx* 
f»*11,  =0,  dont  les  racines  font  réelles  ou  imaginaires  , égales 
ou  inégales , de  même  ou  de  différents  fignes  , à l’imita- 
tion de  celles  de  l’éq  : au1  + buu  4 4 à = o , en  la- 

quelle elle  fé  transforme  par  la  fùbftitution  de  xxu  à y. 

C’eft  donc  ici  le  Cas  du  n°.  IV , j , 2 ) ci  - dcfllis , & 
pour  démêler  les  différents  Points  qu’il  renferme , il  faut 
chercher  le  fécond  terme  des  Séries  y =Bx  &c.  dont  le 
prémier  terme  eft  donné  par  l’éq:  ay'  4 bxlyy>\*cx*y-{- 
dx 4 =:  o . On  fubftituera  donc*  Bxx  4 u h y dans  la  pro- 
pofee,  & on  mettra  la  transformée  fur  le  Tr.  anal.  Le 
feul  terme  x'y*  remplira  les  Cafés  x'u1 , xs a & x7  [ 
105  ] : ma‘s  les  termes  y 1 , x'yy,  x*y , x 6 , qui  e'toient  fur 
la  déterminatrice  , laiflèront  vuides , ou  la  feule  Café  x* , 
ou  les  deux  x‘ , x*u , ou  les  trois  x6 , xV , x**1  ; félon 
que  Bxl  eft  une  racine  fimple  , double , ou  triple  de  l’éq  : 
ay'  4 bx'y1  4 cx*y  4 dxs  = o [ §.  107]. 

ooooo-oo* 
00000*0 
o o o * • o 

o o • o o 
*000 
000 
o o 
o 

Si  Bxx  eft  une  racine  fimple,  il  ne  manque  que  la 
Café  x‘,  & la  déterminatrice  inférieure  , partant  par  les 
Cafés  x*u  & x7,  donnera  *=Cx\ 

Si  Bxx  eft  une  racine  double,  il  manque  les  Cafés 
x 5 & x'u,  & la  déterminatrice  partant  par  les  Cafés  x‘«* 
& x7,  donnera  «==t\/Cx! z=d^x'y/Cx. 

Si  Bxx  eft  une  racine  triple,  il  manque  les  Calés  xs% 

Kkkk  j xV 
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Pi  anchb  x4«  & x’«*  : la  déterminatrice  pafle  par  les  Cafés  «’  & Ch.xhl 

x7,  & donne  « = \/Cx7  zrrxxy/Cx.  s 

Donc  fi  l’éq:  ay'  + b x'y1  + < *+JV  + dx*  = o a trois 
racines  inégales , on  a trois  Séries  y — Bxx  4<  Cx'  dre , 
y=  B'xx  + C'x'  &c  y y — B'jtx  + C'x*  &c  , gui  mar- 
quent un  Embraflêment  de  trois  Branches  [ n°.  I J , fi  B , 

È , B"  ont  le  même  figne  ; ou  un  Embrafletnent  & une 
Ofculation  [ »°.  1 1 ] , fi  le  figne  d’une  de  ces  trois  gran- 
deurs eft  different  de  celui  des  deux  autres. 

Si  l’éq:  ay ’ &c  ■=.  o a une  racine  fimple  8c  une  racine 
double,  les  Séries  (ont  y=Bxx  + Cx'  dre,  y — B'xx^- 
xVC'x  &Cyy  = Blxx — xVC'x  &c.  ce  qui  marque  un 
Rebrouffèment  en  Bec , embraffé  [ n°.  111  ] ou  baife'  [ »°. 

IV  ] par  une  autre  Branche , félon  que  B & B'  ont  un  mê- 
me ou  un  différent  figne. 

Si  l’éq  : ay1  &c  = o n’a  qu’une  racine  triple  , il  n’y  a 

qu’une  Série  y = Bxx  + xxÿ/Cx  &c  , les  deux  autres 
étant  imaginaires  : ce  qui  de'figne  une  Branche  réelle  avec 
un  Embraffement  imaginaire  [ »°.  V ] . 

Enfin  , fi  l’éq  : ay 1 ^bx'^y1  + c x*y  -f-  d x*  = o , n’a 
qu’une  racine  fimple , les  deux  autres  étant  imaginaires  ; 
on  n’a  qu’une  Série  y=Bxx  + Cx’  &c.  qui  marque  une 
feule  Branche  réelle  avec  un  Point  adhérent  [nc.  VI  J. 

Mais  en  voilà  bien  aflez  fur  les  Points  triples. 

li 

§.  222.  Des  Points  quadruples. 

Si  l’Origine  efi  prife  far  un  Point  quadruple , le  Rang 
le  plus  bas  de  l’équation  mife  fur  le  Triangle  analytique , 
eft  le  quatrième  my*  ^ nxy*  -y-oxly*  + px'y  q x* . Ce 
Rang  égalé  à iéro  donne  une  équation  du  4e.  degré , que 
nous  apellerons  E , & dont  les  racines  font  les  équations 
tangentielles  du  Point  quadruple.  Leurs  variétés  préfen- 
tent  huit  Cas. 

Cas  I. 
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CbXIIL  Cas  I.  Si  Péq  : E a (es  quatre  racir.es  réelles  & inéga-  Vianchr 
5-  *»*•  les  ; le  Point  quadruple  a quatre  Tangentes  & quatre  XXVIIL 
Branches  qui  le  croifent  à angles  finis , & forment  un 
Point  quadruple  d'interfePiion , un  Triple-  Nœud , ou  Double 
Point  de  Croix.  Ce  Point  peut  avoir  une  , deux , trois  , 
ou  quatre  Branches  avec  Inflexion  ou  Serpcntement  de 
tous  les  degrés.  Mais  fi  quelque  Branche  a une  Inflexion 
du  de'grc  t , la  Courbe  fera  au  moins  de  l’Ordre  /+5  , 
parce  que  la  Tangente  de  la  Branche  infléchie  eft  cenfée 
la  rencontrer  en  / HH  2 points , & les  trois  autres  Bran- 
ches en  3 points,  ce  qui  fait  /-+-  5 points.  Ainfi  dans  le 
cinquième  Ordre  aucune  Branche  d’un  Triple  - Nœud  ne 
peut  être  infléchie,  & dans  le  fixiéme  Ordre  aucune  ne 
peut  ferpenter.  Voyez  ci-deflous  Ex.  I,  1. 

Au  refte  ici , comme  dans  les  Points  doubles  & tri- 
ples , on  connoitra  de  quel  côté  chaque  Branche  tourne 
là  concavité  , en  cherchant  le  fécond  terme  de  la  Série 
qui  la  reprélènte , & dont  le  prémier  eft  donné  par  une 
racine  de  l’e'q  : E. 

Cas  II.  Si  des  quatre  racines  de  l’éq  : E,  deux  font 
imaginaires  & deux  réelles  inégales  ; celles-ci  défignent 
deux  Tangentes  & deux  Branches  qui  font  un  Point  de 
Croix,  & celles-là  marquent  un  Point  invifible  pofé  fur 
Pinterlè&ion  des  Branches  qui  fe  croifent , & dont  aucune 
ne  peut  être  infléchie  dans  le  cinquième  Ordre,  ni  (èr- 
penter  dans  le  fixiéme.  Voyez  Ex.  I.  2. 

Cas  III.  Mais  fi  les  quatre  racines  de  l’éq  : E font  ima- 
ginaires ; le  Peint  quadruple  eft  conjugué.  Voyez  Ex.  I.  3. 

Cas  IV.  Si  l’éq  : E a une  racine  double  & deux  {im- 
pies ; le  Point  quadruple  eft  formé  par  le  concours  d’un 
y*ud  avec  un  Point  double  à dire  Piton  s coïncidentes  , lequel 
fera  [ §.  220,  111]  ou  un  Rebrouflèment , ou  un  Bec,  ou 
un  Embrafleuient , ou  une  Ofoulation  réelle  ou  imaginai- 
re , ou  une  Ofculinflexion  , ou  une  Embraflinflexion , ou 

&c. 
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&c.  Mais,  à s’en  tenir  aux  Courbes  du  cinquième  & du 
fixiéme  Ordre; 

r.  Si  la  racine  double  du  4e.  Rang  ne  divilè  pas  le 
5e.  ce  Point  double  fera  un  Rebrouflcmcnt  [§.220,111,1], 
qui  devient  Point  quadruple  à caulc  des  deux  Branches 
qui  le  travcrfent , & defquellcs  aucune  ne  peut  être  inflé- 
chie dans  le  cinquième  Ordre.  Voyez  Ex.  I.  4. 

2.  Si  cette  racine  double  divilè  le  5e.  Rang  & non  le 
6e,  le  Point  quadruple  peut  être  une  OfcuTation  réelle 
ou  imaginaire , un  EmbraflTement  , ou  un  Bec  , traverlë 
par  deux  Branches , qui  peuvent  être  infléchies  , mais  qui 
ne  peuvent  fèrpenter,  dans  le  fixiéme  Ordre  des  Courbes. 
On  déterminera  la  nature  du  Point  double  qui  concourt 
à former  le  Point  quadruple  , par  les  Régies  du  §.  220, 
111 , 2.  Voyez  Ex.  IL  1. 

Cas  V.  Si  l’éq  : E a une  racine  double  & deux  imagi- 
naires ; celles-ci  n’indiquent  qu’un  Point  adhérent  au  Point 
double  à dtreBions  coïncidentes  ; ce  qui  en  fait  un  Point 
quadruple.  Voyez  Ex.  I.  5.  & Ex.  II.  2. 

Cas  VL  Si  l’éq  : E a deux  racines  doubles , le  Point 
quadruple  n’a  que  deux  Tangentes  , & il  eft  forme  par 
le  concours  de  deux  Points  doubles  dont  chacun  a fa  di- 
reïtion  particulière.  Sans  pafler  le  fixie'me  Ordre  , on  a 
cinq  de  ces  Points  [ §.  220. 111.  1.2],  qui , combines  deux 
à deux  , font  quinze  efpe'ces  de  Points  quadruples  renfer- 
me's  lous  ce  Cas.  Voyez  Ex.  /.  6 , Ex.  II.  3 , Ex.  V , & 
Ex.  VI. 

Cas  VIL  Si  l’éq  E a une  racine  /impie  & une  racine 
triple  ; ce  Point  quadruple  eft  formé  par  un  Point  triple  à 
direBions  coïncidentes  tra'jerfc  par  une  Branche  de  dire Bi on 
différente.  La  Branche  eft  défignée  par  la  racine  Ample, 
& le  Point  triple  par  la  racine  triple  [§.  221  , IV].  En 
fe  renfermant  dans  les  cinquième  & fixie'me  Ordres  , il 
peut  être, 

1.  D’une 


Cm.XTTÏ. 
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r.  D'une  triplicité  invifible,  refultante  de  l’évanouifiê- 
ment  de  quelque  Feuille  : ce  qui  a lieu  quand  la  racine 
triple  du  4e.  Rang  ne  divilè  pas  le  5e.  [§.  22 1.  IV.  1 ]. 
Voyez  ci-delTous  Ex.  I.  7. 

2.  Un  Rebrouflèment  touche  par  une  Branche  : ce  qui 
arrive  quand  la  racine  triple  du  40.  Rang  divilè  une  fois 
le  5e,  fans  divilèr  le  6e.  [§.  221.  IV.  2.  1)].  Voyez  ci- 
dcflbus  Ex.  III.  1. 

$.  Un  Point  d’une  triplicité  invifible , rélùltante  de  l’é- 
vanouilTement  d’une  Feuille  adhérente  à une  Branche  in- 
fléchie : c’efl  le  cas  où  la  racine  triple  du  4'.  rang  divilè 
plus  d’une  fois  le  5e.  (ans  divilèr  le  6e.  [§.  22  t.  IV.2.2)]. 
Voyez  ci-deflous  Ex.IIL  2. 

Cas  VIII.  Enfin  , fi  l’c'q  : E n’a  qu’une  feule  racine 
quadruple  y — Ax=zo;  le  Point  quadruple  de  l’Origine 
n’a  qu’une  (èule  Tangente,  dont  la  fituation  eft  donnée 
par  l’éq  ; y — Ax= o.  En  fubflituant  dans  la  propofe'e 
Ax-\-u  à y , on  aura  une  transformée,  dans  le  4e.  Rang 
de  laquelle  il  n’y  aura  que  la  Cale  qui  foit  pleine. 

1 . Si  la  racine  y — Ax  = o du  4e.  Rang  ne  divilè 
pas  le  5e.  de  la  propofée,  la  Café  x’  reliera  pleine  dans 
la  transformée;  & la  déterminatricc  inférieure  donnera  u 4 

A 4 

= fîxJ,  ou  « = rîry'Bxs  =ztx  y/Bx.  La  Série  y — 

4 

Axz±zxfBx  &c.  indique  un  RebroulTèmcnt  ; mais  qui 
cft  Point  quadruple,  parce  qu’il  ell  cenfé  renfermer  quel- 
que Feuille  e'vanouiflante.  Voyez  Ex.  I.  8. 

• ••••* 

* o o o o 
0000 
000 
o o 

O 

In/rod.  à l' Analyfe  des  Lignes  Courbes.  . LUI  Les 
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Pt  anche  Les  Courbes  du  cinquième  Ordre  font  fufceptiblcs  de  Ch.xiil 
xxix.  cc  Point  ; mais  ceux  dont  on  va  parier  ne  peuvent  con- 
venir  qu’aux  Courbes  du  fixiéme  Ordre  , ou  des  Ordres 
fupe'rieurs. 

2.  Si  la  racine  quadruple  du  4e.  Rang  divife  une  fois 
le  5*.  8c  non  le  6r.  il  manquera  à la  transformée  la  Café 
x'  , mais  non  les  Cafés  r/x4  & x6.  Ainfi  elle  a deux  dé- 
terminatrices  inférieures,  qui  donnent  n*  — Bux4  8c  ttx4 

z=z=B' x* , fuit  n~x\/Bx  8c  # = Bxx  11  y a donc 

• • • o • • * 

• • 9 • * O 

*0000 

0000 

&c. 


deux  Séries  y = A .v  + x y/ B x &c.  y=.Ax-\-  B'x'~  &c. 
qui  défignenr  deux  Branches  fans  Inflexion  , lefquelles 
s’cmbratTent  ou  fé  baifént,  félon  que  B 8c  B'  ont  le  même 
ligne  ou  des  lignes  oppofés.  Le  Point  de  contad  de  ces 
deux  Branches  eft  cenfé  quadruple , parce  que  l’éq  : «4  = 
Bux* } ou  u'=:Bx4y  renferme  deux  racines  imaginaires  avec 

i 

la  racine  réelle  , Voyez  Ex.lIL 

3.  Si  la  racine  y — Ax  = o divife  plus  d’une  fois 
le  5e.  Rang,  (ans  divifer  le  6f.  de  la  propoiée;  la  de'termi- 
natrice  inferieure  de  la  transforme'e  paflera  par  les  Cafés 
»4 , /Sx*  8c  x*  y 8c  donnera  une  équation  du  fécond  dc- 

• •••••* 

• •••00 

*0000 

&c. 
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CH.xiiT.gre»  qui  a deux  racines  tt=-^=.xy/Bxi  u=z-±z  x y/B'x.  Plakch t 
5-  «*•  Il  y a donc  deux  doubles  Sériés  y = Ax±x\/B  x &c , XX1X- 
y=Axz±zx^B'x  &c.  Voyez  ci-dcffbus  Ex.  IV.  Mais, 
il  faut  remarquer , 

i*.  Que  ft  B & B'  font  imaginaires  ; les  deux  Séries 
font  imaginaires,  & l’Origine  eff  un  Point  conjugue,  qui 
ne  diffère  que  dans  le  Calcul  de  celui  qui  a cte  indiqué 
au  n°.  111  de  ce  §. 

2”.  Que  fi  B & J3'  font  des  grandeurs  re'elles  & de 
différens  lignes  , le  Point  quadruple  eft  forme'  par  deux 
Rebrouffements  oppofés  au  fommet  ; ce  qui  fait , à l’ceuil  » 
comme  une  Ofculation  , avec  cette  différence  pourtant , 
qu’ici  les  Branches  de  même  courbure  font  de  part  & 
d’autre  de  la  Tangente  commune , au  lieu  que  dans  l’Ol- 
culation  elles  font  d’une  même  part. 

j®.  Si  B &.  B'  font  des  grandeurs  re'elles,  ine'galcs  & 
de  même  ligne;  le  Point  quadruple  eff  formé  par  quatre 
Branches  qui  font  un  double  Rebrouffement,  c’eft-à-dire, 
un  Rebrouffement  renfermé  dans  un  autre  Rebrouffement 
de  même  fommet  & de  même  Tangente. 

4°.  Enfin  fi  # = £',  la  Se'rie  y=iAx±x\'Bx  &c. 
n’eff  pas  encore  régulière.  Il  en  faut  chercher  un  nou- 
veau terme  , en  fubftituant  dans  la  transformée  ± x \ /B  x 
+ / à a.  La  valeur  de  t peut  être  fort  diverfe,  mais  elle 
ne  donnera  qu’un  double  Rebrouffement , ou  un  Bec  ; ce 
qui  fora  facile  à diffinguer  par  le  troifiéme  terme  de  la 
Série,  & fouvent  (ans  calcul  par  la  Remarque  du  §.  i ij. 

On  ne  peut  , (ans  fortîr  du  fixie'me  Ordre  , au  - delà 
duquel  nous  ne  voulons  pas  aller , fuppofor  que  la  racine 
quadruple  du  4e.  Rang  divifo  le  6e.  parce  qu’alors  toute 
l’équation  feroit  divifibie  par  cette  racine.  Ainfi  venons 
aux  Exemples. 


LUI  2 Exem- 


Digitized  by  Google 


Plancüï 

xxix 


Fig.  il 8. 

«wm.  I. 


(î5<î  DES  POINTS  QU  A DRUPLES. 

Exemple  I.  Les  Couibes  défignées  par  l’éq:  vs  ; — 
4-  ex' y'  + dxy'^  ef  , fourniflènt  des  Exemples 
de  tous  les  Points  quadruples  dont  les  Courbes  du  cin- 
quième Ordre  font  fulceptibfcs.  En  fuppolànt  y — v f,  > 
on  transforme  cette  équation  en  x = a 4*  bu  •freu1  + du' 
4-  eu' , qui  rcprélêntc  une  Courbe  du  quatrième  Ordre , 
laquelle  a deux  Branches  paraboliques , & coupe  l’Axe  des 
ordonnées  en  autant  de  points  qu’a  de  racines  réelles 
l’équat  : (P)...  a + b u 4*  c rù  4-  d u'  >^en*  — o.  Soit 
DCQRSEF  cette  Courbe  du  quatrième  Ordt,e  décrite 
lùr  les  Axes  AB,  AG.  Qu’on  prenne  l’ablciflè  AB=  1 , 
& qu’on  mène  l’ordonnée  indéfinie  CBE.  Enfuite,  que 
d’un  point  quelconque  M de  la  Courbe  DQRSF  , on  tire 
l’ordonnée  MP,  & la  Droite  Mm  parallèle  à AB  & qui 
coupe  en  m l’ordonnée  CBE.  Enfin  qu’on  mène  la 
Droite  A m qui  rencontre  M P en  N , & le  Point  N fera 
un  Point  de  la  Courbe  CNAqArAsAE  reprélcntée  par 
Téq  : x'  = a x*  + bx'y  + cx1yx  4-  dxy'  + ey*.  Car  les 
Triangles  fcmblablcs  ÀBm,  APN  donnent  AP[*J:  P N 

[y  ] = A B [ 1 ] : B m ou  P M [ « ].  Donc  « = — , & 

yc 

cette  valeur  fubflituée  dans  l’éq  : x~a  + bu^  cn'  + du' 
4<  eu*  , la  transforme  en  x = a 4-  b 4-  c A 4-  d^~ 

X X'  X 

y4 

4-*  ^4  , ou  x'  — ax*  4- **'y  + cx*yl  + dxy'  4*  *y*. 

On  voit  que  la  Courbe  produite  CAqArAsAE  pafiè 
autant  de  fois  par  l’Origine  que  la  Courbe  productrice 
DQRSF  par  l’Axe  des  ordonnées.  Ainfi, 

1.  L’éq  : ( P)  . . . a 4<  bu  4-1  eu 1 4-  du'  +eu*z=.  o ayant 
quatre  racines  réelles  inégales,  l’éq  : (Q_). . . ax*  4*  bx'y 
+cxly*  dxy'  +ey*=:o  [qui  clt  le  4e.  Rang  de  l’équa- 
tion propofée  égalé  à zéro  J aura  auffi  quatre  racines  iné- 
gales : 
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v Plakchk 

ealcs  : car  P fe  transforme  en  0.  quand  on  fait  xxix. 

b ' X ftg.  » i #. 

Donc , comme  les  quatre  racines  de  P délignent  les  qua-  num‘  1‘ 
tre  Points  G , H , I , R où  la  Courbe  productrice  coupe 
l’Axe  des  ordonnées  , de  meme  les  quatre  racines  de 
marquent  que  quatre  Branches  de  la  Courbe  produite  paf- 
fent  par  l’Origine  A , & y forment  un  Triple-Nœud  [ci- 
deflùs  , Cas  1.  J . 

2.  Si  les  e'q:  P & Q_ont  deux  racines  réelles  inégales 
& deux  imaginaires  ; la  Courbe  productrice  ne  coupe  fou 
Axe  des  ordonnées  qu’en  deux  Points  G , K , & la  Cour- 
be produite  ne  pafTe  que  deux  fois  par  A.  Elle  y forme 
un  fimpie  Nœud  , fur  lequel  on  doit  concevoir  un  Point 
adhérent,  puilque  l’Origine  elt  un  Point  quadruple  [ri- 
delïus,  Cas  II  J. 

3.  Si  les  éq;  P & n’ont  que  des  racines  imaginai- 
res ; la  Courbe  productrice  ne  rencontre  point  (on  Axe  , num • J* 
& la  Courbe  produite  ne  paflè  point  par  l’Origine.  L’O- 
rigine elt  pourtant  un  Point  de  la  Courbe , puilque  x=o 

& jy=o  latisfont  à Ion  équation.  Elle  eft  meme  un 
Point  quadruple  , puilque  Ion  plus*  bas  Rang  elt  le  qua- 
trième f §.  1 70  J . C’elt  donc  un  Point  quadruple  conju- 
gué [ ci-deflus  Cas  III.  ] 

4.  Si  les  e'q  : P & Q_ont  deux  racines  fimples  & une  num • 4» 
double  ; la  Courbe  productrice  coupe  deux  fois , & tou- 
che une  fois  fon  Axe , & la  Courbe  produite  palTc  deux 
Branches  CAq  , sAE  par  l’Origine , & elle  y a , outre  cela , 

un  Point  de  RcbroufTement  q As  [ci-dellus  Cas  IV , 1 ]. 

50.  Si  les  e'q  : P & Q ont  une  racine  double  & deux  „w„.  y. 
imaginaires  ; la  Courbe  productrice  touche  fon  Axe  làns 
le  couper , & la  Courbe  produite  n’a  , à l’Origine , qu’un 
Rebrouflêment  CAr,  auquel  elt  fuppofé  adhéter  un  Point, 
qui  le  rend  Point  quadruple  [ci-dclïùs,  Cas  V.] 
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6.  Mais  fi  les  cq  : P 8c  Q_  ont  deux  racines  doubles  ; Ch.xiïL 
la  Courbe  productrice  touche  deux  fois  fon  Axe , & la  *“• 
Courbe  produite  a , à l’Origine  , deux  Rebrouflcments 
CAr,  rAE,  [ci-dcflus,  Cas  VI J. 

7.  Si  les  éq  : P 8c  Q^ont  une  racine  fimplc  8c  une  tri- 
ple; la  Courbe  productrice  coupe  fon  Axe  en  un  Point 
K , & en  un  autre  Point  Q^,  qui  elt  Point  d’inflexion , elle 
le  coupe  & touche  en  meme  tems.  Et  la  Courbe  pro- 
duite a , à l’Origine  , fur  la  Branche  CAs , un  Point  triple, 
dont  la  triplicité  invifiblc  réfulte  de  l’évanouiflèment  d’une 
Feuille  Aq  [ »°.  4 ] , lequel  Point  triple  eft  traverfé  par 
une  Branche  fimple  sAE  [ci-deflus,  Cas  Vil , 1 ]. 

8.  Enfin , fi  les  éq:  P 8c  Q n’ont  qu’une  leule  racine 
quadruple  ; la  Courbe  productrice  touche  l’Axe  des  or- 
données en  un  Point  de  Serpentement  Q^f  §.  1 93  ],  & 
la  Courbe  produite  forme  en  A un  Rebrouflement  , 
mais  qui , étant  cenfé  renfermer  les  trois  Feuilles  Aq , A r , 

As , de  la  Courbe  n\  1 , elt  un  Point  quadruple  [ ci-dcflus 
Cas  VIII , l]. 

Exemple  TI.  Les  Courbes  du  fixiéme  Ordre  rc- 
préfentées  par  l’éq  : x6  + ax*y  + dxy' + e y* z=zo  y 

ont,  à leur  Origine,  des  Points  quadruples,  le  plus  bas 
Rang  de  leur  équation  e'tant  le  quatrième.  En  faifant  * = 
u?i  & y = z/zz,  elle  fe  transforme  en  uu+au  + c-\-dL  + 

<?zz  = o , qui  reprélèntc  une  Elliplc  quand  e elt  négative, 

& une  Hyperbole  quand  e elt  pofitivc  [§.  154]-  Mais  la 
diverfe  polition  de  ces  Courbes  par  raport  à leurs  Axes 
fait  feize  Cas  différents.  Car  fuivant  que  Péq  : uu  + au  + 
f = o a les  racines  imaginaires  ou  réelles  , égales  ou  iné- 
gales, de  meme  ou  de  différents  figues,  la  Courbe  peut 
ou  r°.  couper  l’Axe  des  ordonnées  de  part  8c  d’autre  de 
l’Origine,  ou  2°.  le  couper  de  même  part,  ou  le  tou- 
cher , 
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Ca-xtii.  cher,  ou  40.  ne  le  point  rencontrer.  Et  fuivant  la  nature 
§•  ***•  des  racines  de  l’eq  : c + dz- f-m  = o,  il  en  eft  de  meme 
par  raport  à l’Axe  des  ablciflês.  Ces  quatre  diflérentes 
pofitions , par  raport  à chaque  Axe , combinées  cnlcmble, 
font  (èize  Cas  représentés  dans  les  1 6 »'r-  de  la  Figure , 
où  l’on  a joint  les  Coutbes  du  fixicme  Ordre  produites 
par  celles  du  fécond.  Sans  entrer  dans  un  detail , long 
mais  facile , on  verra , par  un  Raifonnement  femblable  a 
celui  de  l’Ex.  IV.  du  §.  préced. , que  les  Courbes  des  rfs- 

1 & 5 ont  , à l’Origine  , une  Ofculation  traverse  par 
deux  Branches  de  direction  differente  : que  celles  des  » '• 

2 & 6 , y ont  un  Embraflement  aufïi  traverfé  par  deux 
Branches  : celles  des  »"•  3 & 7 , un  Bec  traverfé  de  mê- 
me , & celles  des  »”•  4 & 8 , un  Point  traverfé  pareille- 
ment par  deux  Branches.  Que  les  Courbes  des  »"'•  9,10, 
11,  & 12,  préfentent  un  Rebrouffemcnt  combiné  avec 
une  Olculation , un  Embraflement , un  Bec  , & un  Point  : 
& qu’enfin  les  Courbes  des  n°s • 1 3 , 1 4 , 15  & 1 <s  y don- 
nent l’Ofculation,  l’Embraflèment , le  Bec,  & le  Point,  com- 
binés avec  un  Point,  de  forte  que  ce  dernier  cil  un  Point 
quadruple  conjugué. 

C’eft  précifément  ce  que  donne  l’équation  mife  fur  le 
Triang.  anal.  Son  plus  bas  Rang  égale  à zéro  donne  l’éq: 

000000* 
0000*0 
* * * o o 

0000 
&c. 

e}<ty  ^dxy3  +ey*  — o,  qui  a toujours  une  racine  dou- 
ble y =0,  qui  divife  le  5*.  Rang  ax+y  une  fois,  & outre 
cela  elle  a les  deux  racines  de  l’eq  : (P) ..  .fx1-}-  dxy  + 
9>=o,  analogues  à celles  de  l’éq : (QJ.,.c+di>^ezz—o. 
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Planche  t.  Si  ces  deux  racines  font  inégales  & réelles  [comme  Ch.xiii.  J 
ir'^xi  dans  *cs  ^ premiers  »”•  de  la  Figure  ] , c’eft  le  Cas  IV.  2,  S-  ***• 

>S‘  ci-dcflus.  Deux  Branches  de  direction  differente  traver- 

fent  une  Ofculation,  réelle,  ou  imaginaire,  un  Embraftê- 
ment,  ou  un  Bec. 

C’eft  une  Ofculation  réelle,  quand  les  racines  de  l’éq: 

5'  x6  4-  ax*y  + cx*y  = o donnée  par  la  détcrminatrice  infé- 
rieure , ou , ce  qui  eft  la  meme  choie , quand  les  racines 
de  l’éq  : ( R ) . . . x4*  axzy  4>  cy1  = o , analogues  à celles 
de  l’éq:  ( S ). . . uu  + ari  + c :=  o font  réelles  & de  diffé- 
rents lignes  : ce  qui  a lieu  quand  la  Courbe  productrice 
coupe  l’Axe  des  ordonnées  de  part  & d'autre  de  l’Ori- 
gine. 

C’eft  un  Embraffement , quand  les  racines  des  éq  : R 
& S font  réelles , & de  meme  ligne  , mais  inégales  : ce 
qui  arrive  quand  la  Courbe  productrice  coupe  l’Axe  des 
ordonnées  en  deux  points  d’un  même  côté  de  l’Origine. 
h.j.  & t C’eft  un  Bec , quand  les  racines  de  R Si  S font  éga- 
les , c’clt-à-dire  quand  la  Courbe  productrice  touche  l’Axe 
des  ordonnées. 

n 4. é-8.  C’eft  une  Olculation  imaginaire,  quand  les  racines  de 
R Si  S font  imaginaires  : ce  qui  a lieu  quand  la  Courbe 
productrice  ne  rencontre  point  l’Axe  des  ordonnées. 

n.  u,  14,  2.  Si  les  racines  des  éq  : P Si  Ibnt  imaginaires,  la 

îS&ie.  Courbe  productrice  ne  rencontre  point  l’Axe  des  ablciffes, 

& on  eft  dans  le  Cas  V , ci-deffus.  Un  Point  invifiblc 
adhère  à une  Ofculation  réelle  [ »°.  1 $ ] , ou  à un  Em- 
braffement [»°.  14] , ou  à un  Bec  [ »°.  1 5 ] , ou  à une 
Olculation  imaginaire  16],  luivant  que  les  racines  des 
éq  : R Si  S font  réelles  de  différents  fignes , ou  réelles  de 
meme  figne  mais  inégales , ou  égales , ou  imaginaires  , 
c’cft-à-dire  leion  que  la  Courbe  productrice  , ou  coupe 
l’Axe  désordonnées  de  part  & d’autre  de  l’Origine  [»°.i?j, 

où 
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Ch.xtii.  ou  le  coupe  d’une  même  part  [«“.  14],  ou  le  touche  [»\ 
S.  xix.  j 5 ] t ou  ne  le  rencontre  point  [ 16  J. 

3.  Enfin,  fi  les  racines  de  P ou  de  ^ font  égales,  la 
Courbe  productrice  touche  l’Axe  des  ablciflés  , & on  a 
une  partie  des  Points  mentionnés  au  Cas  VI,  ci-deflus. 
L’équation  du  plus  bas  Rang  a deux  racines  doubles  y=o 
& yy/e+x  =0.  La  première  divifo  le  5*.  Rang  ; la 
féconde  ne  le  divifo  pas.  Ainfi  celle-ci  défigne  un  Re- 
brouflément  [ ci-defius  Cas  IV.  1 ] . L’autre  [ Cas  I V.  2 ] 
marque  une  Olculation  [ n°.  9 ] , ou  un  Embraflèment  (V. 
10],  ou  un  Bec  [»*ii],  ou  une  Olculation  imaginaire 
[»\  12  ],  félon  que  les  racines  de  R & S font  ou  de 
differents  figues , ou  de  même  figne  , égales , ou  imagi- 
naires ; c’eff-à-dire , félon  que  la  Courbe  productrice  cou- 
pe de  part  & d’autre  [ »°.  9 ] , ou  de  même  part  [ »°.  i o] , 
ou  touche  [ n°.  1 1 ] , ou  ne  rencontre  pas  [»'.  12]  l’Axe 
des  ordonnées. 

Exemple  III.  Joignons  à ces  Courbes  celles  que 
donnent  les  mêmes  Courbes  productrices  , quand  l’Origi- 
ne eft  prife  fur  un  de  leurs  points.  Cela  fait  trois  Cas 
principaux.  1 *.  Ou  la  Courbe  coupe  lés  deux  Axes  , 
[«"•1,2,3],  2*.  ou  elle  touche  l’Axe  des  ordonnées 
[«"•4,  5 ] , ou  elle  touche  l’Axe  des  abfciflès  [a0'-  6 , 
7].  Dans  le  premier  Cas,  il  manque  à l’e'q:  «»4«« 
+ z = o de  l’Exemple  préced.  le  terme  c ; 

dans  le  fécond  Cas,  il  manque  les  termes  c & au\  & dan* 
le  troifiéme , les  termes  c & dz.  Ainfi  la  Courbe  produi- 
te fora  repréfentée,  dans  le  premier  Cas,  par  l’e'q  : x‘  + ax*y 
4 -dxy1  >î*ey*z=zO,  dans  le  fécond  par  x(  -h  dxy*  4* ey* 
= o , & dans  le  troifiéme  par  x 4 4*  ax*y  ►f1  ey*  = 0. 

1.  La  première  de  ces  trois  équations  appartient  au  Cas 
Vil.  2 , ci-deflus.  Le  4e.  & plus  bas  Rang  dxy'+ey* 
égalé  à zéro,  a une  racine  fimple  dx*{*  ey=z  o,  qui  ne 
Introd.  a PAnalyfe  des  Lignes  Courbes.  M m m m divifo 
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Planche  divifè  pas  le  5e.  Rang  ax+y , & une  racine  triple  o,  c«.xm. 
xxxl  divife  une  fois  le  5e.  Rang  & ne  divifè  pas  le  6e.  x *.  §•«*• 
Donc  le  Point  de  l’Origine  eit  un  RebroufTèment  touché 
par  une  Branche  C c’eft  ce  que  défignc  la  racine  triple  ] 

& travcrfé  par  une  autre  Branche  [ qu’indique  la  racine 
funple  ] . 

mtm. 4-f.  2.  La  fécondé  équation  apartient  auffi  au  Cas  VU , 3, 

cy-dcflus.  La  racine  fimple  dx  + ey  = o , & la  racine 
triple  y = o , du  4e.  Rang  font  cenfées  divifèr  , tant  de 
fois  qu’on  voudra , le  5e.  Rang  qui  manque  , & ni  l’une 
ni  l’autre  ne  divifè  le  6e.  x6.  Il  y aura  donc , à l’Origine , 
deux  Branches  infléchies , dont  celle  qui  touche  l’Axe  des 
abfciflès,  défignée  par  la  racine  ^ = 0,  a un  Point  triple 
forme'  par  l’évanouiflèment  d’une  Feuille.  En  effet,  les 
Courbes  »"•  7 , 3 de  la  Fig.  219,  dégénèrent  en  celles  des 
4,  5 de  cette  Fig.  220.  par  l’évanoui ffement  des  Feuil- 
les c i d , qui  difparoiffent  avec  les  grandeurs  a & c. 
mwt.s.:.  3.  Mais  la  troifiéme  équation  apartient  au  Cas  VIII.  2, 
ci-deflus.  Le  4*.  Rang  ey*  égale  à zéro,  n’a  qu’une  ra- 
cine quadruple  y=  o , qui  divife  une  fois  le  5e.  Rang 
ax\y  & non  le  fixiéme  x\  Donc  l’Origine  cft  un  Embral- 
lcment  [ n°.  6 J ou  une  Ofculation  [»°.  7 ]. 

L Exemple  II ^ fera  pris  de  l’éq  x*  + x*y  — — 
2bx'y1  + acy*=zo.  On  peut  conftruire  les  Courbes 
qu’elle  reprélènte,  en  la  réduilànt  à auu  4*  uuz — 2buz  *{* 

(zz  — o,  par  la  fubftitution  de  U~  à x , & de  ~ à y . 

Cette  équation-ci  repréfènte  une  Courbe  du  troifiéme  Ordre, 
qui  a [ §.  142  ] deux  Branches  paraboliques  , dont  l’Afymp- 
tote  a pour  éq:»*-f-rz  = o,  & deux  Branches  hyperboli- 
ques | §.  1 39  J,  dont  l’Afÿmptote  droite  eft  l’ordonnée  de 
l’abfciflè  — a , & l’Afymptote  courbe  l’Hyperbole  défi- 
gnée  par  l’éq  : a ( z 4<  a ) + 2ab  = o.  Cette  même  Cour- 
be 
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Ch.xUL  be  a , à fon  Origine , un  Point  double , fuivant  la  nature  Plakch? 
§.  ».i  duquel  fa  forme  varie  confide'rablement.  Le  plus  bas  Rang  , XXXI- 
qui  eft  le  (ècond,  égalé  à zéro,  donne  auu — 2 bu  2 + 
c zz  = o,  équation  du  fécond  degré,  qui  a deux  racines 
imaginaires  fi  bb  < ac , deux  racines  égales  fi  bb=Mc  , & 
deux  racines  inégales  fi  bb>act  de  même  ou  de  diffé- 
rents fignes  félon  que  a & c font  de  meme  ou  de  diffe- 
rents fignes. 

Dans  le  ir.  Cas,  l’Origine  eft  un  Point  conjugué  [ §.  *ÿ-**«. 
220.  I],  & la  Courbe  eft  compofée  de  deux  parties  fé-  "Bm‘  *' 
parées  CH1,  DEFG,  avec  un  Point  ilolé  A. 

Dans  le  2d.  Cas,  l’Origine  eft  un  Rebrou fTcment  [§.  nam.  t. 
220.  HI.  1 ],  & la  partie  DE  va  jufqu’à  l’Origine  en  A,  * 
d’où  elle  rebrouflè  en  F G. 

Dans  le  $e.  Cas,  l’Origine  eft  un  Noeud  [§.220.  Il]  , lllim  . 
que  fait  la  partie  DAE  AFG,  en  donnant  une  Feuille 
AE. 

Et  dans  le  4e.  Cas , l’Origine  eft  l’interfe&ion  des  num.  * 
Branches  CAI,  DEAG,  qui  le  croifènt  en  A [§.220. II]. 

Maintenant , fi  l’on  cherche  quelles  Courbes  font  pro- 
duites par  celles-là,  en  donnant  à chaque  abfciffe 

UliT» 

une  ordonnée  y [=  ] , & dont  par  conféquent  l’é- 

quation eft  se4  -f*  ae’jy  — 2 bx'y*  4.  4cy*e=z0y  on  verra  par 
le  même  raifonnement  qui  a e'té  fait  au  §.  préc.  Ex.  IV. 

3ue  l’Afymptote  ordonnée  C D des  Courbes  produ&rices 
evient  dans  les  Courbes  produites  une  Afymptote  obli- 
que cd  , qui  coupe  en  deux  également  les  Angles  des 
coordonnées  de  différents  fignes  : que  les  Branches  hyper- 
boliques ED,  CH  produilent  les  Branches  hyperboliques 
cd  , ch;  & les  Branches  paraboliques  FG,  HI , les  para- 
boliques fg,  hi.  Et  quant  à l’Origine,  on  verra  que  celle 

Mm  mm  2 du 
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PtàNCHE  du  »°.  i eft  un  Point  conjugué  , celle  du  n°.  2 un  Bec,  oociil 
xxxi.  celle  du  n°.  3 un  double  Rebrouflement,  & celle  du  n\  4 
deux  Rebrouflements  oppofe's.  Or  c’eft  précifément  ce 
qu’on  tire  de  la  Régie  du  Cas  VIII , 3 , ci-deflus. 

Car  c’eft  à ce  Cas  que  fe  raporte  l’éq  : x6  + x'y  — - 
zbx'y1  4*  acy*  = o , puifque  Ton  plus  bas  Rang  acy*  égalé 
à zéro  n’a  qu’une  racine ^ = 0,  mais  quadruple,  qui  di- 
vife  deux  fois  le  5'.  Rang  —2 bx'y1  , fans  divifer  le  <SC. 
x‘  •+■  x’y.  La  déterminatrice  donne  l’éq  : acy * — 2 b x'y1 

b+^Qbb — ac')  , 

>4-  x4  =—  o , qui  a deux  racines  y y = — * 


„ b— 

— « — *• 
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&c. 

ng.  zti.  ces  racines  font  imaginaires,  fi  b b <ac  > & l’Origine 
mm‘  *’  eft  un  Point  conjugué  ICas  VIII.  3,  i°  ci-deflus]. 

Elles  font  égales,  fi  bbz=ac , & l’Origine  [ Cas  VlU. 
3.  40  ] eft  ou  uo  Bec  ou  un  double  Rebrouflement.  On 
voit  que  c’eft  un  Bec  , parce  qu’entre  la  déterminatrice 
qui  paflè  par  les  termes  du  prémier  ordre  y* , x'y1 , x‘ , 
& fa  parallèle  menée  par  le  terme  unique  du  (ccond  or- 
dre x!^  , il  n’y  a qu’un  intervalle  , & que  ce  terme  x'y 
n’eft  divifible  par  aucune  des  deux  racines  y ===== 

±jry/  de  l’équation  de  la  déterminatrice , [ §•  1 1 J ] . 

Mun.  j.  Les  racines  y y = - — — ~ x’  de  la  détermina-- 

3 ac 

trice  font  réelles  , inégales  & de  même  figne  , lorfque 

. bb  > a<± 
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Ch.xiii.  bb>  ac , & que  a & c ont  le  même  figne.  Alors  l’Origî- 
f.tn.  ne  un  double- Rcbroufl'ement  l Cas  VIII , j,  j°.  ci- 
deffus ] . 

Enfin  ces  racines  font  re'elles,  inégales,  & de  differents 
fignes  , quand  a & c ont  des  figues  différents.  Alors 
l’Origine  eft  un  Point  quadruple  formé  par  deux  Rcbroufi- 
fements  oppofés  au  fommet  [ Cas  VIII,  3,2°,  ci-dcffiis]. 
Si  dans  la  même  équation  , lorfque  acz=bb , il  y avoit 
eu  un  nombre  pair  d’intervalles  entre  la  déterminatrice  & 
fa  parallèle  menée  par  les  termes  du  (ëcond  ordre  , la 
Courbe  au  lieu  d’avoir  un  Bec  à l’Origine,  y auroit  eu 
un  .double-  Rebrouffcment  [ Cas  VIII,  3,  40.  ci-deffus]. 
Si,  par  ex.  au  lieu  du  terme  x'y , on  avoit  eu  — axy* 

000000* 
0*0*00 
* o o o o 
0000 
&c. 


[ + axy * donneroit  une  Courbe  imaginaire],  la  Série  au- 

X XX  it 

roit  ét i y — -±zx\J &c  , où  le  double  figne 


des  deux  premiers  termes  marque  quatre  Branches  qui 
font  un  double  - Rebrouffcment  à l’Origine.  On  le  voit 
encore  en  réduifànt  l’éq  : x‘  — axy* — 2bx'yl  HH  bby*  ~o 


à cette  forme  y = ^xi/ » qui  fefc  voir  que  k 

Courbe  a quatre  Branches,  deux  paraboliques  AE,  AF 
& deux  hyperboliques  AC,  AD.  Les  premières,  indi- 

quées  par  les  racines  _y  = ±xv/^^  , ont  pour 


X 

Alymptote  la  Parabole  de'fignée  par  Pe'q 


Mmmm  3 


ou 


Pi  an'cri 
XXXI., 
Fi S-  **«•' 

mm.  4. 
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DES  POINTS  QUADRUPLES. 
x5.  Les  dernières,  indiquées  par  les  racines 
_^ax  > ont  pour  Afymptote  droite  l’ordonnée 


C B D de  l’abfcifl*e  A B = - . 

a 


^^jjE  Exemple  V^.  Les  mêmes  Courbes  du  troifiéme  Or- 
ng.  *i}.  dre  qui  ont  fervi  à conftruire  celles  du  fixie'me  dans  l’£x. 
prie,  en  donneront  d’autres , fi  on  porte  l’Origine  fur  un 
autre  point  de  l’Axe  des  abfciffes , comme  à l’extrémité 
de  l’abfcilTè  AO=^.  Cette  tranfpofition  s’exécute  en 
fubftituant  t + d à z dans  l’éq  : auu  4-  uuz  — ibuz  + czz 
= o de  cette  Courbe.  La  transformée  [ en  fàifant , pour 
abréger , a 4*  d = f ] fera  fuit  41  uut  — 2 but  — 2 bdu  4* 
ctt  2cdt  + edd  = o.  Ce  qu’il  importe  de  confidérer  ici, 
ce  (ont  les  Points  où  ces  Courbes  rencontrent  l’Axe  des 
ordonnées.  On  les  détermine  par  l’éq  : ( P ) . . . fuu  — 
ibdu  + cdd  = 0,  à laquelle  (è  réduit  l’équation  de  la  Cour- 
be , quand  on  fait  t = o.  Cette  équation  , quand  f & c 
nu.  1.  r- ont  différents  fignes,  a deux  racines  réelles  de  différents 
9'n'  fignes,  &,  dans  ce  Cas,  les  Courbes  coupent  l’Axe  des 
ordonnées  en  deux  Points  M,  N,  fuués  de  part  & d’autre 
de  l’Origine.  Mais  quand, /&  c ayant  le  même  ligne,  yî  < bbt 
i.6.  liquation  P a deux  racines  réelles»  inégales,  de  même  li- 
gne, & les  Courbes  coupent  l’Axe  des  ordonnées  en  deux 
Points  M,  N,  placés  d’un  même  côté  de  l’Origine.  Elles 
7-  touchent  leur  Axe  des  ordonnées  en  un  lèul  Point  E , lorfc 
5 que  l’éq:  P n’a  qu’une  racine  double,  ce  qui  a lieu  quand 
m<.  4-  %-fc  = bb.  Et  elles  ne  rencontrent  point  leur  Axe  des  or- 
données  quand^£>  bb , parce  qu’alors  les  racines  de  féq  : 
P font  imaginaires. 

Chaque  Courbe  donnant  ainfi  quatre  Cas  différents , les 
quatre  Courbes  en  donneront  feize,  reprélèntés  dans  les 
fciic  »’'•  de  la  F*g.  22  j , avec  les  Courbes  du  fixie'me  Or- 
dre, 


Cn.xin. 

§.  tu, 
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Ch.xiii.  dre,  qui  fe  conftruilènt  par  celles  du  troifiéme,  en  donnant 


$■  »!• 


fit  ^ fit  t v t r L A NCHI 

à l’abfcifTe  x [ = y ] l’ordonnée  y Leur  xxxii. 

équation  eft  donc  fx 6 4 fx'y  — ifbx'y1  — ibdx'y  4 flcy*  ^ * 

4-  ifcdxf  4 cddx'y 1 = o,  qui  naît  de  la  fubftitution  de 

à / , & de  ^ [ = ~ 1 à « dans  l’éq  : fuu  4 tiut  — — 
x y / J n J 

2 but  • — • 2 bdu  4 ett  4*  2cdt  + edd  = o.  Ces  Courbes  ont 

les  mêmes  Branches  infinies  & les  mêmes  Afymptotes  que 

celles  de  Y Ex.  préccd.  Mais  on  trouvera , comme  dans  l’Èx. 

IV.  du  §.  précéd.  qu’à  l’Origine  les  Courbes  des  »°.  1,2, 

3,4,  ont  une  Ofculation  imaginaire-,  celles  des  »\  5,  6, 

7,8,  une  Ofculation  réelle  ; celles  des  n°.  9,  t o , 1 1 , 1 2 , un 

Embraflement -,  & celles  des  »°.  13,  14,  15,  16,  un  Bec; 

combinés  avec  une  Ofculation  re'elle  dans  les  »°.i , 5 , 9 , 1 3, 


avec  un  Embraflement  dans  les  «°.  2, 6,  10,  14,  avec  un 
Bec  dans  les  n°.  3,7,  11,  1 5 , & avec  une  Ofculation  ima- 


ginaire dans  les  4,  8,  12,  16.  Et  ce  font  là  tous  les 
joints  quadruples  indiqués  dans  ce  §.  Cas  VI:  fi  ce  n’eft 
è|ue  les  deux  Becs , combinés  au  »°.  15,  n’en  font  qu’un 
(cul , parce  qu’ils  tombent  précifément  l’un  fur  l’autre. 

Cela  eft  cxa&ement  conforme  aux  Règles.  Si  l’on  met 
fur  le  Triang:  anal:  l’éq;  fx6  4 fx'y  — 2/bx'yy — zbdx'y 
4 j ffcy*  4 2fcdxyx  4 cddxxyy  = o fon  plus  bas 


00000*# 

000**0 

***00 

0000 

&c. 


Rang  donnera  Péq  : ffcy 4 — zfçdxy * 4 cddxxyy  = o , qui 
a deux  racines  doubles  y ssso  & fy  -±~dx  = 0,  qui  indi- 
quent deux  Tangentes. 

La 
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La  première  cft  l’Axe  même  des  abfciflês , & le  premier  CH.xrn. 
terme  de  la  Série  relative  aux  Branches  qu’il  touche  fe  tire  §• ***• 
de  l’éq  : /x6  — s bdx*y  4 cddxxyy  = o,  oiu(  QJ)  . . fx* 

— 2bdxxy  4 eddyy — o,  que  donne  la  déterminatrice;  & dont 
les  racines  font  analogues  à celles  de  l’e'q  : ( P ) . . . fuu  — 
ibdit  + edd  = o mentionée  ci-defïus. 

Si  les  racines  de  ces  éq  : P 8t  Q.  font  re'elles  & de  dif- 
ferents fignes , le  Point  touché  par  l’Axe  des  abfciflês  cft 
une  Olculation  re'eHe  [ ri‘-  i , S > 9 » 1 ? ] : elles  font  réel- 

les , inégales , & de  différents  fignes  c’eft  un  Embraflement 
[ 2 , 6,  io,  14  ] : fi  elles  font  égales,  c’eft  un  Bec  [ ri”- 

?»  7 * « 1 , » S ] » Parce  qu’>l  nV  a ftu’un  intervalle  entre  la 
determinatrice  & fa  prémiére  parallèle,  & que  la  racine  dou- 
ble [ bxx  — cdy  = o ] de  l’çq  : Q_,  qui  dans  ce  Cas  de- 
vient bbx*  — abcdx'y  4»  ccddyy  = o , ne  divifê  pas  la 
fomme  fx'y — afbx'y'  4-  afcdxyx  des  terme  du  fécond  or- 
dre [§.213]:  enfin,  fi  les  racines  des  éa  : P & Q^font 
imaginaires,  les  Branches  que  l’Axe  des  abfdflès  devroit 
toucher  (ont  imaginaires»  & font  une  Olculation  imagi- 
naire [ ri1-  4,  8,  12  & 16  ]. 

L’autre  racine/y  4 dx  — o , ou  .y  = — y ne  donne 

que  la  pofition  de  la  Tangente  oblique.  Pour  connoitre 
la  nature  du  Point  qu’elle  touche , on  cherchera  le  fécond 
terme  de  la  Série,  en  fubftituant  dans  l’équation  propo- 
se — y 4 u ïy.  La  transformée  ( f — d ) x4  4 fx  'u 

4 2 bdx*u  — 2fbx' un  4 — afidxu ’ 4 tddx'u1- 

— o , étant  mife  fur  le  Triangle  analytique  la  déter- 
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Ch.xiii.  minatrice  donne  l’éq:  (fi d)  x*  2 bdx'u  4- 

***•  cddx1  ul  = o,  ou  [ puifque  fi — d — a]  ax*  2bdx'u 


+ cdduu  = o,  qui  a deux  racines  « = 


—b^yj  (bb 

7d~ 


b V'C  bb ac') 


Si  elles  font  imaginaires , ce  qui  a lieu  quand  bb  < ac\ 
la  Courbe  eft  une  de  celles  des  1 , 2 , 3 , 4 , où  les  Bran- 
ches que  devroit  toucher  la  Tangente  oblique  font  imagi- 
naires. 


Si  elles  font  réelles  & de  différentes  fignes , ce  qui  a 
lieu  quand  a Sic  ont  différents  fignes;  le  Point  touché  par 
la  Tangente  oblique  eft  une  Ofculation,  comme  aux  n° . 5, 
7,8. 

Si  elles  font  réelles,  inégales,  & de  même  figne,  ce  qui 
a lieu  quand  bb  > ac,  a Hic  ayant  le  même  figne  ; le  Point 
que  touche  la  Tangente  oblique  eitun  Embraffcment , n°. 


Pt  ANCHX 
XXXÙ. 

%.  XI J- 


9,  IO,  II,  12. 

Si  elles  font  égales,  ce  qui  a lieu  quand  bbz=zac\  la 
Tangente  oblique  touche  un  Bec,  n°.  13,  14,  15,  16:  car 
il  n’y  a qu’un  intervalle  entre  la  déterminatricc  & fà  pré- 

bycsc 

miérc  parallèle,  & la  racine  double  u = odes  ter- 


mes du  prémier  ordre  ne  divilè  pas  la  fomme  fix'u  — 
zfbx'uu — 2fcdxu ' des  termes  du  lècond  ordre. 

Mais  on  remarquera  que  dans  le  15,  la  Tangente 
oblique  celle  de  l’être.  Car,  dans  ce  Cas,  fic  — bbSibb-=. s ac. 
Donc  fit  = ac  y f=sz  a.  Si  d [ =/ — a ] = o.  L’éq  : 
/y  4*  dx  = o , qui  détermine  la  pofition  de  la  Tangente 
oblique,  fe  réduit  donc  à fy  =0,  ou^  = o,  qui  mon- 
tre que  cette  Tangente  fe  coufond  avec  l’Axe  des  abfcilTès. 


Exemple  fi^l.  Ainfi  pour  avoir  des  Exemples  de 
tous  les  Points  quadruples  qui  le  raportent  au  V I Cas  ci- 
lntrod.  à l'Analyfie  des  Lignes  Courbes.  N n n n deffus. 


!> 
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Planche  deflus , il  n’en  faut  plus  qu’un,  (àv.  du  Point  où  fê  combinent  c « xm. 
xxxin.  deux  Becs  tous  des  directions  différentes,  L’éq:  aax 4 — 5* 

2dabx*y  a abbxxyy  labbxy * ►£>  bby 6 = o 

nous  le  fournira.  Quand  on  la  met  fur  le  Tr:  anal:  l’é- 
quation de  lbn  plus  bas  Rang,  aabbxxyy=.  o,  montre 
par  fes  deux  racines  doubles  x z=z  o , y 3=  o,  que  la 

*00000* 

0*00*0 
00*00 
0000 
000 
o o 

‘ o 

Courbe  touche  à l’Origine  lès  deux  Axes.  La  détermi- 
natrice  relative  aux  Branches  touche'es  par  l’Axe  des  abf- 
ciflès , donne  l’éq:  aabbxxyy  — 2a*bx*y  4- aux*  = o,  qui 
a une  feule  racine,  mais  double,  by — xx  = o.  Le  Point 
eft  donc  un  EmbrafTement,  ou  un  Bec  [§.230],  & on  con- 
clura que  c’eft  un  Bec , parce  qu’il  y a trois  intervalles  en- 
tre la  déterminatrice  & fâ  parallèle  menée  par  le  terme 
— 2dbbxy*  du  fécond  ordre,  lequel  n’eft  pas  divifible  par 
la  racine  by  — xx  = o [ §.  1 1 $ & 220  . ].  Un  raifonnement 
pareil  fera  condurre  que  l’Axe  des  ordonnées  touche  auffi 
un  Bec.  Ainfi  l’Origine  eft  un  Point  quadruple  formé  par 
le  concours  de  deux  Becs  fous  deux  directions  différentes. 

. On  le  vérifie  par  la  conftruCtion  qu’on  peut  faire  de 

cette  Courbe , en  mettant  dans  fon  équation  ^ pour  x. 

Cette  fùbftitution  la  transforme  en  zsyy  — 2*abz*y  ■+■ 
**bbiz  — 2a*bbzy  + a*  bby  y = o , qui  exprime  une  Cour- 
be du  huitième  Ordre,  mais  facile  à conftruirc , puifque 
dans  Ton  équation  y ne  monte  qu’au  fécond  degré.  Les 
...  i'  raci- 
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Ch. XI II.  • tfbbz  iî  a'  bzZ^  2bl  •\-aabz'r  „ Planchp. 

racines  .y  = 4* bb  + z* » & m,eux  encore  xxxui. 

. , r j aab  a' b 2b  a'bb  , 

les  Séries  dclcendantes  y = dr  — Ty/  — +---7-  &c.  qui 

donnent  la  valeur  d’y  en  z , font  voir  que  cette  Courbe  r%. 
n’a  que  deux  Branches  hyperboliques  AGE,  AFD,  qui  par- 
tant de  l’Origine  A , où  elles  forment  un  Rebrouflèment , 
s'étendent  le  long  de  l’Axe  des  abfciflTes  AB,  qui  eft  leur 
Alymptote  droite , ayant  pour  Alymptote  courbe  une 

aab 

Branche  de  l’Hyperbole  y = — [§.138].  Au  moyen  de 

cette  Courbe  on  conftruit  la  propofc'e,  en  prenant  l’or- 
donnée AC  = — a y & menant  l’ablcifle  indéfinie  CQj_  Car 
fi  par  un  Point  quelconque  M de  la  Courbe  AMEDNA , on 
mene  une  ordonne'e  MP  prolongée  jufqu’en  Q^où  elle  ren- 
contre l’abfcifTe  CQ^,  & qu’on  tire  par  les  Points  Q,&  A 
la  droite  QAM  prolonge'e  jufqu’en  m où  elle  rencontre 
l’abfciflè  prolongée  M^m  du  Point  M , on  aura  un  Point 
m de  la  Courbe  cherchée.  Les  triangles  lêmblables  QP  A , 

Ajum  donnant  An  ou  PM  [y  ] : nm  [ x ] = QP  ou  AC 

[ a ] : AP  [ z ] , on  aura  z = ~ , & cette  valeur , fubfti- 

tuée  dans  l’e'q  : z syy  2aabz*y  + **bbz z — la'bbzy  4» 

a4bbyy  = ode  A G EDF  A,  la  transforme  en  aax * — 
2aabx*y  + aabbxxyy  — îabbxy4  -f-  bby * = o,  e'quation  de 
A g A f A. 

Cette  conftru&ion  fait  voir  allez  clairement  que  la  Cour- 
be AgAfA  a deux  Becs  à Ion  Origine.  Car  fi  on  fuppofè 
les  Points  H&  I infiniment  proches  de  A,  c’eft-à-dire  HK 
infiniment  proche  de  AC;  AL  eft  infiniment  plus  petite  que 
KL:  donc  auffi  h»  cil  infiniment  plus  petite  que  A«,  & i 1 
infiniment  plus  petite  que  A/.  Ainfi  les  deux  Branches  Ah, 

Ai  touchent  l’Axe  des  ordonnées  & forment  un  Bec  h Ai. 

Nnnn  2 Et 
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<îja  P ES  POINTS  QU  A DRUPLES, 

Et  fi  on  fuppofe  les  Points  M,  N infiniment  éloignés  de  A , Ch.XITi. 
c’cft-à-dirc  MQ_in Animent  éloignée  de  AC,  PQJbra  infi-  S-  ***• 
niment  plus  petite  que  AP:  donc  A(*  fera  infiniment  plus 
petite  que  m*,  & Av  infiniment  plus  petite  que  nr.  Ainfi 
les  Branches  Am,  An  touchent  l’Axe  des  abfciiïes,  & for- 
ment un  fécond  Bec  mAn. 

22 j.  C’est  parles  mêmes  Principes  qu’on  pourroit dé- 
tailler les  diverfes  efpèces  de  Points  quintuples. 

En  fc  renfermant  dans  les  Courbes  du  fixiéme  Ordre  , qui 
font  les  plus  fimplcs  qui  puiiTbnt  avoir  un  Point  quintu- 
ple , on  en  trouvera  onze  efpèces , dont  les  Courbes  de'fi- 
nies  par  Péq:  x4  = 4xs  bx*y -y- ex' y1  -f-  dx'y'  4 4 -f- 

ff  fourniflent  des  Exemples.  Ces  Courbes  fe  peuvent  conf. 
truirc  comme  celles  du  §.  préc.  Ex.  I.  En  (ùbflituant  x u 
à y,  leur  e'q  : (c  transforme  en  x==4  4 bu  4 eu1  4 du ' -J- 
eu*  ^ fit'  ^ qui  exprime  une  Courbe  du  cinquième  Or- 
dre, à deux  Branches  paraboliques,  dont  l’Alymptote  eft 
défignée  par  l’éq:  x—fu',&i  dont  par  conféquent  l’une  va  du 
côté  des  ablcifibs  pofitives,  & l’autre  du  côté  des  négatives. 

Cette  Courbe  rencontre  fon  Axe  des  ordonnées  en  autant  de 
points  que  l’éq  : ( P ) . . . a *{*bu-{-cul -\-du' *{*eu* + fu'=ot 
ou  l’équation  analogue  ( Q_) . . ax'  + bx*y  4 ex' y1  4 
dx'y'  fÿ'  — o,  a de  racines  réelles.  Appliquant 

donc  ici  les  considérations  faites  au  §.  prec.  Ex.  L fur  un 
Exemple  tout  fcmblable,  on  diftingucra  onze  Cas. 

1.  Celui  où  les  éq  : P & Q^ont  cinq  racines  réelles.  A- 
lors  la  Courbe  productrice  C QJt  S T D coupe  l’Axe  des 
ordonnées  en  cinq  points  G,  H,  I,  R,  L;  & la  Courbe 
produite  CAqArAfAtAd  pafiê  cinq  fois  par  l’Origine, 

(ous  cinq  directions  différentes  , fàifant  un  Quadruple 
Nœud,  & quatre  Feuilles  Aq,Ar,  Af,  At. 

2.  Celui  où  les  équ  : P & i2^ont  trois  racines  réelles 
& deux  imaginaires.  Ici  la  Courbe  productrice  ne  coupe 

l’Axe 
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Cn.xra.  PAxe  des  ordonnées  qu’en  trois  points  G,  H,L;  St  lia  Pt»wire 
i-  **»•  Courbe  produite  ne  paflTe  que  trois  fois  par  l’Origine  , (bus 

trois  direcilons  différentes,  failànt  un  Double- Nœud  & * 

deux  Feuilles  Aq  » A rft  A.  Cependant  le  Point  A eli  qua- 
druple, parce  que  fur  le  Double-Ida:  ud , on  doit  concevoir 
un  Point  double  invijthle  t indiqué  par  les  racines  imaginai- 
res de  l’e'q  : 

Dans  le  Cas  où  les  éq:  P & Q^ont  une  (èule  raci-  >««'»•  j* 
ne  réelle  & quatre  imaginaires,  la  Courbe  producïrice  ne 
coupe  qu’en  un  (èul  Point  I l’Axe  des  ordonnées,  & la 
Courbe  produite  ne  paflTe  qu’une  fois  par  l’Origine  A. 

Mais  on  doit  concevoir  fur  cette  Branche  un  Point  quadru- 
ple tnvifible , indiqué  par  les  quatre  racines  imaginaires  de 
l’éq: 

4.  Si  les  éq:  P & Q.,  ont  une  racine  double  & trois  ”nm-  *• 
Amples  réelles;  la  Courbe  produ&rice  touche  fon  Axe  une 

fois  en  R , & le  coupe  trois  fois  en  G , K , L , & la  Cour- 
be produite  fait  à l’Origine  un  Tripic-Nccud  avec  un 
Rebrouffement. 

5.  Si  les  éq:  P & Q.  ont  unc  racine  double  & une  fimple,  mm.  1. 
réelles»  & deux  imaginaires;  la  Courbe  produ&rice  touche 

fon  Axe  en  QJk  le  coupe  en  f.  La  Courbe  produite  a à 
l’Origine  un  Rebrouffement  traverfé  d'une  Branche  de  dtreSlion 
différente , avec  un  Point  double  tnvifible , indiqué  par  les 
deux  racines  imaginaires  de  i’éq  : 

6.  Si  les  éq:  P & «gjont  deux  racines  doubles  & une  mm. 6. 
fimple  ; la  Courbe  produébice  touche  Ion  Axe  deux  fois 

en  QJk  S , & le  coupe  une  fois  en  L Et  la  Courbe  pro- 
duite a à l’Origine  deux  Rebrouffements  de  durerions  diffé- 
rentes traverfés  par  une  Branche  fous  une  troijiéme  direc- 
tion. ' 

7.  Si  les  éq:  P & Q^ont  une  racine  triple  & deux  fitn-  mim .7, 
pies  ; la  Courbe  produ&rice  coupe  fon  Axe  des  ordon- 
nées en  K & L , & le  coupe  & touche  en  Q^Point  d’In- 

Nnnn  $ flexion. 
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des  points  quintuples. 

Pum-HE  fléxion.  La  Courbe  produite  fait  à l’Origine  un  Double-  Ca.xilL 
xxxm.  yKujt  dont  une  Branche  CAf  a,  au  point  A,  une  tri-  &•  *»!• 
lis-  llS'  piidté  invijiblc  réfutante  de  l’évanouiflèment  de  deux  Feuil- 
les. Car  comme  le  point  QjJe  la  Courbe  productrice  ren- 
ferme virtuellement  les  deux  finuofite's  G QJ-1 , H R 1 de  la 
Courbe  «°.  i , de  même  le  Point  A de  la  Branche  CAf  de 
la  Courbe  produite  renferme  virtuellement  les  deux  Feuilles 
Aq,  Ar,  de  la  Courbe  CAqArAfAtAd  du  même»0,  r. 

8.  g g}  les  éq  : P & Q,  ont  une  racine  triple  & une  dou- 
ble ; la  Courbe  productrice  touche  fbn  Axe  en  T,  & le 
coupe  & touche  en  Qj_  Et  la  Courbe  produite  a à l’O- 
rigine un  Rebrouffement  traverje  par  une  Branche  CAf, 
dont  le  Point  A a , comme  au  Cas  préccd.  une  triplicité 
invifible  qui  renferme  virtuellement  les  deux  Feuilles  A q , 

At  de  la  Courbe  n°.  4. 

nam.  9.  Si  les  éq  : P & Q^ont  une  racine  triple  & deux 

imaginaires  -,  la  Courbe  productrice  coupe  & touche  en 
l’Axe  des  ordonnées  & ne  le  rencontre  point  ailleurs.  La 
Courbe  produite  ne  pafle  qu’une  fois  par  A:  mais  non 
feulement  le  Point  A de  la  Branche  qui  y pafle  eft  d’une 
triplicité  invifible  , renfermant  virtuellement  deux  Feuilles  ; 
mais  encore  il  faut  y concevoir  un  Point  double  invifible , 
qui  fait  de  ce  Point  un  Point  quintuple. 
hum.  10.  10.  Si  les  éq  : P & Q_ont  une  racine  quadruple  & 

une  (impie;  la  Courbe  productrice  coupe  l’Axe  des  or* 
données  en  L , & le  touche  en  Q.  par  un  Point  de  Ser- 
pentement.  La  Courbe  produite  a,  à l’Origine,  uncBr*»- 
che  qui  traverfe  un  Point  de  Rebrouffement  cenfé  renfermer 
trois  Feuilles  évanouïfantes.  Car  puilque  le  Point  de  Ser- 
pentement  G eft  cenfé  renfermer  les  trois  finuofités , GQH, 

H R 1 , 1 S K de  la  Courbe  w°.  1 , qui  y font  devenues  in- 
finiment petites  , le  Rebrouflèment  C A t eft  aufli  cenfé 
renfermer  les  trois  Feuilles  Aq,  Ar,  Af  devenues  infini-* 
ment  petites.  ‘ . . . ‘ ’ ... 

11. 
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ii.  Enfin,  fi  les  éq:  P & ^ ont  uhë'lèule  racine  planche 
quintuple  ; la  Courbe  produ&rice  coupe  & touche  l’Axe  xxxiil 
dss  ordonnées  au  Point  C^de  dolible  Inflexion.  Et  la  r£-  ***• 
Courbe  produite  ne  patte  qu’une  fois  par  l’Origine  A:  ”u*ul1' 
niais  ce  Point  eft  un  Point  quintuple  d'une  mu/tiplidtc 
invifible , qui  renferme  virtuellement  quatre  Feuilles  éva- 
nouïflântes.  Car  comme  le  Point  de  double  Inflexion 
eft  cenfé  renfermer  les  quatre  finuofités  G QJ-I , H R 1 , 
1SK,.KTL  de  la  Courbe  »°.  i , qui  font  devenues  in- 
finiment petites , de  même  le  Point  A de  la  Courbe  pro- 
duite renferme  les  quatre  Feuilles  Aq,  Ar,  A f , Ac, 
devenues  infiniment  petites.  C’eft  donc  réellement  un 
Point  quintuple , dont  la  multiplicité  échappe  aux  Sens , 
mais  fe  laide  appcrçevoir  par  l’AnaJyfe. 
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Nos.  I.  & II. 

De  l évanouijjèment  des  inconnues. 

Qüand  un  Problème  renferme  plufieurs  inconnues, 
dont  les  relations  font  tellement  compliquées  qu’on 
le  trouve  oblige  de  former  plufieurs  équations;  alors,  pour 
découvrir  les  valeurs  de  ces  inconnues , on  les  fait  toutes 
évanouir,  moins  une,  qui  combinée  feule  avec  les  gran- 
deurs connues  donne,  fi  le  Problème  eft  déterminé,  une 
Equation  finale , dont  la  réfolution  fait  connoître  d’abord 
cette  inconnue , & enfuite  par  fon  moyen  toutes  les  au- 
tres. 

L’Algèbre  fournit  pour  cela  des  Règles,  dont  le  fuc- 
cès  eft  infaillible , pourvû  qu'on  aie  la  patience  de  les  fui- 
vre.  Mais  le  Calcul  en  devient  extrêmement  long , lorfque 
le  nombre  des  équations  & des  inconnues  eft  fort  grand , 
& auffi  lorfque  ces  inconnues  montent  dans  les  équations 
propofées  à des  degrés  fort  élevés.  Dans  ce  lècond  Cas 
on  tombe , par  les  Méthodes  ordinaires , dans  un  autre  in- 
convénient ; c’eft  d’être  conduit  à des  équations  plus  com- 
pofées  qu’il  ne  faut,  & qui  renferment  des  racines  fuper- 
ftues , qu’il  n’eft  pas  toujours  aifé  de  démêler  de  celles  qui 
donnent  la  vraye  Solution  du  Problème.  On  fe  propofe 
dans  les  deux  Nos.  fuivanis  de  remédier  à ces  inconvé- 
nients. 


N°.  I. 


Digitized  by  Google 


APPENDICE.  6s  7 

No.  I. 

Voyez  pag.  59  & 60. 

Soient  plufieurs  inconnues  z,y,  x,  v,&c,  & autant  d’équations 

A1  = Z’z  41  T'y  + X'x  Hh  V'v  4<  &c. 
yf  = Zlz  + Vy  + Xlx  Hh  V-v  4-  &c. 

A 1 = Z’z  + T'y  4-  X'x  4<  V'v  4«  &c. 

A*  = Z*z  ►h  T*y  + X'x  4-  V\ 1 + &c. 

&c. 

où  les  lettres  A1 , A1 , A\-  A + , &c.  ne  mar- 
quent pas,  comme  à l’ordinaire,  les  puiflances  d'A,  mais 
le  premier  membre , lùppofé  connu , de  la  prémiére , fé- 
conde, troifiéme,  quatrième  &c.  e'quation.  De  meme  Z 
Z\  &c.  font  les  coefficients  de  z;  T' , T1,  &c.  ceux  de 
y ; X1 , X *,  &c.  ceux  de  x;  V\  V'  > &e.  ceux  de  v; 
&c.  dans  la  prémiére,  fécondé,  &c.  e'quation. 

Cette  Notation  fuppofée  , s’il  n’y  a qu’une  e'quation  & 

A 1 1 

qu’une  inconnue  z;  on  aura  z = «7.  S’il  y a deux  équa- 
tions & deux  inconnues  z & y ; on  trouvera  z ==s 

rrlff- ^ ~ • — z 1 r ~ sil  y a lro's 

équations  & trois  inconnues  z,  y,  & ■*;  on  trouvera 
^■r^Ar» — ^ta* — A'Tx*  4-  ^t'a:1  4-  a? — 


z= 


y= 


TY'X' Z'Y'X- ZlVX'  4-  ZTA*  +ZirXi z> Y*xl 

Z'A-X' Z'A'X1 ZA'X+Z-A'X'+Z'A'X—Z'A'X1 

Z'rx* — z'Y'X* — z~Y'X}  4-  ZrY'xx +zirxi Z>YX* 

Z'y1  A>  — - Z'VA1 — Z Y1  A'  4- Z1Y>A'+Z,Y'A' Z Y*A' 


Z'YlX> Z'Y'Xi ZlY'X?  4-  ZlY>X'  q-ZT'Ar1 &TX} 

Introd, à PAnalyfe  des  Lignes  Courbes.  Oooo  L’é- 
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L’examen  de  ces  Formules  fournit  cette  Règle  generale. 
Le  nombre  des  équations  & des  inconnues  étant  »,  on 
trouvera  la  valeur  de  chaque  inconnue  en  formant  « frac- 
tions dont  le  dénominateur  commun  a autant  de  termes 
qu’il  y a de  divers  arrangements  de  » chofcs  différentes. 
Chaque  terme  eft  compofé  des  lettres  ZYXy  &c.  toujours 
écrites  dans  le  meme  ordre , mais  auxquelles  on  diftribuc , 
comme  expolànts , les  » premiers  chiffres  rangés  en  toutes 
l.-s  manières  polfibles.  Ainfi,  lorfqu’on  a trois  inconnues, 
le  dénominateur  a [ i X2X$  =]  6 termes,  compofés  des 
trois  lettres  ZYX,  qui  reçoivent  fucce/Gvcment  les  expo- 
lànts 12$,  i $ 2 , 21$,  2 $ i , $12,  $2r.  On  donne  à ces 
termes  les  lignes  -j-ou  — , lèlonla  Règle  fuivante.  Quand 
un  expofant  eft  fuivi  dans  le  meme  terme,  médiatement 
ou  immédiatement , d’un  expofant  plus  petit  que  lui , j’a- 
pellerai  cela  un  dérangement.  Qu’on  compte,  pour  cha- 
que terme , le  nombre  des  dérangements  : s’il  eft  pair  ou 
nul,  le  terme  aura  le  ftgne  +•,  s’il  eft  impair,  le  terme 
aura  le  figne  — . Par  ex.  dans  le  terme  Z ' Tx  V*  il  n’y 
a aucun  dérangement  : ce  terme  aura  donc  le  figne  +.  Le 
terme  Z'Y'X1  a auflî  le  figne  parce  qu'il  a deux  dé- 
rangements, $ avant  i & $ avant  2.  Mais  le  terme  Z’ YlXl, 
quia  trois  dérangements,  $ avant  2,  $ avant  i,&  2 avant 
1 , aura  le  figne  — . 

Le  dénominateur  commun  étant  ainfi  formé,  on  aura 
la  valeur  de  z en  donnant  à ce  dénominateur  le  nu- 
mérateur qui  fe  forme  en  changeant,  dans  tous  fes  ter- 
mes , 2 en  A.  Et  la  valeur  d’^  eft  la  fraétion  qui  a le  mê- 
me dénominateur  & pour  numérateur  la  quantité  qui  ré- 
fulte  quand  on  change  Y en  A,  dans  tous  les  termes  du 
dénominateur.  Et  on  trouve  d’une  manière  femblable  la  va- 
leur des  autres  inconnues. 

Généralement  parlant , le  Problème  eft  déterminé.  Mais 
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il  peut  y avoir  des  Cas  particuliers , où  il  refte  indétermi- 
né; & d’autres  où  il  devient  impoflîble.  C’cft  lorfque  le  dé- 
nominateur commun  fe  trouve  égal  à zéro  ; c’clt-à-dire , 
s’il  n’y  a que  deux  équations,  lorlque  Z‘Yl — ZlY'==ot 
s'il  y en  a trois,  lorfque  Z1  Y1  X' — Z'  Y'X1 — Z'Y'  X* 
+ ZlY’X'  -i-Z’Y'X' — Z'Y-X'  = o,  &c.  Alors,  fi 
les  grandeurs  A' , A1 , A\  &c.  font  telles  que  les  nu- 
mérateurs (oient  auflî  égaux  à zéro , le  Problème  eft  indé- 
terminé; car  les  fraétions  |,  qui  devroient  donner  la  va- 
leur des  inconnues,  font  indéterminées.  Mais  fi  les  gran- 
deurs A1 , A1 3 A* y &e.  Ibnt  telles  que,  le  dénomina- 
teur commun  étant  zéro , les  numérateurs  ou  quelques-uns 
d’entr’eux  ne  foient  pas  zéro,  le  Problème  eft  impoflible, 
ou  du  moins  les  grandeurs  inconnues  qui  peuvent  le  ré- 
foudre font  toutes,  ou  en  partie,  infinies.  Par  ex.  fi  l’on 
a ces  deux  équations  2 = 3 a — 2 y Si  5 = 6%  — 4 y y 
on  trouvera  z = ± &^  = |.  Donc  z & y font  des  gran- 
deurs infinies,  qui  font  l’une  à l’autre  en  raifon  de  2 à 3. 
En  dégageant  les  inconnues  par  les  Méthodes  ordinaires , 
on  tomberoit  dans  cette  équation  abfurdci  = £.  Caria 
prémiére  équation  donne  z = \ y + f & la  fécondé  z = 
îy  + l Donc  + \ \ y +$,  ou  y ===!••  ce  qui  eft 

abfurde , fi  z & y font  des  grandeurs  finies.  Mais  fi  el- 
les font  infinies , on  peut  dire  (ans  abfurdité  que  z = \ J 
+ * & en  même  tems  que  z = \y  + J;  parce  que  les  gran- 
deurs finies  \ & j n’étant  rien  en  compaxailbn  des  grandeurs 
infinies  z Si\y,  les  deux  équations  z = \ y + \ &z=7_y  + l 
fè  réduilènt  toutes  deux  à z = | y , qui  n’a  rien  de  con- 
tradictoire. 
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Voyez  pag.  y6. 

§.  i.  Soient  x il  y deux  grandeurs  variables,  dont  le 
rapport,  tant  enir’elles  qu’avec  des  grandeurs  confiantes, 
foit  exprimé  par  les  deux  c'quations  A & B , la  première 
de  l’ordre  » & la  féconde  de  l’ordre  m. 

A x->  — [ i ] + [ i *]  x’»1 [ l ‘jx^-J  + &c. [ i »]  = o 

B....(o)  x0  + (i)*'  ►B(2)x1  4,(g)*,  + cfr-.*.  + (w0xm==o 

Les  1,1  *,»  *,  &c.  dans  des  parenthefès  quarre'cs,  marquent,  non 
les  puiflànces  de  l’unité' , mais  les  coefficients  de  x , ou  les 
fondions  rationnelles  de  y qui  multiplient  les  puiflànces  dex 
dans  l’éq  : A.  Et  les  chiffres  o , i , 2 , g , &c.  dans  les  pa- 
renthefes  rondes , indiquent  aufli  les  fondions  rationelles 
d’y  qui  multiplient  les  puiflànces  de  x dans  l’e'quation  B. 
L’ufage  de  cette  Notation  paroitra  dans  la  fuite , & les  pa- 
renthélês  ne  laiflènt_  aucune  équivoque.  On  propofê  de  fai- 
re évanouir  x , au  moyen  de  ces  deux  équations  , & de 
trouver  celle  qui  exprime  le  raport  des  fondions  [r],[i3], 
[1  * J , &c.  (o),  (1),  (2),  &c.  c’eft-à-dire  de  trouver  l’équa- 
tion en  y & confiantes , qui  refte  quand  on  a fait  évanouir 
x.  Nous  nommerons  cette  équation  C. 

§.  2.  Que  a,  bici  d,  &c.  repréféntent  les  racines  de 
Te'q  : A , ou  les  fondions1,  rationelles  ou  irrationelles , de  y 
qui  font  les  valeurs  de  x dans  cette  équation  x"  — [1 J 
x1  1 frc...  [i"]  = o.  Comme  elle  eft  du  degré  «,  le  nom- 
bre de  fés  racines  cfi  n . Et  les  fubfiituant  fùccefïîvement 
dans  l’éq;  B,  on  aura  n équations  a,  |9,  y , <T,  &c,  où  x 
ne  paroit  plus. 

a (o)/»<>4-(i)/*1  4.(2)/!* + (jri)  am  =0 

/3 (o)b°  + (i)4'  +CO*1 +O)*'»=o 

y (o)<e  + Ci)^'  +(0** +0*0*'"  =0 

(o)^+CO^‘+CO^ +(w)^=  o 

&C.  tfï. 

Ces 
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Ces  équations  font  le  reTultat  de  l’évanouifferoent  de  x, 
& leurs  racines  font  les  valeurs  de  y qui  fatisfont  aux  deux 
équations  A & B , & que  donneroit  aulfi  l’eq  : C trouvée 
en  éliminant  x par  quelque  Méthode  que  ce  foit.  Ainfi 
l’eq:  C doit  avoir  les  memes  racines  que  toutes  les  équat: 
*,  0,  y , enfemble.  Elle  n’eft  donc  autre  choie  que  le 

produit  de  ces  e'quations  multipliées  les  unes  par  les  autres. 

§.  Or  ce  produit  des  e'q:  <*,  y,  & c.  le  for- 

me en  multipliant  chaque  terme  de  chaque  équation  par 
chaque  terme  de  chacune  des  autres.  Il  eft  la  fomme  de 
tous  les  produits  particuliers  qu’on  peut  faire,  en  prenant , 
de  toutes  les  manières  poflibles , un  terme  de  chaque  é- 
quation. 

Ainfi,  multipliant  d’abord  * par  /3,  ou  chaque  terme  de 
« par  chaque  terme  de  /S , on  aura 


(oo>0£0-K° 1 1 Hh(o  '{'Çpfia'b'  + (04)  a°bA ■+• &(. 

*(i6)alb9*(i\')a'b,>k(i2')s'b'+(i{')a'b'+&c. 

àlb°^K_2i')alb'  +(2  2')albl  + 

i) a'b'+érc. 
+ (40)  + &c. 

+ &c. 

ou  plus  brièvement. 


*°-Koi)^+4'^  +(02)^  ^ >)?Ji 

*00  a'b'.  À a'b1  , Ç a'b 

+(*2)<  J, 


°b* 


Si  on  multiplie  ce  produit  des  deux  éq  : * , /3 , par  la  troi- 
fiéme  y , ce  qui  le  fait  en  joignant  chaque  terme  de  y à 
chaque  terme  combiné  de  <*,3,  ou  en  alIbrtiUànt,  en  tou- 
tes les  manières  poflibles,  un  terme  de  «,  un  de  /3,  & un  de 
y , on  aura 

O o o o 1 (000) 
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r a°bec'  . r 4°tv  r 4°£<v 

(O0O)<l°£0«o4-(o0 1 ) < +4°//f°-f-(002)^  +4°iv°-i-(003)<  +a.°b'(0-\-&c. 

{+a'b°c°  C-H'i0*0 

f 4°iV  C Sb'c'+aob'c1 

-Ko 1 1)  J +a 'b°c '-Ko 1 2)  < -h*'b°c'+a ' b 

C+a'h'c0  {-t-Sb'c'-i-a-b'iO 

+(iii)  4 'b'e*  +&c. 

Et  ainfi  de  fuite , quel  que  foit  le  nombre  » des  équations 
<*,  /S,  y,  «f,  &c.  qu’on  multiplie  les  unes  par  les  autres. 

§.  4.  Dans  chaque  terme  de  ce  produit,  ou  équation 
finale  C,  on  diftingue  deux  Faïïeun.  L’un,  que  nous  ap- 
pellerons FaFlenr -premier , eft  le  produit  de  quelques  coef- 
ficients de  l’e'q  B , & il  eft  exprimé  par  des  chiffres , com- 
me (000),  (001),  (012)  &c.  L’autre,  que  nous  nomme- 
rons F aPleur- fécond , eft  une  fonction  des  racines  4,  £,  r, 
&c.  de  leq:  A. 

§.  5.  Les  FaBeurs  - premiers  fe  trouvent  aifément.  11 
ne  s’agit  que  de  combiner  n à « les  termes  du  polynôme 
(o)  + (i)4-  (2)  •+•(?)  HH  0»).  Qu’on  mette  à la  pre- 

mière Colomne  (o"),  qui  eft  (o)  élevé  à la  puiftànce  n\  à 
la  (ècondc,  (o"1)  multipliée  par  tous  les  -autres  termes  du 
polynôme  (i)>  (2),  ($),  &c.;  à latroifiéme,  (onI)  multi- 
pliée par  tous  les  produits  (1 1),  (12),  (1 3)  &c. (22),  (2 3) 
&c.  ( g g ) &c.  &c.  qu’on  peut  faire  en  combinant  ces  ter- 
mes deux  à deux  ; à la  quatrième , ( o"î  ) multiplie'e  par 
tous  les  produits  de  ces  termes  pris  trois  à trois,  (m), 
C*I  2),  C 1 1 ?)  &c.  (l22),(l2g)  &C.  Og?)&C-  (222),  (22g) 
&c.  (2  g ?)  &c.  (g  j O &c.  &c;  à la  cinquième,  (o"<)  mul- 
tipliée par  tous  les  produits  des  memes  termes  pris  quatre 
à quatre;  & ainfi  de  fuite:  On  aura  les  FaBeurs-prémien 
rangés  comme  on  les  voit  dans  la  Table  fuivante  pour  le 
Cas  particulier  de  g & » = 4. 
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(oooo)  + (0001)  4-  (ooi  I)  4-  (01 1 1)  + (i  1 1 1) 
4-  (0002)  + (OOI 2)  4-  (oïl 2)  4-  (i  1 1 2) 
4- Coooj)  4- (001  J)  4- roi  I J)  4- (i  1 13) 
4-  (0022)  4-(oi22)  4*  (“22) 
4- (002?) 4- (0123)  4- (1123) 
+ (°°3î)  4-  (013?)  4-  O >33) 
4- (022a)  -f  (1222) 
4- (0223)  4- (1223) 
+ (0233)  4- (>233) 

+ (0333)  4- (1333) 

-f  (2222) 
4.(2223) 
+ (2233) 

+ (2333) 

+ (3333) 
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Ou  l’on  voit  que  le  chiffre  ( o ),  élevé  d’abord  à la  puif- 
iânee  »,  puis  à la  puiflànce  n — 1 , &c.  (èrt  en  quelque 
manière  à completter  les  dimenfions  qui  manquent  aux 
chifres  fignificatifs , & à faire  qu’en  chaque  terme  il  y ait 
» chiffres.  De  forte  que  dans  la  fuite,  nous  négligerons 
ordinairement  d’écrire  ces  puiflances  de  (o) , quoiqu’il  fail- 
le toujours  les  fous-entendre  dans  ces  FaBeurs-prémiers . 
Car  (o)  eft  une  grandeur  bien  réelle. 

§.  6.  On  peut  confidérer,  dans  cette  difpofition  des 
Yaïleurs-prèmiers , les  lignes  fuivant  ldquclles  ils  font  ran- 
ge's.  Dans  chacune  le  FaBcur  fuivant  fc  forme  du  précè- 
dent par  le  changement  de  (o)  en  (1);  de  forte  que  lepré- 
mier  YaBeur  de  chaque  ligne  étant  donné,  on  a tous  les 
autres. 

On  peut  aufli  diftinguer  ces  lignes  en  ordres.  Le  pre- 
mier ne  contient  que  la  première  ligne > qui  commence 
par  le  terme  (c"). 

Le  fécond  a m — r lignes , dont  les  premiers  termes 
font  (o*' 1 2) , (o** 1 3 ) &c.  jufqu’à  ( (o"*1»*);  c’eft-à-dire, 
les  produits  de  (onl)  par  tous  les  termes  du  polynôme 

« excep- 
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excepté  les  deux  premiers  ( o ) & ( i ). 

Le  troifiéme  ordre  eft  compofé  de  O 

1.2 

lignes,  qui  commencent  par  les  termes  (o"-l22),  (on-l2j) 
&c.  lesquels  naiflènt  en  multipliant  (o"*4)  par  tous  les  pro- 
duits qu’on  peut  faire  en  combinant  deux  à deux  tous  les 
termes  du  polynôme , hors  les  deux  prémiers. 

» ■ t j (.m — i \(m 2\Cm — 3) 

Le  quatrième  ordre  a — — — — 

I • 2*  % 

lignes,  qui  commencent  par  les  F a fleurs  (o"-J2  2a), 
(son’i22}~)  &c.  formés  de  la  multiplication  de  (o'-i)  par 
tous  les  produits  qu’on  trouve  en  combinant  trois  à trois 
tous  les  termes  du  polynôme  à l’exception  des  deux  pré- 
miers. 

Les  ordres  fuivants  fo  forment  d’une  manière  fèmbla- 
ble  ; de  forte  qu’en  ne  comptant  point  les  deux  premiers 
termes  (o),  & (i),  du  polynôme  (o) 4- (2)  + (?) 
&c.  on  peut  dire  que  les  termes  du  prémier  ordre  n’ont 
aucun  chiffre , que  ceux  du  fécond  n’en  ont  qu’un , que 
ceux  du  troifiéme  en  ont  deux  &c.  comme  on  le  voit  a£ 
fez  évidemment  en  jettant  les  yeux  fur  la  Table  du  §.  pré- 
cèdent. 

§.  7.  Quant  aux  F aflenrs-fcconds  de  l’équation  C, 
leurs  Fa  fleurs-premiers  les  reprélentent.  Chaque  chifre  du 
Fafleur-prémier  annonce,  dans  le  Fafleur-feconâ  qui  lui  eft 
joint,  une  puiflànce  des  lettres  a , b , c , d , &c.  dont  ce 
chiffre  eft  l’expofànt , & ces  puiflànces  font  autant  de  ter- 
mes qu’il  y a de  manières  de  les  arranger.  Car  le  produit 
a/3>J' &c  (§.  3)  étant  la  fommede  tous  les  produits  qu’on 
peut  faire  en  prenant  un  terme  dans  chaque  équation  « , 
/3,  y,  &c.  chacun  de  fes  termes  aura  toutes  les  lettres 
abcd  &c.  élevées  aux  mêmes  ou  à différentes  puiflànces. 

Et  comme , par  la  notation  des  coefficients  dans  les  équat  : 
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à,  /3,  y,  J,  &c.  (§.  2 ),  chaque  puiflànce  des  lettres  a, 
b,  c,  J,  &c.  porte  avec  foi,  comme  coefficient,  le  même 
chiffre  qui  eft  fon  expolànt , le  F aBeur-prémier , produit 
des  coëfficients , fera  compofé  de  tous  les  chiffres  qui  dans 
le  FaBeur-fecond  font  expofants  des  lettres  a,  b,  c ,d,  frc. 

Ainfi  le  terme  a'b°Bd9à'c.  venant  de  la  multiplication 
de  ( 1)4"  par  (o )^°  par  (o)f°  par(o)  d°  &c.  aura  pour 
F aBeur-prémier  (o"'1 1 ).  Et,  par  la  même  raifon  , 
eft  auffi  le  F aBeur-prémier  de  a°b 'Bd  frc.  &de  a°b°Pd’&c. 
& de  a°b°Pd'&. c.  Tous  ces  termes  fc  réunifient  donc 
en  un  feul,  qui  a pour  F aBeur-prémier  (o"1!) , & pour 
F aBeur-fecond  a'b°c°d°&c.  -J-  a° b‘ c°d° &c.  4 a°b°c'd  &c. 
4 a°b°c°d'(jrc. , ou  fimplement  a + b 4 c 4*  d&c.  puis- 
que toutes  les  puiffiances  zéro  ne  font  que  des  unités. 

De  même , tous  les  termes  où  font  combinés  une  raci- 
ne, un  quarré,  & un  cube  de  diverfes  lettres  ( car  une  mê- 
me lettre  ne  fe  répété  pas  dans  un  même  terme)  tels  que 
a'b'B,  ou  a'bzc'd°e°&c.  étant  produits  par  la  multipli- 
cation de  (1)  a'  par  (2)  b1  par  (j)  c'  par  (o)  d°  par  (o)  e* 
&c.  auront  pour  FaBeur-prémier  (0*1123)  ou  (123)  en 
omettant  les  o (§.  5.)  Donc  le  FaBeur-fecond  de  (12?)  eft 
a'b'B  4 a'b'B  4 a'b'B  + a'b'B  4 a' b' B 4 a' b1  c'  &e. 
4 a'b'd'  + a'b'd ' 4 a'b'd'  4 a'b'd'  a'b'd'  4 a'b'dy 
&c.  + a 'Bd'  4 a' Bd1  4 a'c 'd1  +axBd'  4 a'c'd1 4 a' Bd" 
&c.+  b' Bd'  + b'Bd'  + b'c'd'  4 b1  Bd'  4 b'Bd1  *b'Bd' 
&c.  c’eft-à-dire  la  fomme  de  tous  les  produits  qu’on  peut 
faire  en  combinant  une  racine,  ün  Quarré,  & un  cube  de 
trois  lettres  différentes  prifes  parmi  celles  qui  reprélên- 
tent  les  racines  de  A. 

§.  8.  Si  donc  les  racines  de  l’éq  : A étoient  connues , 
il  feroit  aifé  d’avoir  tous  les  FaBcurs-feconds  de  l’éq  : C. 
Mais  ces  racines  font  inconnues  , lorfque  l’cq:  A eft  d’un 
dégré  trop  élevé  pour  que  l’Algèbre  en  puille  donner  la 

folution.  ....  ...  ; . • ;■)  - J 
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Cependant  ces  FaBeurs-feconds  fe  peuvent  toujours 
calculer  & exhiber  fous  une  forme  ratioDelle , au  moyen  des 
coëfficiens  de  Pcq : A...xn  — [i]  xB  * + [iî]x"-*  — [i1] 

[i"]  = c.  Car,  les  figues  4<  & — étant  alterna- 
tifs, on  fait  que  [i],  coefficient  du  fécond  terme,  eft  égal 
à la  fomme  a+b  + c des  racines,  & parconlé- 

quent  au  FaBettr-fcond  de  (o’,‘,i):  que  de  meme  [i1], 
coëffident  du  troificme  terme,  eft  égal  à ab  + ac  4<  ad  4« 
dre.  ►f'  bc  + bd-\-  dre.  4*  ed-\-&c.  fomme  des  produits  des 
racines  prifesdeux  à deux , ou  au  FaBeur-feeond  de  (o"*1 1 1) 
ou  (i1):  que  pareillement  le  coefficient  [i’j  du  quatrième 
terme  eft  égal  à abe  4-  abd  4*  dre.  4-  acd  4-  dre.  4-  bed  4-  dre . 
fomme  des  produits  des  racines  prîtes  trois  à trois,  & Fac- 
teur-fecond  de  (o"-Ji  1 1)  ou  (i1):  que  de  même  [i4]  eft  le 
FaBeur  fécond  de  (14)  &c.  Les  coefficients  de  l’éq:  A don- 
nent donc , immédiatement  & fans  calcul , tous  les  Fae- 
teurs-feconds  de  la  première  ligne  [§.5-]»  ou  du  pre'mier 
Ordre  [ §.  6 ].  Et  au  moyen  de  ceux-là , ou  trouvera  tous 
les  autres  par  le  Théorème  fui  va  m. 

§.  9.  Si  on  multiplie  un  FaBcur-fecond  quelconque  par 
un  FaBeur-feeond  dont  le  FaBeur- premier  n’ait  qu’un  fcul 
chiffre  fignificatif,  c’eft-à-dire  différent  du  zéro:  le  produit 
eft  égal  à autant  de  F aBettrs-feconds  qu’il  y a de  chiffres 
différents  dans  le  FaBeur- prémier  du  multiplicande.  On  au- 
ra les  FaBeur s-premiers  de  ces  FaBeur  s- féconds  en  ajoutant 
le  chiffre  du  multiplicateur  à chacun  des  différents  chiffres 
du  multiplicande.  Et  s’il  arrive  que,  dans  quelcun  de  ces 
FaBeur s-primier s du  produit,  un  chiffre  foit  répété  plus  fou- 
vent  que  dans  le  FaBcur-pré/nier  du  multiplicande,  on  pren- 
dra ce  FaBeur -\z  autant  de  fois  que  ce  chiffre  y eft  répété. 

Par  ex.  le  produit  du  FaBeur-feeond  de  1 122$) 
par  le  FaBeur-feeond  de  (o"'1 1)  eft  égala  la  fomme  du  Foc - , 
teur-fecond  de  (o"  ûi  1 1224)  , de  deux  fois  le  FaBeur-fe- 
tond  de  (o”’6  1 u 23  j)  j de  trois  fois  le  FaBeur-feeond  de 
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(o**"  1 12  2 2 ) ) , & de  quatre  fois  le  F 'aBeur -fécond  de 
(o"*7i  111223).  Ce  qu’on  exprime  en  abrégé  par  cette  équa- 
tion [ni  22  3]  x[ij  = [111224]  +2  [ *11233  ] + 
j [ 112221  ] 4-4  [ 1111 22  j ] , où  les  chiffres  renfermés  dans 
les  parenthéfes  quarrées  de'ûgnent  les  F aBeurs-fcconds  dont 
les  FaBeurs-prémiers  auroient  les  mêmes  chiffres  dans  des 
parenthéfes  rondes,  & où,  pour  abréger,  on  omet  les 
puiffànces  de  (o). 

Voici  comment  fe  forme  cette  e'quatîon  félon  le  Théo- 
rème. Dans  le  FaBeur-prcniur  (o"  cin 22$  ) du  multipli- 
cande, on  voit  quatre  differents  chiffres  o,  1,  2,  3.  Le 
produit  de  [n  122 j ] par  [ 1 ] aura  donc  quatre  parties. 
On  aura  le  FaBeur-prémier  de  la  première , en  ajoutant  le 
chiffre  1 du  multiplicateur  au  chiffre  3 du  multiplicande, 
ce  qui  change  (o',  eiu  223  ) en  (o’i*5iii  224).  Et  comme 
aucun  chiffre  ne  fe  trouve  plus  lbuvent  en  (o"‘*iii224 ) 
qu’en  (onfiin  223),  le  FaBcur-fecond  [111224]  ne  fera 
pris  qu’une  fois.  Le  FtBeur-prèmier  de  la  feconde  partie 
le  forme  en  ajoutant  le  chiffre  1 du  multiplicateur  au  chif- 
fre 2 du  multiplicande,  ce  qui  change  (on-6 111 223')  en 
(o***  1 1 1 a 3 3),  où  le  chiffre  3,  qui  n’étoit  qu’une  fois  dans  le 
multiplicande , fe  trouve  deux  fois.  On  prendra  donc 
deux  fois  le  Y aBeur -fécond  [ 1 1 1 2 3 3 ].  De  même  pour  avoir 
la  troifiéme  partie  du  produit , on  ajoutera  le  chiffre  1 du 
multiplicateur  à un  des  chiffres  1 du  multiplicande 
(o"-«  111223),  ce  qui  le  change  en  (o"  tf  1 1 2223),  où  2 
eft  répété  trois  fois,  au  lieu  qu’il  n’étoit  que  deux  fois 
dans  le  multiplicaude.  On  prendra  donc  trois  fois  le  Fac- 
teur-fecond  [112223].  Enfin,  ajoutant  le  chiffre  t du  mul- 
tiplicateur à un  chiffre  o du  multiplicande,  on  transforme 
(on'^i  1 1 2 2 3 ) en  (o"-7m  1 223) , où  l’on  voit  quatre  1, 
au  lieu  des  trois  qu’il  y avoit  dans  le  multiplicande.  On 
prendra  donc  quatre  fois  [1111223].  Et  ainfi  l’on  aura  l’é- 
quation 
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[11122  j]x[i]=[ni2  24]+2[iii2j  $]4<?[ii222$]Hh4[iin22$]. 

§.  ? o.  On  peut  remarquer,  dans  cette  équation,  que 
dans  chaque  terme  du  fécond  membre,  la  Comme  des  chif- 
fres renferme's  dans  les  parenthe'fcs  eft  la  même,  lavoir  la 
lbmme  des  chiffres  du  multiplicateur  & du  multiplicande: 
parce  que  les  chiffres  de  chaque  terme  du  lècond  membre 
de  l’équation  (ont  formés  par  l’addition  des  chiffres  du  mul- 
tiplicande & du  multiplicateur. 

§.  1 1.  La  preuve  de  ce  Théorème  [ qu’on  fe  conten- 
tera d’appliquer  au  cas  particulier  qui  a fervi  d’Exemple, 
mais  qu’on  concevra  aifément  être  géne'rale  ] le  tire  de  ce 
que  le  multiplicande  [111225]  elt  la  Comme  de  tous  les 
produits,  tels  que  a'b'c'd'e'f' , de  trois  racines  d'e'P  par 
deux  quarre's  ÎV  & par  un  cube  a ' de  différentes  lettres 
[§.7);  & de  ce  que  le  multiplicateur  [1]  elt  la  Comme 
de  toutes  les  racines  * + b»t<c  + d-\-c-{-/*{4g>{‘ b,  &c. 
de  A.  Multiplier  par  [1]  chaque  terme  de  [111225], 
comme  a'b'tld'e'f\  c’eft  donc  le  multiplier  t°.  par  la  ra- 
cine a qui , dans  ce  terme,  a fon  cube  a' , 20.  par  les  ra- 
cines b y ty  qui  y font  éleve'es  au  quarre'  b1 1 c\  par 
les  racines  dt  e,  /*,  qui  fe  trouvent  dans  ce  terme,  & 40. 
par  les  racines  g,  b,  &c.  qui  ne  paroiffent  dans  ce  terme, 
ni  par  elles-mêmes , ni  par  leurs  puiffances. 

Or  la  multiplication  de  chaque  terme, tel  que  *'bxc 1d'e'f> 
par  la  racine  ay  qui  dans  ce  terme  a 5 dimenfions,  donne 
tous  les  termes  tels  que  a'b'c'd'e'f'  qui  font  enlèmble  le 
Yaflcur-fecond  [11 1224]:  & elle  ne  le  donne  qu’une  fois, 
parce  que  chaque  terme  tel  que  d*blcxd'e'fi  ne  peut  être 
produit , dans  la  multiplication  de  [ 11 1 22  5 1 par  [ 1 ] , que 
d’une  feule  manière,  favoir  en  multipliant  a'b'c'd'c'f1  par  a. 

Mais  la  multiplication  de  chaque  terme  , tel  que 
ë'b'c'd'c'f1  y par  une  des  racines  b y [our,  J qui  ont, 
dans  ce  terme,  leur  quarré  b1  [our1],  produit  tous  les 
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termes,  tels  que  a'b'c'd'c'p , dont  la  fomme  fait  le  Fac- 
teur-fécond  [111233],  & elle  produit  deux  fois  cette  fom- 
me ; parce  que  chacun  de  ces  termes  fe  trouve  deux  fois 
dans  le  produit  [11x223] x [1 ];  a'b'fd'e'f'  y paroif- 
faut,  & comme  produit  de  a'b'c'd'c'p  par£,  & comme 
produit  de  ab'c'd'e'f 1 par  a. 

La  multiplication  de  chaque  terme,  tel  que  a'Ÿc'd'e'p , 
par  une  des  racines  d [ou  e , f]  qui  dans  ce  terme  n’ont 
qu’une  dimenfion  , produit  tous  les  termes  tels  que 
a'b'c'd'c'p  dont  la  fomme  eft  le  FaHeur-fecond  [1112223], 

& elle  la  produit  trois  fois  ; parce  que  chaque  terme  le 
trouve  trois  fois  dans  le  produit  [11122$  ] x [ 1 ].  Par  exem- 
ple a'b'c'd'c'p  s’y  trouve  formé  par  la  multiplication  de 
a'b'c'd'c'p  par  d,  & par  celle  de  a'b'c'de'p  par  c , & 
encore  par  celle  de  a'b'c'd'c'p  par  b. 

Enfin  la  multiplication  de  tous  les  termes,  tels  que 
a'b'c'd'e'/' , par  quelque  racine  comme  g,  differente  de 
celles  a,  b,  e,  d,  e,  /,  qui  y font  déjà,  produit  tous  les 
termes,  tels  que  a'b'c'd'e'f'  g'  , dont  la  fomme  eft  le  Foc - 
teur-feiond  [111122$],  & dans  ce  produit  chaque  terme 
fe  trouve  quatre  fois  •,  parce  que  a'b'c'd' e'p g'  par  ex.  eft 
produit  en  quatre  manières,  Iç  en  multipliant  a'b'c'd'c'p 
par  g , ou  a' b' F d' e' g'  par/",  ou  a'b'c'd'f'g'  par  e,  ou 
a'b  c'e'f'g'  par  d. 

Le  Produit  [iii22$]x[i]  eft  donccompofé  des  qua- 
tre parties  [1 1 1224  ] + 2 [xixajjJ  4*3  [112223]  + 
4Ï1111223]. 

12.  Par  ce  Théorème,  on  peut  calculer  tous  les 
Yafleurs  -féconds  de  l’équation  C,  au  moyen  de  ceux  du 
premier  ordre , qui  font  les  coëfficiens  de  l’équation  don- 
née A (§.  8).  Pour  cet  effet,  on  décompolèra  en  deux 
parties  le  FaUcur-prcm ter  dent  on  cherche  le  FaHeur -fé- 
cond. L’une  n’aura  que  des  (o)  avec  un  fcul  chiffre  fi- 
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gnificatif,  qui  vaut  une  unité  de  moins  que  le  plus  grand 
Chiffre  du  FaBeur  propofé:  L’autre  contiendra  tous  les 

chiffres  du  FaBeur  propofe  à la  référve  du  plus  grand, 
auquel  on  fubftituera  l’unité'.  Eti  multipliant  l’un  par  l’au- 
tre les  Faveurs -féconds  dont  ces  parties  font  les  FaBeurs- 
prémiers  y on  aura  par  le  Théorème  précédent  une  équa- 
tion, dont  un  des  termes  fera  le  FaBeur  cherché,  & dont 
tous  les  autres  termes  feront  des  Faveurs -féconds  qui  fe  trou- 
vent dans  des  lignes  fupéricures , fi  l’on  difpofe  les  Fac- 
teurs-premiers comme  on  l’a  indiqué  au  §.  5.  Donc , fi 
l’on  calcule  les  F aBeurs -féconds  ligne  par  ligne;  quand 
on  vient  à calculer  celui-ci,  on  aura  déjà  tous  les  autres  « 
par  le  moyen  defquels  il  eft  donné  & connu. 

On  cherche,  par  ex.  la  valeur  de  [01257.  On  dé- 
compoféra  ce  nombre  en  deux  parties  [ 0002  ] & [ou 2]; 
dont  la  prémiére  n’a  que  le  chiffre  fignificatif  2 , moindre 
d’une  unité  que  5 le  plus  grand  chiffre  de  ceux  du  FaBeur 
propofe;  & dont  la  féconde  partie  [01123  a tous  les  chiffres 
du  FaBeur  propofé  [ 0 1 2 j ] , hors  le  plus  grand  3 qu’on  a 
changé  en  1.  On  multipliera  [01 12]  par  [0002],  & on 
aura  l’équation  [0112]  ><[0002]  = [ 01 14]  + [01237 
4-  2 [1122],  d’où  l’on  tirera  [0123]  = [0112]  x 
£0002]  — [0114]: — 2 [1122].  Ainfi[oi23]  eft 
donné  par  [01 12] , [0002  ],  [01 14]  &[ii22].  Mais 
ces  FaBeur s-feconds  font  déjà  calculés , quand  on  viendra 
à la  ligne  où  fè  trouve  [0123].  Car  L0112],  [0002] 

& [0114]  font  du  fécond  ordre  (§.  5),  & [1122], qui, 
auffi  bien  que  [0123],  eft  du  troisième  ordre,  fè  trouve 
dans  la  ligne  immédiatement  fupéricure , parce  que  le  chif- 
fre 2 précédé  immédiatement  le  chiffre  3.  Donc  fi  on  cal- 
cule ces  FaBeurs-feconds  ligne  par  ligne , on  a déjà , quand 
on  vient  à calculer  [0123  J,  tous  ceux  par  lefqucls  il  eft 
donné. 
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§.  ij.  On  peut  fupputer  ainfi  l’équation  C,  à quel- 
que degré  que  s’élève  la  variable  x dans  les  éq:  A & B. 
11  eft  vrai  qu’on  y trouvera  cet  inconvénient,  c’eft  que 
pour  calculer  certains  Faïïeurs-feconds  qui  entrent  dans  Pcq  : 
C,  il  faut  en  avoir  calculé  d’autres  qui  n’y  entrent  pas. 
Ainfi  pour  avoir  la  valeur  de  [012g]  , il  faut  connoitre 
celle  de  [0114],  qui  feroit  d’ailleurs  inutile  fi  l’éq:  B ne 
patte  pas  le  quatrième  dégré.  Quoique  cet  inconvénient 
foit  plus  apparent  que  réel,  n’ayant  d’autre  incommodité 
que  celle  d’allonger  ‘le  Calcul;  on  pourra,  fi  l’on  veut, 
le  lever  au  moyen  de  la  Règle  fuivante , qui  fert  à fuppu- 
ter’le  produit  de  deux  FaHeurs- féconds  quelconques. 

1 °,  Ecrivés  de  fuite  tous  les  arrangements  poffibles  des 
chiffres  du  multiplicande.  Le  calcul  fera  plus  court,  fi 
vous  choififlèz  pour  multiplicande  celui  des  deux  Faïïeun 
dont  les  chiffres  donnent  le  plus  petit  nombre  d’arrange- 
ments. 

2°.  Sous  chaque  arrangement  écrivés  les  chiffres  du 
multiplicateur,  dans  un  ordre  tel  que  vous  voudrés,  mais 
toujours  le  même  ,*  & ajoutés  les  chiffres  de  deffous  à ceux 
de  deflus.  Ces  fommes  feront  les  FaHeurs-pr entiers  dont 
les  FaHeurs-feconds  compolènt  le  produit. 

j°.  Multipliés  chacun  de  ces  FaHeurs-feconds  par  la 
fraélion  qui  a pour  numérateur  le  nombre  des  permuta- 
tions des  chiffres  du  multiplicateur , & pour  dénominateur 
le  nombre  des  permutations  des  chiffres  du  Faflexrmème. 

6.  14.  Ce  fêroit  trop  s’écarter  de  nôtre  but,  que  de 
s’arrêter  à prouver  cette  Règle,  dont  le  Lc&eur  attentif 
pénétrera  aifêment  la  railon.  J’ai  cru  pourtant  devoir  l’in- 
diquer , parce  qu’elle  fournit  divers  moyens  plus  faciles  de 
calculer  l’équation  C,  & qu’elle  m’a  été  fort  utile  pour 
calculer  en  peu  de  moments  l’équation  C * , qu’on  voit  ici 
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vis-à-vis , & qui  eft  celle  qui  refaite  de  l’évanouïfTement 
de  x dans  ces  deux  équations  du  4e.  dégré, 

A /*+ px'  4 qxx  — rx  + /=  o 

B (0)  4 CO  5«+(2)9<,+  0)3c,^.(4)x+===o 

Cette  e'q  : C*,  où  l’on  a changé  pour  plus  de  com- 
modité' l’ordre  des  FaBeurs  , peut  farvir  pour  tous  les  de- 
grés inférieurs,  & contient  ainfi  toutes  les  Régies  que  Mr. 
Newton  a données  dans  fon  Arithmét.  univerf.  pag.  7% , 
74,  & au  delà.  Car  fi  l’éq:  B n’eft  que  du  jc.  dégré, 
on  fera(4)  = o,  c’eft-à-dire,  on  omettra  tous  les  ter- 
mes de  l’éq  : C*  où  le  chiffre  4 paroit  entre  les  FaBeurs- 
premier j , & alors  toute  l’équation  fe  peut  & doit  divifar 
par  /.  Et  fi  l’éq:  B n’étoit  que  du  2e.  dégré,  on  omet- 
troit  encore  tous  les  termes  dans  le  F atleur- premier  dans 
lelquels  paroit  un  j,  & l’équation  feroit  encore  divifible  par 
/,  &c.  Mais  fi  l’éq  : A n’étoit  que  du  je.  dégré,  on  omet- 
troit  dans  les  F aBcurs -féconds  tous  les  termes  où  il  y a une 
/,  & toute  l’équation  fa  divifaroit  par  (o).  Et  fi  A n’é- 
toit que  du  2e.  dégré,  il  faudroit  encore  omettre  tous  les 
termes  où  il  y a une  r,  & divifar  une  faconde  fois  l’équa- 
tion par  (o),  & ainfi  de  faite. 

On  propofa , par  ex.  d’éliminer  x de  ces  deux  équa- 
tions x'  — 2axx  4*  4 Ayx  — y1  — o&i  axl  +y''x  — ay1  — o. 
On  comparera  la  faconde  avec  l’éq  : B , & on  aura  (o) 

= — a/  ,( 1 ) =/>(2)  = *>  & (?)==°  = (4), 
ce  qui  réduit  d’abord  l’éq:  C*  aux  cinq  prémiéres  lignes, 
toutes  les  autres  ayant  dans  leurs  FaBenrs-prém'ters  les  chifi. 
fies  ? ou  4.  Enfuite  on  comparera  la  première  des  deux 
équations  propofées  avec  A , & l’on  aura  /=  1 , p=  2*, 
q = 447 , r = y*  & /=  o.  Cette  valeur  de  / faifant 
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évanouir  toute  la  cinquième  colomne , ce  qui  refte  des  cinq 

Erémiéres  lignes  fera  divifible  par  (o)  & par  //,  & après 
i divifion  elles  fè  réduiront  à ceci 


(ooo) /*  4(001)  4(oii)/?  +(ni)/r=o 

4(002) //r  — »lp  -Koia)^  — j/r+(ii2)/>r 
4(022)^ — 2pr+(i22')qr 
+(222)rr 

ou,  fubftituant  à (o),  (i),  (2),  /,  />,  qy  r,  leurs  va- 
leurs, 

-a'y*  >{*axy*.2M  — ay*.  4 ay  >{*)*•)'  —o 

4 es' y*.  (4*4 — %ay)—a'y*.  (8 aay—iy'')  4 ay*.  2ay' 
—M'ylSï6**yy-4Mÿ)>baayy.4Ay+ 

4*’.  y* 


qui  (è  réduit  à 


— s'y*  + 2 a' y — 4 a'yy  4 ■>*  = 

+ 4*'y* — 8<*4/‘ — %d*y'  + îa'y1  4 2a1}1 

— i^y+4/,y  4 4 a' y* 
4 


oh  , réunifiant  les  termes  homogènes , à 

y,-{-A:‘y7-^~6d,y^-l2A*ys-l2dfy*—0—(y'-\-*ay'-{~6A1y1-■l2a^iy~l2A,)  y *• 

§.  15.  On  pourroit  tirer  de  ces  Principes  plufieurs 
confe'quences  fort  utiles  dans  l’Algèbre:  mais  ne  nous  é- 
cartons  point  de  notre  but , qui  eft  de  démontrer  que  fi  A 
& B font  deux  équations , l’une  de  Tordre  m & l’autre  de 
l'ordre  »,  l’équation  qui  réfulte  de  l’évanouïfièmcnt  de  la 
Jntrod.  à P Anslyfe  des  Lignes^  Courbes.  Q^q  q q varia- 
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variable  * ne  fâuroit  être  d’un  degré  plus  elevé  que  m n. 

A x*  — [ i ] x-f  + [ i *]  se"-» — [i  ']  x'-i  4< J[ i »]  =0 

B (o)*iK0  x + (2)  *l  HL-4  ( S ) *'  4* («0  *m  =0 

i°.  Puifque  l’e'q  : A eft  de  l’ordre  »,  elle  n’a  aucurv 
terme  où  les  expofànts  de  x & de  y cnfemble  faflènt  une 
Comme  plus  grande  que  ».  Donc  [»]  eft  une  fondion  dey 
qui  ne  pafTe  pas  le  premier  degre',  & Ci1]  une  fondion 

qui  ne  paflè  pas  le  fécond  degré , &c.  & [ r»  ] une  fonc- 

tion qui  ne  paiïe  pas  le  degré  »,  c’eft-à-dire  , dans  laquel- 
le il  n’y  a aucun  terme  où  y ait  un  expofant  plus  grand 
que  ». 

Del<\  on  peut  conclurre  qu’il  n’y  a aucun  FaReur- fé- 
cond de  l’éq  : C où-  la  variable  y ait  un  expofant  plus- 
grand  que  la  fbmme  des  chiffres  de  (on  Faflcur-prémier  : 
Que  dans  [o^-îiaj]  par  ex.  il  n’y  a aucune  puifîance  de 
y fupéricure  à la  fixiéme  ; parce  que  1 4-  2 + 3 = 6. 

Cette  conclufion  (c  déduit  au  moyen  de  deux  Princi- 
pes. L’un,  qui  a e'té  indiqué  au  §.  10,  c’eft  que  les  chif- 
fres de  deux  F afleurs  qui  fè  multiplient  l’un  l’autre  font 
enfèmble  la  meme  fbmme  que  les  chiffres  des  Fafleurs  qui 
compofcnt*He  produit  de  cette  multiplication.  L’autre,  qui 
eft  connu , c’eft  que  fi  on  multiplie  l’une  par  l’autre  deux. 
Fondions  rationelles , de  degrés  quelconques , d’une  mê- 
me variable  ; le  produit  fera  une  Fondion  d’un  dégré  égaf 
à la  Comme  de  leurs  degrés.  Si  donc  il  eft  vrai  de  aire  de 
deux  Fa  fleur j -féconds  multiplie's  l’un  par  l’autre,  que  cha- 
cun eft  une  Fondion  rationclle  de  y , où  elle  n’a  point  d’ex- 
pofant  fupéricur  à la  Comme  des  chiffres  de  leurs  Fafleurs - 
premiers  ; cela  fera  également  vrai  de  leur  produit,  & par 
confe'quent  de  tous  les  Fafleurs-feconds  qui  compofent 
ce  produit.  Or  on  a vu  au  commencement  de  ce  §.  que 

cela: 


Digitized  by  Google 


APPENDICE. 


675 

cela  eft  vrai  des  FaFleurs  - féconds  Ci],  [ 1 * ] . . . . Ci"] 
de  la  première  ligne.  Donc  cela  eft  vrai  des  Fatleurs  -fé- 
conds fans  exception  ; puifqu’ils  font  tous  produits , immé- 
diatement ou  médiatement,  par  la  multiplication  des  FaPleurs 
de  la  prémie're  ligne  (§.  12). 

Ainfi,  pour  prouver  que  y ne  parte  pas  le  6e.  degré 
dans  [123],  il  fuffit  défaire  voir  qu’elle  ne  parte  par  le  4e. 
dégre'  dans  C112],  ni  le  2e.  dans  [2].  Car,  comme  [112] 
X[2]  = C114]  [123]  2 [1122],  le  Faffer/r  [ 1 2 3 ] 

eft  une  des  parties  qui  compofent  le  produit  de  [112]  par 
ta].  Or  on  prouve  que  y ne  parte  pas  le  4e.  dégre' dans 
[112],  ni  le  2e.  dans  [ 2 ] , par  une  (èmblable  décompo- 
fition.  [1]  x [1]  = ta] +a  [11].  Donc_y,  ne  partant  pas 
le  degré  dans  [1],  ne  partera  pas  le  2e  dans  ti]x[i], 
ou  dans  [2],  qui  n’eft  qu’une  partie  du  produit  [i]x[i]. 
De  même , puilque  Cm]  x [1]  = [112]  +4  [i4]  , & que 
y ne  parte  pas  le  3e.  degré  dans  Ci’]  ni  le  ier-  dans  [1], 
elle  ne  partera  pas  le  4e.  dans  [t 1 ] x [1] , ni  par  conféquent 
dans  [11 2]  , qui  n’eft  qu’une  partie  de  ce  produit. 

Par  de  fcmblables  raifonnemens , remontant  d’un  Fac- 
teur-fecond  quelconque  à ceux  du  produit  defqucls  il  fait 
partie  , & de  ceux-là  à d’autres , & ainfi  jufqu’aux  Faiïeurs 
[1],  [11]  &c.  de  la  première  ligne,  on  prouvera  toujours 
que  dans  aucun  FaBcur-fecond  de  Pe'q  : C , la  variable  y ne 
monte  à un  degré  plus  haut  que  celui  dont  l’cxpofànt  eft 
la  fomme  des  chiffres  de  Ion  FaPleur-prinner. 

20.  D’un  autre  côté,  l’éq  : B e'tant  de  l’ordre  my  elle 
ne  contient  aucun  terme  où  les  expolànts  de  x & de_y  en- 
fèmble  fartent  une  fomme  plus  grande  que  m.  Donc  y dans 
la  Fonction  (o)  ne  pâlie  pas  le  dégré  m , & dans  (1)  el- 
le ne  parte  pas  le  dégré  m — 1 , ni  dans  ( 2 ) le  dégré 
m — 2 , &c. 

Par  conléqucnt-dans  aucun  Faflcur-prémicr  de  l’éq  : C, 

Q^qqq  2 il 


« 
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il  n’y  aura  aucune  puirtànce  de  y dont  l’expofànt  parte  le 
nombre  qui  refte  quand  de  mn  on  ôte  la  fomme  des  chiC- 
fres  de  ce  FaBcur.  Ainfi  dans  (o»-Ji2j),  y ne  fàuroit 
palTer  le  degré  mn — 6.  Car  dans  (3),^-  ne  parte  pas  le 
degré  m — 3 , ni  dans  (a)  le  dégré  m — j,  ni  dans  (i) 
le  degré  m — i , ni  dans  (o)  le  dégré  my  ni  par  confé- 
quent  dans  (o«"3)  le  dégré  mx  (» — 3 ) — mn — 

Donc  dans  (o-3  123)  = (o-3)  x ( 1 ) x ( 2 ) x ( 3 ),  y ne  parte 
pas  le  dégré  mn  — 3 »»,  + m — 1 }+m—  2 , -f  m — 3 
= m n 1 — a 3 mn 6. 

jc.  Cela  étant  ainfi,  qu’on  prenne  dans  Péq:  C quel* 
terme  on  voudra,  & fi  l’on  cherche  qu’elle  peut  être  la 
plus  haute  puirtànce  de  y dans  ce  terme-là,  on  trouvera  que 
y ne  peut  s’élever  dans  le  FaBcur-fccond  à un  dégré  plus 
haut  que  la  fomme  des  chiffres  du  FaHeur-prémier  (n°.  1), 
ni  dans  le  FaHeur- premier  à un  dégré  plus  haut  que  le 
nombre  qui  refte  quand  on  ôte  de  mn  la  fomme  de  ces 
chiffres  (»°.  2).  Donc  dans  le  terme  complet,  qui  eft  le 
produit  du  FaHeur-prémier  par  le  FaHeur-fecond ^y  ne  mon- 
tera point  à un  dégré  plus  haut  que  mn , qui  réfulte  de 
l’addition  de  cette  fomme  & de  ce  refte. 

Ainfi , dans  aucun  terme  de  l’équation  finale  C , y ne 
monte  à une  puirtànce  plus  haute  que  celle  dont  mn  eft 
l’expofant.  L’équation  C n’cft  donc,  au  plus,  que  du  dé- 
gré mn:  elle  ne  peut  avoir  plus  de  mn  racines.  Ce  qu'il 
faloit  démontrer. 


N#.  III. 
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N°.  III. 

Démonjlration  de  la  Règle  de  Mr.  Hudde. 
L E M M E. 

Si  on  multiplie  la  fuite  bien  ordonnée  des  termes  d'un 
binôme  y + y élevé  à une  puijfance  quelconque  dont  Pexpo- 
fant  foit  1 , par  les  termes  de  la  progreflion  arithmétique  o , 
*»  g»  4,  &C.  le  produit  fera  la  puijfance  1 — - 1 de  ce 
binôme  multipliée  par  J y. 


La  feule  inlpeôion  du  calcul  peut  tenir  lieu  de  preuve. 


*•  *•  1 .2.3 


Iv’-'y- f 


/.(/-■> 


I.  2 


&c. 


= ^x(vt«  + (/— >fr  V?  y1  HH  ère. 

I # 2 

s=/j>x(v4«j>)/-i 


.*■ 


Comll.  T.  Si  au  lieu  de  la  progreflfion  o , i 2 j 4 
&c.  on  avoit  multiplie  la  fuite  des  termes  de  la  puilfance 

Q^qq  3 O+jO 
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/fols  par  v^y,  ç’eft-à-dire  divifible  par  (v+yy.  On 
peut  donc  repréfenter  l’Egalité  par  cette  Formule  (<u+jy  y 
xCP^ffHrry+fÿtb&Oi  la  grandeur  p + qy  + ry1 
+f}'  + &*•  étant  fuppofçe  le  produit  de  toutes  les  racines 
différentes  de  y + v = o.  Si  on  dévelope  la  puiffance 
(0+7)')  l'Egalité  ordonnée  fera 


^pv'^lpy-'y+-^-pv'-i y.  {■ 

1.2r  y I.  2.  g 


-pv’-y&c...  ■=  p (v+yy 


HF  fv1  y+Zqv1-1  y 


+7T7  **’>’ 


&c...—qy(p-\-yy 


+rv1yl  +/rd-*y 
+/«>* 


&c...  —ry\v+yy 
&c...  —fy'(v+yy 
&c...  =:  &c. 


& fi  on  multiplie  la  fuite  de  ces  termes  par  la  proarcC- 
fion  arithmétique 

* *•+•«*  nJp  2 m « + g m cr. 

on  voit  que  chaque  ligne  fera  multipliée  par  une  progref- 
fion  arithmétique,  la  première  par  la  progrelEon  entière 
»,»  + »»,  n 41  2 m , dre.  la  fécondé  par  n m , n 4*  2mr 
»<+>]/»,  &c.  la  troifiéme  par  » + 2 m,  n HH  g m , Or 
-chaque  ligne  eft  la  puiffancc  / de  v + y;  & n’importe 
qu’elle  foit  multipliée  dans  la  prémiére  ligne  par  p , dans 
la  fécondé  par  q y , dans  la  troifiéme  par  ry  , &tc.  il  fê- 
ta toujours  vrai  [ Cor.  préc.  J que  le  produit  de  chaque 
ligne  efi  divifible  par  0 + y>-«.  Donc  toute  l’Egalité 
multipliée  par  la  progreffion , » , » -f  , » + 2 ^ ^ eft 

divifible  par  Qv  ►FjO'"1.  Donc  de  / racines  égales  qu’el- 

-1T/'  le 
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le  avoit  avant  la  multiplication , elle  en  confcrve  l — i 
après  la  multiplication. 

Cor.  AinG,  une  Egalité,  qui  a une  ou  pluGeurs  raci- 
nes doubles,  les  confcrve,  mais  fimples,  après  qu’on  a 
multiplié  la  fuite  de  fes  termes  par  une  progreflioa  arithmé- 
tique quelconque; 


» I.  .... 

i.  i • 

1NDI- 


Digitized  by  Google 


I 


INDICE 

DES  CHAPITRES  ET  DES  PARAGRAPHES. 


CHAPITRE  PREMIER. 


De  la  Nature  des  Lignes  Courbes  en  général  , & de  leurs  Equation?. 


§.  U JL  Es  Lignes  font  régulier  et  ou 
irrégulières.  pag.  X 

2.  Lignes  régulières , leur  natureTÏ 
%.  Elles  [ont  la  même  eboje  que  les 
Lieux  géométriques  des  An- 
ciens.  2 

4.  Lignes  à fmpleou  à double  cour- 
bure. 3 

J.  Ce  que  c’ejl  que  P Origine  , les 
Axes , les  Abfcijfes  , les  Or- 
données. 3 


ne  Ligne. 

4 

Exemple. 

4 

7.  Une  meme  Ligne  peut  être  re - 

préfentée  par  diverjes 

Equa - 

tions. 

& 

8.  Courbes  algébriques  & 

tranf- 

cendantes. 

7 

9.  Courbes  exponentielles  , 

interf- 

cendentes. 

8 

10.  Courbes  finies , infinies , & mix- 

tes. 

8 

fon  équation.  p.  1 1 

Exemples.  12 

§.  14.  Une  Ligne  pafle  par  FOriginF, 


11.  Comment  une  Equation  repré- 

fente une  Ligne.  9 

12.  Abfcijfes  & Ordonnées  , poftti- 

ves  Cf  négatives.  1 1 

13.  Les  Branches  cl  une  Courbe  font 

repréfenties  par  les  racines  de 


~qîtand  fort  équation  n a point 
de  terme  confiant.  F5 

iy.  Trouver  en  quels  points  une  Li- 
gne  coupe  fes  Axes.  17 

16.  Une  Courbe  manque  oit  fes  or- 

données [ont  imaginaires.  1$ 
Exemple. 19 

17.  Les  limites  des  ordonnées  réelles 

Û imaginaires  font  des  dou- 
ble  s-or donnée s , 24- 

18.  Parce  que  les  racines  imaginai- 

res des  équations  vont  deux 
à deux.  2Ç 

19.  En  quel  feus  on  peut  dire  que 

le  cours  d’une  Ligne  ell  con- 
tinu.  32 

20.  Une  feule  équation  peut  reprl- 

fenter  PajJ'emblage  de  plujteurs 
Lignes.  2.8 

2t.  Comment  on  le  peut  difeerner.  29 

22.  Décrire  une  Courbe  par  points. 

î° 

Exemple.  jl 

23.  Manière  de  le  faire  en  plufieurs 

cas. Ü 


Exemples. 
a * 


?4 

CHA- 


Digitized  by  Google 


INDICE 


chapitre  I /■ 

Des  transformations  que  fubit  l’Equation  d’une  Courbe , quand  on  la 
raporte  à d’autres  coordonnées. 


§.  24.  ^Rincipe  général  de  ces  trans- 
formations. pag.  38 

2J.  Application  de  ce  Principe  aux 
cas  particuliers.  39 

26.  Principe  pour  en  abréger  le  Cal- 

cul. 40 

27.  Tranfporter  P Origine  fur  un 

Point  donne  de  l'un  ou  de  l'au- 
tre Axe.  43 

Exemple.  44 


§.  28.  Manière  plus  commode  £ exécu- 
ter cette  Transformation,  p.44 

29.  Transporter  P Origine  fur  un 

Point  quelconque.  45 

Exemple.  48 

30.  Changer  la  pofition  d’un  des 

Axes , fans  changer  P Origine. 

49 

Exemple.  jO 


CHAPITRE  1 I L 

Des  différons  Ordres  des  Lignes  algébriques. 


31.  P Rnncipe  de  la  divifion  des 

Lignes  algébriques  en  Ordres. 

Eil» 

32.  Equations  générales  des  Lignes 

de  chaque  Ordre.  52 

33.  L'équation  d’un  ajjemblage  de 

Lignes  d Ordres  inférieures  efl 
d'un  Ordre  fupirieur.  5 3 

34.  Toutes  les  équations  <f  une  même 

Ligne  font  d’un  même  Ordre. 

33.  Difpofttion  des  termes  d’une 
équation  fur  le  Parallélogram- 
me, ou  Jur  le  Triangle  Ana- 
ly  tique.  54 

36.  Ce  que  c'eft  que  les  Cafés  , les 
Bandes  & les  Rangs  de  ce 
Triangle,  56 


37.  Nombre  des  termes  des  équations 

générales  de  chaque  Ordre. 

p-  Î7 

38.  Nombre  des  Points  par  lefquels 

on  peut  faire  pajfer  une  Ligne 
d un  Ordre  donné.  58 

Exemple.  59 

39.  Nombre  des  Points  dans  lefquels 

une  Droite  peut  rencontrer 
une  Courbe  d un  Ordre  don- 
né, 62 

40.  La  Droite  efl  la  feule  Ligne  du 

premier  Ordre.  64 

41.  Nombre  des  Points  dans  lefquels 

une  Courbe  peut  être  rencon- 
trée par  une  Droite  parallèle  à. 
P un  de  fes  Axes.  69 

42.  Le  nombre  des  interférions  de 

deux 


Digitized  by  Google 


des  chapitres  ET  DES  PARAGRAPHES.  iij 


deux  Lignes  déterminé  par  les 
racines  d une  Egalité,  pag.70 
Ç.  43.  Le  nombre  de  ces  Points  e/l 


quelquefois  plus  petit  que  celui 

de  ces  racines. 

T r 

44.  Cas  dans  lequel  le 

nombre  des 

l’oints  de  rencontre  n en  pas 

inférieur  au  nombre  des  ra- 

entes . 

72 

Exemple. 

72 

f.  47.  Le  nombre  des  Points  de  rencon- 
tre efl  ‘quelquefois  plus  grand 
que  celui  des  racines,  pag.  7 $ 
Exemple.  7} 

46.  Nombre  des  Points  dans  lefquels 

peuvent  je  rencontrer  deux  Li- 
gnes  d Ordres  donnés.  71 

47.  Explication  dune  contradiCtion 

apparente. 

48.  Solution  dune  autre  difficulté.-^ 


Quelques  Remarques  fur  la 

$■  49-  L Es  Egalités  fe  conjlruifent  par 
les  tnterfeüions  de  deux  Cour - 


tes. 

P- »o 

Exemple. 

80 

Manière  de  trouver  ces  Cour- 

bes. 

82 

Limitation  de  ce  choix. 

Le  nom- 

bre  des  interfe&iovs  des  Cour- 
bes peut-être  moindre  que  ce- 
lui des  racines  de  I Egalité 
qu'on  veut  conjlruire.  8 J 
Exemple.  84 

y 2.  Il  peut  être  plus  grand.  8 y 
Exemple.  üf 

ci.  Manière  d éviter  ces  inconvé- 
nient. 86 

Exemple.  87 


des  Egalités. 

y 4.  Choix  des  Courbes  les  plus  Ji im- 
pies qui  peuvent  conjlruire  une 
Egalité  dun  degré  donné.  88 
y y.  Réflexions  fur  cette  règle.  91 
y6.  Conjlruüion  dune  Egalité  quel- 
conque par  une  Courbe  & une 
Droite.  92 

y 7.  Ufage  de  cette  conjlrublion  pour 
déterminer  les  limi(es  des  Ega- 
lités , & le  nombre  de  leurs 
racines  réelles  & imaginai- 
res.  9Î 

»j8.  Application  aux  Egalités  du  fé- 
cond degré.  9 î 

59*  Application m à celles  du  troijié- 
me , ' 97 

60.  & du  quatrième  dégré.  tOj 


chapitre  IV. 

conftru&ion  géométrique 


C H A- 


% 


Digitized  by  Google 


INDICE 


m/ 


chapitre  V. 

Valeur  du  produit  de  toutes  les  Ordonnées  d’une  même  Abfciffe. 

général.  pag-108  cond  Ordre.  p.  „o 

62.  Application  aux  Lignes  du  Je-  $.  63.  Et  à celles  du  troijiême.  ti6 


CHAPITRE  VL 
Des  Diamètres , Contre-Diamètres,  & Centres  des  Lignes  Courbes. 


§•  ^4*  V Ale ur  de  la  fomme  de  toutes 
les  ordonnées  d’une  meme  abj- 
P-  «29 

6 J.  Propriété  de  deux  Lignes  du  mè- 
me  Ordre  , dont  les  équations 
ont  les  deux  mêmes  premiers 
termes.  120 

66.  De  ces  deux  Urnes , tune  peut 
être  un  afenmave  de  Droi- 
tes.  131 

67*  Ou  même  une  feule  Droite , qui 
ejl  le  Diamètre  de  la  Courbe. 

68.  Toute  Courbe  a une  infinité  de 

Diamètres. 

69.  Diamètres  curvilignes.  135 

70.  Diamètre  abftht.  137 


§•  71*  Toute  Ligne  du  fécond  Ordre  a 
un  Diamètre  abfolu.  p.  138 
72*  Trouver  les  Diamètres  abfolus 
tèes  Courbes  des  Ordres  fupé- 
rieurs  , torjqu  elles  en  ont.  I ?8 
Contre-  Diamètres.  141 

Une  Courbe  qui  a un  Contre- 
Diamètre  en  a une  infinité. 

143 

Centre  dune  Courbe  , ce  que 
, 144 

70.  Déterminer , par  P équation  d u- 
ne  Courbe , fi  elle  a un  Cen- 
tre , Cr  quelle  e(l  fa  pofition. 

ri  *44 

Exemples. 144 


7Î* 

74- 


7;- 


C H A- 


Digitized  by  Google 


DES  CHAPITRES  ET  DES  PARAGRAPHES. 


v 


CHAPITRE  VIL 

Détermination  des  plus  grands  termes  d’une  Equation.  Principes  de  1a 
Méthode  des  Séries  , ou  Suites  infinies. 


f.  77.  U Ne  Equation  perd  quelques-  §. 
uns  dejes  termes  , quand  on 
fuppofe  lutte  de fes  indétermi- 
nées infinie  ou  infiniment  pe- 
tite. pag.  148 

78.  Ordres  des  infinis , potentiels  & 

radicaux.  149 

79.  Ordres  des  infiniment  petits.  I ÇO 

bo.  Tentative  infruElueufe  pour  trou- 
ver les  plus  grands  termes  d'u- 
ne  Equation. *51 

81.  Manière  de  les  trouver  par  voie 

d exclufion.  152 

Exemple.  tjj 

82.  Ufage  du  Triangle  analytique 

dans  cette  Recherche.  If  J 

83.  Propriété  du  Triangle  analyti- 

que. If  6 

84.  Les  termes  , qui  font  fur  une 

même  Droite , ont  des  expo- 
fants  en  progrejfion  arithmé- 
tique. if  8 

. Le  rapport  des  différences  de  ces 
progreffions  dépend  de  l incli- 
naifon  de  cette  Droite.  If9 

86,  Les  termes  qui  font  fur  deux 

Droites  parallèles  ont  des  ex- 
pofans  en  progreffions  arith- 
métiques , dont  les  différences 
font  les  mêmes.  160 

87.  Tous  les  termes  qui  font  fur  une 

mime  Droite  , font  du  même 
ordre  , fi  deux  dentr  eux  font 
fuppofés  du  même  ordre.  1 61 


88.  Raport  des  ordres  des  deux  in- 

déterminées , dans  cette  fup- 
pofuion.  p.  1 62 

89.  Expofant  de  î or  dre  des  termes 

qui  font  fur  une  même  Di  oi- 
te.  . 16a 

90.  Les  termes  , qui  font  au-dejfus 

de  cette  Droite , font  d'un  or- 
dre fupérieur  ; ceux  qui  font 
au- de  fous  , d'un  ordre  infé- 
rieur. 1^4 

91.  Delà  , la  Méthode  pour  trouver 

les  plus  grands  termes  dé  une 
Equation.  164 

92.  Dévelopcment  de  cette  Méthode. 


„ Diterminatrices fupérieur  es  & 

tnj  trieur  es. 

l6A 

Exemples. 

Ï66 

93.  Racines  de  réquation 

donnée 

par  une  Déterminatrice.  pag. 

169 

94.  Elles  peuvent  être  imaginaires. 

9f.  Ou  demi- imaginaires. 

170 

171 

96.  Remarque  fur  i' expofant 

racines. 

97.  Méthode  des  Sériel , ou 

infinies. 

98.  Séries  convergentes  , (if 

de  ces 
172 
Suites 

*12 

gentes.  I?4 

99.  Les  expofans  des  termes  d’une 
Série  convergente  vont  tou- 
jours en  croijfant , ou  toujours 
en  décroiffant.  ijç 

a 3 5. 100 


\ 


Digitized  by  Google 


v ) 

f.  ICO. 


INDICE 


Stries  amendantes  , Séries  def- 

cendantes.  pag.  177 

Forme  générale  d’une  Série.  177 


§.  107.  En  quels  cas  , quelques-uns  des 

termes  de  ces  transformées 


IOI. 


102. 

IOJ. 

104. 


Invefligaiion  des  termes  Jttc- 
cejjifi  d'une  Série.  177 
Remarque,  Ù Exemples-  179 
Séries  imaginaires , demi-ima- 
ginaires, Séries  qui  fe  Jour - 


manquent. 


pas-  *9  r 


108.  Recherche  des  termes  irrégu- 

liers ctune  Série.  197 

109.  Où  ejl-ce  que  la  Série  commen- 


chent. 


184 


ce  à devenir  régulière.  200 

III.  Détermination  Je  la  forme  et u- 


105. 


Exemples.  1 84 

Qtielle  ejl  la  place , fur  le  Tri- 
angle analytique  , des  ter- 


ne Série  régulière,  ou  de  la 


mes  d une  équation  transfor 
mce.  " iS” 


fuite  des  expofans  des  termes 

réguliers.  204 

II 2.  Détermination  des  coefficients 


10  6. 


S 


Exemple. 

Méthode  abrégée  de  faire  les 
transformations  indiquées  au 
§.  102.  192 


de  ces  termes. 
ExemplesT 


204 


I Ij.  Remarque  , qui  feu  à faire 
connaître  , en  bien  des  cas 1 fl 
une  Série  ejl  demi-imaginai- 
re.arj 


CHAPITRE  VIII. 
Des  Branches  infinies  des  Courbes. 


f.  114.  \j  Ne  Branche  infinie  de  Cour-  §.  120.  Hyperboles  oppofées.  pag.221 

be  [éloigne  infiniment,  ou  lai.  Hyperboles  conjuguées.  221 

de  l'un  , ou  de  l autre  des  122.  Hyperboles  des  Ordres  fuyé- 

deux  Axes  , ou  de  tous  les  rieurs.  222 

deux.  P- 21 5 I2j.  Définition  de  la  Parabole.  223 

liy.  Une  Courbe  a autant  de  Bran-  124.  Vejcription  de  la  Parabole. 

ches  infinies  , quefon  équa-  125.  Cette  Courbe  n'a  point  d' A- 

tion  peut  donner  de  .Séries  Jymptotes.  22 6 

défendantes  réelles  dijféren-  12 6.  Paraboles  des  Ordres  Jupé- 

. tes.  216  rieurs.  226 

Il  6.  Ces  Séries  déterminent  la  poft-  127.  Différence  de  réquation  et  une 
tion  des  Branches.  217  mtme  Parabole , juivant  l A- 

117.  Hyperboles  & Paraboles.  218  xe  auquel  on  la  raporte.  227 

118.  Définition  & Defcription  de  128.  Nombre  & poft  ion  des  Bran- 

té  Hyperbole.  2T9  c^es  des  Paraboles  Ù des 

119.  Ce  que  cejl  que  fes  Afympto- Hyperboles  de  tous  les  Or- 

^ tes.  320 dies. 228 

139.  Les 


~\ 


Digitized  by  Google 


§•  129- 

IJO. 

131. 

132. 
*33- 
*34* 

4 

*3  y* 

136. 

*37- 

138. 

*39- 

140. 

141. 


DES  CHAPITRES  ET  DES  PARAGRAPHES. 


Les  Branches  des  Courtes  font 
ou  hyperboliques  ou  parabo- 
liques. p ig-  230 

Manière  de  les  difcerner.  230 
Branches  hyperboliques  trou- 
ver leur  Afymptote  droite. 

231 

Ce  que  c'efi  que  leur  Afymptote 
courbe  , (J  leur  Hyperbole- 
afymptote.  232 

Branches  paraboliques  ; trou- 
ver leur  dernière  dircllian. 

M4 

Ce  que  c’e/l  que  leur  Aympto- 
te  courbe  , <J  leur  Parabôlc- 

afymptote. 236 

Trouver , par  le  Triangle  ana- 
lytique fia  dernière  direblion 
des  Branches  infinies  d’une 

Courbe. 237 

En  quel  cas  une  Courbe  efi 
finie.  239 

Exemple.  239 

Quatre  pofitions  differentes  des 
des  dit ermmairUes , par  lef- 
quelles  on  trouve  les  Bran- 
ches infinies  dune  Courbe. 

240 

Cas  I.  Branches  hyperboli- 


pour  Ajymptote. 


Exemples 
Cas 


mple : 

TT 


Mi 

MI 


que  s y ayant  un  des  Axes 

fyp 

as  1 /■  Branches  hyperboli- 
ques , ayant  leur  Afymptote 
parallèle  à Lun  des  Axes. 

ÏSI 

Exemptes. 262 

Fofition  de  ces  Branches  autour 
de  leur  Afymptote.  26  q 

Exemples.  264 

Abrège  du  Calcul  nécejfaire 


§.  142. 

*43, 

« 

*44- 

*41- 


VI) 

dans  ce  cas-là.  p.ig.  ^73 
Exemples.  ^74 

Cas  III.  Branches  par. 'bel  1- 
que  s , dont  la  dernière  direc- 
tion efl  paraUe.e  4 l un  des 
deux  Axes,  284 

Exemples,  285 

Cas  IC.  Branches  irfiKtes.dont 
la  dernijre  direcliou  e(l  obli- 
que aux  deux  Axes.  308 
Exemples.  3 1 1 

Les  Branches  infinies  cf une 
Courbe  font  toujours  en  nom- 
bre pair.  342 

Une  Ligne  algébrique  d'un  Or- 
dre  impair  a , au  moins  , 
deux  Branches  infinies. 

a , „ . 34î 

140.  Une  Courbe  algébrique  ne  peut 

~avoir  plus  de  Branches  in- 
finies , qu'il  ny  a d unités 
dans  le  double  de  r expa'.int 
de  fon  Ordre.  343 

147.  Une  Courbe  algébrique  ne  peut 

avoir  plus  d’ Afymptotes 
droites  qu'il  n'y  a d’unités 
dans  lexpofant  de  fon  Or- 
dre. 544 

148.  Lorfqu'elle  a ce  nombre  d A- 

fymptotes  , toutes  fes  Bran- 
ches font  hyperboliques.  34  y 

149.  Propriété  de  ces  Afymptotes  & 

de  ces  Branches.  3 4 y 

iyO.  En  combien  de  Points  une 
Courbe  peut  rencontrer  fon 
Afymptote  droite.  347 
lyi.  Combien  une  Courbe  algébri- 
que  peut  avoir  d A y mp  tâ- 
tes droites  parallèles  à fes 
ordonnées.  3 49 

152.  Combien  elle  peut  avoir  d A- 

Jympto- 


« 


Digitized  by  Google 


V11J 


INDICE 

jymptotes  droites  parallèles  en  §.  ijj.  En  quel  cas  elle  peut  les  cou- 
tout.  pag.  35°  />«■.  pag.  JJ i 


CHAPITRE IX. 

Divifions  générales  des  Lignes  des  cinq  premiers  Ordres. 


§•  Tf4-  LE  fécond  Ordre  n a que  trois 
Courbes  , V EUipfe , dont  le 
Cercle  e/l  une  efpcce  , l'Hy- 
perbole Cf  la  Parabole,  p.  37  2 
15  J.  Letroijiéme  Ordre  a quatorze 
Genres  Je  Courbes.  339 

156.  Les  Courbes  du  quatrième  Qr- 
dre  ■> 

1 IJ.  fe  peuvent  réduire  à neuf  Claf- 
fes,qui  fe  Jubdivifent  en  plu- 
/ieurs  Genres.  369 


§.  if 8.  Le  cinquième  Ordre  a onze 

&*!!“■  P-  397 

I 39.  Nombre  des  Branches  infinies  , 
paraboliques  Ù hyperboli- 
ques , des  Courbes  des  cinq 
premiers  Ordres.  398 

i$Q.  Règle  générale  fur  le  nombre 
des  Branches , fou  parabo- 
liques,fait  hyperboliques ,dans 
chaque  Ordre.  399 


CHAP  ITRE  X. 

Des  Points  finguliers  ; Points  multiples  , Points  d’inflexion 
& de  Serpentement. 


161.  Y Oints  fimples  & multiples. 

pag.  400 

162.  Sécantes  Ù Tangentes.  4OO 

163.  Points  d’inflexion.  401 

164.  Point  de  double  Inflexion  } ou 

de  Serpentement.  40$ 
l6j.  Point  de  triple  , quadruple , 
té/c.  Inflexion.  403 

I (56.  Inflexions  vifibles  & invifi- 
bles.  403 

167.  A quels  Ordres  les  Courbes 
commencent  à être  fufeepti- 
bles  des  diverfes  Inflexions. 

. 


§.  168.  Exemples  de  ces  Inflexions 
dans  les  Paraboles  des  divers 
Ordres.  p.  404 

1 69.  Points  doubles , triples  \ qua- 

dru  pies  , de.  408 

170.  Connoître  la  fimplicitl  ou  mul- 

tiplicité d un  Point  fitué  h 
I Origine  d une  Courbe.  409 
Exemples.  4 1 1 

>7«-  Connoître  la  /implicite  ou  mul- 
tiplicité dieu  Point  quelcon- 
que d'une  Courbe.  4 1 y 
Exemples.  417 

172.  Abrégé  du  Calcul  , quand  le 

Point 


Digitized  by  Google 


DES  CHAPITRES  ET 

Point  efi  faut  fur  F un  Jet 
deux  Axes.  pag.  42  3 

Exemple.  42î 

173.  Trouver  fi  une  Courbe  a des 
Points  multiples  , oit  ils  font  , 
& quels  ils  font.  426 

Exemples.  428 

. 174.  Trouver,  dans  F équation  d’une 
Courbe , les  conditions  qui 
lui  donnent  des  Points  mul- 
tiples. 440 

Exemples.  ' 441 

175.  Une  Courbe  ne  peut  avoir  au- 

cun Point , dont  la  multipli- 
cité ait  le  même  expojant  que 
l Or dre  de  la  Courbe.  43 y 

176.  En  quel  cas  une  Courbe  ne  peut 

avoir  quun  feul  Point  mul- 
tiple. 4 


DES  PARAGRAPHES.  ix 

§.  177.  Une  Courbe  ne  peut  avo'r  deux 
Points  tels  que  les  expoftns 
de  leur  multiplicité  faffent 
une  fomme  égale  à F expofant 
de  F Ordre  de  cette  Courbe. 

P-  45<S 

178.  Une  Courbe  ne  peut  avoir  cinq 

Point  s, dont  les  degrés  de  mul- 
tiplicité faffent  une  Jomme 
double  de  F expofant  de  fin 
Ordre.  436 

179.  Une  Courbe  ne  peut  avoir  neuf 

Points  t dont  tes  dégris  de 
multiplicité  faffent  une  om- 
me  triple  de  F expofant  de 
fou  Ordre.  437 

180.  Nombre  des  Points  multiples 

qu'une  Courbe  d’un  Ordre 
donné  peut  avoir.  , 45  ^ 


CHAPITRE  XI. 

De  la  Méthode  de*  Tengentes  .•  Des  Points  d’inflexion  , Sec.  Des  plus 
grandes  & des  plus  petites  abfciffes  & ordonnées,  &c. 


$.  181.  Tangentes  des  Points  [impies 
& multiples  , combien  de  fois 
font  cenjies  rencontrer  U 
Courbe.  p.  460 

182.  Trouver  les  Tangentes  d’un 

Point fitué  à FOrigine.  461 

183.  Un  Point  peut  avoir  autant  de 

Tangentes  au  H y a d'unités 
dans  /expofant  de  fa  multi- 
plicité. 462 

1 84.  En  quel  cas  la  Courbe  touche  , 

à l Origine  , un  de  fis  Axes  , 
ou  tous  les  deux.  463 

18 J.  Détermination  des  Tangentes 


du  Point  fitué  à FOrigine. 

pag.  464 

Exemples.  464 

$.  186.  Déterminer  s'il  y a une  Infle- 
xion à FOrigine,  & que! ejl 
fin  dégré.  467 

Exemples.  468 

187.  Trouver  les  Tangente  d'un 

Point  fitué  hors  de  F Origi- 

ue.  x 47  « 

Exemple.  472 

188.  Détermination  de  cette  Tan- 

gente. ^ 472 

189.  Trouver  la  Soù- tangente  473 

b Ij/O. 


Digitized  by  Google 


INDICE 


ipo.  Calcul  abrégé  pour  trouver  la 
Soft  tangente.  pag.  47  ÿ 

19 1.  Trouver  tes  Tangentes  d'un 

Point  double.  477 

Exemples.  477 

192.  Trouver  les  Tangentes  d’un 

Point  triple , Ûc.  Û en  gé- 
néral multiple.  480 

Exemple.  480 

*93.  Déterminer  fi  un  Point , hors  de 
rOrigine,  a une  Inflexion,  & 
quel  en  efi  le  dégri.  48 1 
Exemples.  4^2 

194.  Trouver  les  Points  d une  Cour- 

be , de f quels  la  Tangente 
fait  avec  les  Axes  des  an- 
gles donnés.  4^V 

Exemple.  486 

195.  Trouver  les  Maxima  <&  Mini- 

ma  d’une  Courbe , c.  a.  d.  les 
Points  dont  les  Tangentes 
J ont  parallèles  aux  Axes. 487 
*96.  Remarques  fur  cette  Sùtinûm. 

487 

Exemples.  489 


}•  >97-  U Cage  s de  ce  Problème,  p, 
Exemples. 


É9± 

49? 

>98.  Autre  ufage , pour  mieux  con- 
naître  le  cgttrs  des  Courber. 

5OQ 

Exemples.  joo 

299.  Trouver  les  Points  d Inflexion 
d'une  Courbe.  5 1 1 

Exemples.  jia 

200.  Rcfol attende  toits  ces  Problèmes 
par  la  Méthode  des  Séries. 

20».  Séries  afcendatnes  tirées  de  Pé- 
quation  dusse  Courbe.  719 

202.  Le  premier  terme  indique  l'or- 

donnée  primitive.  f2l 

203.  Le  fécond  détermine  la  pofition 

de. la  Tangente.  322 

204.  Le  troiftéme  fait  connottre  les 

^nflexions-  5 24 

20y.  Difcerner  les  Maxima  des  fAt- 

nima. y 26 

206.  Pofition  de  la  Courbe  par  ra- 
port  à fa  Tangente.  Ç26 
Exemples.  $28 


CHAPITRE XII. 


De  la  Courbure  des  Lignes  Courbes  en  leurs  differens  Points. 

Ç.  207.  LA  Courbure  des  Courbes  fe  §.  2X0.  Trouver  en  quel  Point  une 


mefüre  par  celle  des  Cercles. 

Pag-  S 19 

208.  Centre , & raton  de  Courbure 

en  chaque  Point  dune  Cour- 
be, Î41 

209.  Trouver  le  raton  de  Courbure 

en  un  Point  quelconque  dune 
Courbe.  542 

Exemples.  $43 


Courbe  a une  Courbure  don- 

Sfll 

21 1.  Trouver  en  quels  Points  dune 

Courbe  fa  Courbure  efi  infi- 
nie. 548 

212.  Trouver  en  quels  Point  s elle  efi 

nulle  , ou  infiniment  petite. 

Î4  9 

213.  Trouver  en  quels  Points  elle  ejl 

__ La 


Digitized  by  Google 


DES  CHAPITRES  ET  DES  PARAGRAPHES. 


la  plus  grande  ou  la  plus 
petite.  pag.  J 49 

$.214.  Courbures  infinies  & infiniment 
ment  petites.  JJ2 

215.  Courbures  des  Courbes  compa- 

rées à celles  des  Jômntcts  de 
Far  aboies.  JJ  J 

21 6.  Déterminer , par  ente  pompa - 

raifonja  direilion  d'vn  Point 
quelconque  d'up.e  Cçurpe.  JJ  6 


217.  é 218.  Déterminer  U poption 
& la  Courbure  de  chaque 
Branche  en  un  Point  fimple 
ou  multiple  d’une  Càtarbc. 

Exemples.  j<5i 

XlJj-  Kern  arque  qécfjjaipe  pour  pré- 
venir les  erreurs  cjt  pourroit 
jetter  cette  Méthode.  j6 6 


U>'  1 J J’  . . • 'I  ""T1 

CHAPITRE  XIII. 

• • 1 « r •,  ■ . 

Des  différentes  efpéces  de  Points  multiples  dont  peuvent  être  fufccptible» 
les  Courbes  des  ûx  premiers  Ordres. 


§.220.  DE,  Points  doubles,  p.  j68  f.  22?,  Des  Points  quadruples,  p.  <îjo 

Exemples.  580  Exemples.  636 

22i.  Des  Points  triples.  000  223.  Des  Points  quintuples.  6f  2 

Exemples.  608 


~ A P P R N p 1 C E. 

De  t évanouijfement  des  inconnues.  . * pag.  63$ 

N*.  I.  pag.  <5j7  iV°.  Il- 66<x 

III.  Démonjlration  de  la  Règle  de  Mr.  Hvddk.  677 


F A ü- 


I VJ 


e~s 

[J 


r 


Digitized  by  GoogI 


FAUTES  A CORRIGER. 


Fagt. 

Ugne. 

Faute. 

26. 

1. 

impair  . . 

45- 

3- 

(z  )/.  . . 

J6' 

Note  * l.  dern. 

N\  g.  . 

77- 

en  marge. 

Fig.  2g.  . 

87. 

1 1. 

1 5 ax  . 

109. 

12. 

P S x P T . . 

1 10. 

16.  ‘ 

troifiéme  . . 

12 1. 

1 2.  . r. 

. . . 

169. 

pénult. 

R±o  . . 

198.  . 

» • I I#  A • 

• qO  : . . 

207.  . 

• « 1 4'  * • • 

AA=^A 

■s 

228.  • 

■ . • 1 3- 

b , 

-jOU  k . . . 

211.  . 

f 7*  • \ 

A B [x]  ; . 

289.*'. 

• 7*  *-*  • 

2 . •*--* 

g OO.  .. 

J»  8*.,  P - 

• P“î  • > 

37?-  • 

. dernière v . , 

D 

~~  D'—1  * 

389. 

*,  • 1 8,  • « 

fimplc  . . . 

402.  . 

• 2 2 , m • 

trois  . . 

40  J. 

• • I O*  0 0 

bx * . . 

4°  7* 

. 14.*»  marge. 

Fig.  122.  . 

43  °* 

. • 2 • • • 

— 3 *'y  • • 

451,  • 

• 1 p*  •*  • 

—4ayy  • 

5°9- 

• • 5*  • • 

/I5+?  3 • • 
2 

520.  . 

• 2 61  • > 

p • • • 

S^S- 

22. 

pufltif  . . 

négatif  . . 

5^0.  . 

. • 9*  • • 

► 

bb>  \ aa  . 

\ 

1 

609372 

%n 

'*'•  -jX 

CorrcB'ton. 

pair 

(i)  */■ 

N*.  2. 

Fig.  2 4. 

+ 15  ** 

PRxPS 

fécond 

a B 

R = o 

QO 

AA — 4 A 

, & 

h ow~ 

APfx] 

} L J i .■  .!  \ 

V*  v 

9 . 

D 

D'  ■ 1 
double 
en  trois 

— bxx 
Fi?,  iai. 

— 8 m'y 
4 aayy 

,i<  4Vg? 

'J— — 

»P 

négatif 
pofitif 
bb  <\aa 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  GoogI 


